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PRÉFACE. 


Cette  nouvelle  édition  de  notre  Cours  d^ Analyse  diffère 
beaucoup  de  la  précédenle.  Nous  laisserons  de  côté  les  mo- 
difications secondaires,  pour  indiquer  brièvement  les  prin- 
cipaux changements  introduits  : 

Les  élèves  entrant  à  lEcole  Polytechnique  étant  déjà  fami- 
liers avec  les  fonctions  élémentaires,  nous  avions  supposé 
celles-ci  connues  d'avance.  Cependant  leur  étude  suppose 
des  notions  de  Calcul  infinitésimal;  nous  avons  donc  jugé  à 
propos  de  leur  donner  une  place  dans  cette  seconde  édition. 

Cette  étude  ne  peut  d'ailleurs  se  faire  d'une  manière  com- 
plète que  par  l'introduction  des  imaginaires  5  d'où  la  nécessité 
de  définir  les  fonctions  de  variables  complexes,  leurs  bran- 
ches, leurs  points  critiques,  etc. 

Bien  que  le  présent  Volume  ait  pour  objet  principal  le 
Calcul  différentiel,  nous  avons,  suivant  l'exemple  d'autres 
Auteurs,  placé  dès  le  début  la  définition  et  les  propriétés 
fondamentales  des  intégrales  définies,  simples  ou  multiples, 
lorsqu'on  peut  les  considérer  comme  limites  de  sommes.  De 
cette  façon,  les  notions  fondamentales   du   Calcul  infinité- 


VI  PRÉFACE. 

simal  se  trouvent  à  peu  près  toutes  réunies  dans   les   trois 
premiers  Chapitres  de  ce  Volume. 

Dans  la  précédente  édition,  oix  nous  tenions  à  conserver 
toute  la  simplicité  possible,  nous  avions  glissé  un  peu  rapi- 
dement sur  ces  premiers  principes,  qui  ont  été  récemment 
l'objet  d'études  approfondies  de  la  part  des  géomètres  les 
plus  éminents.  Notre  but  actuel  est  un  peu  différent  :  nous 
les  exposons  avec  toute  la  précision  et  la  généralité  que  nous 
avons  pu,  dût-il  en  résulter  quelque  complication. 

Certains  points  présentent  encore  quelque  obscurité. 
Pour  en  citer  un  exemple,  nous  n'avons  pu  arriver  à  définir 
d'une  manière  satisfaisante  l'aire  d'une  surface  gauche,  que 
dans  le  cas  où  la  surface  a  un  plan  tangent,  variant  suivant 
une  loi  continue. 

Enfin  nous  avons  complètement  remanié  le  dernier  Cha- 
pitre, sur  les  courbes  planes  algébriques,  pour  j  introduire 
les  résultats  principaux  des  recherches  de  MM,  Cremona, 
Halphen  et  Nôther. 

C.  Jordan. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE  l 

VARLVBLES    RÉELLES. 


I.  —  Limites. 

1.  L'objet  piiiniiif  de  rAi'UliinL-li([ae  est  rétude  des 
nombres  entiers. 

Pour  pouvoir  exécuter,  dans  tous  les  cas,  \a  résolution 
des  équations  du  premier  degré,  on  a  dû  étendre  cette  pre- 
mière conception,  par  l'introduction  des  nombres  négatifs  et 
des  nombres  fractionnaires.  On  obtient  ainsi  l'ensemble  des 
nombres  rationnels. 

La  résolution  des  équations  de  degré  >  i  exige  de  nou- 
velles généralisations.  Les  principes  sur  lesquels  elles  repo- 
sent sont  intimement  liés  à  ceu-i  du  Calcul  infinitésimal,  et 
nous  devons  les  exposer  brièvement. 

J.  -  I.  I 


2  PREMli'IU;    l'AHTlt.   —    ClIAriTUE    I. 

i2.  NoMuuKS  lunvTioNNELS.  —  Soiciil  A  cl  B  (leiix  SJS- 
Ic'Uics  de  nombres  ralionnels  jouissanl  des  propriétés  sui- 
vantes : 

T°  Tout  nombre  de  B  est  plus  grand  que  tout  nombre 
de  A; 

2"  On  peut  toujours  déterminer  dans  A  et  B  respeetive- 
menl  deux  nombres  a  et  b,  tels  que  l'on  ait 

b  —  a<z, 

quel  que  soit  le  nombre  positif  s,  donné  a  priori. 

Ces  bypothèses  admises,  les  nombres  (rationnels)  pour- 
ront se  répartir  en  trois  classes  : 

La  première  A,  contiendra  tous  les  nombres  inférieurs  à 
quelqu'un  des  nombres  de  A;  la  seconde ilî)  tous  les  nombres 
supérieurs  à  quelque  nombre  de  B;  la  troisième  3,  ceux  qui 
ne  sont  ni  inférieurs  à  un  nombre  A,  ni  supérieurs  à  un 
nombre  B. 

11  est  impossible  que  cette  classe  Z  contienne  deux  nom- 
bres différents  e  et  c'<ie.  Ou  aurait,  en  effet,  quel  que  fùl 
le  choix  de  a  et  de  Z», 

rt  ^  c',     b  z,  c,         d'où         b  —  a  z^  e  —  c' , 

résultat  contraire  à  notre  seconde  hypothèse. 

Elle  peut  contenir  un  nombre  unique  c  (ce  cas  se  présen- 
tera, par  exemple,  si  l'on  prend  pour  A  l'ensemble  des  nom- 
bres <<  c,  et  pour  B  l'ensemble  des  nombres  >>  c). 

Mais  il  peut  arriver  aussi  qu'elle  n'en  contienne  aucun  (on 
sait  qu'il  en  sera  ainsi  si  l'on  prend  pour  A  la  suite  des  ré- 
duites de  rang  impair,  pour  B  celle  des  réduites  de  rang 
pair  d'une  fraction  continue  illimitée). 

Nous  ferons  disparaître  cette  distinction,  en  disant  que, 
dans  le  second  cas,  il  existe  encore  un  nombre  e  plus  grand 
que  tous  les  -l,  et  plus  petit  que  tous  les  ilb,  mais  que  ce 
nombre  est  irrationnel. 

L'ensemble  des  nombres  ainsi  obtenus,  tant  rationnels 
qu'irrationnels,  constitue  le  système  des.  nombres  réels. 
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Chacun  de  ces  nombres  est  défini,  connue  on  \c  voll,  p;ir 
la  connaissance  des  iionil)rrs  lalionnels  (jiii  soiiL  |)liis  jx-iiis 
que  lui,  cl  de  ceux  qui  sont,  au  contraire,  plus  i^iands  ([ik; 
lui. 

3.  Si  un  nombre  rationnel  /■  est  plus  petit  (plus  grand) 
qu'un  nombre  réel  c,  il  est  clair,  d'après  nos  définitions,  que 
tout  nombre  rationnel  /'  [)lus  petit  (plus  grand)  que  /•  sera 
a  fortiori  plus  pelit  (plus  grand)  (pic  c. 

Mais  on  peut  démontrer  qu'//  existe,  en  outre,  une  ii\fi- 
nité  de  nombres  rationnels  compris  dans  V inter^'alle  de  r 
à  c, 

En  effet,  si  c  est  rationnel,  tous  les  nombres  r-\-m{e  —  /•), 
où  m  est  une  fraction  quelconque  comprise  entre  o  et  i ,  sa- 
tisfont à  cette  condition. 

Si  c  est  irrationnel,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  c  >  /'. 
Soient  A,  B  les  deux  systèmes  de  nombres  rationnels  qui  dé- 
terminent c.  Tout  nombre  rationnel  appartient,  par  hypo- 
thèse, à  l'une  des  deux  classes  -l^  et  iil.,  définies  comme  ci- 
dessus. 

Le  nombre  r<^c  appartient  à  la  classe  -L.  Il  est  donc 
moindre  qu'un  nombre  a  du  système  A.  Ce  nombre  a  étant 
plus  petit  que  tous  les  B  n'appartient  pas  à  la  classe  ilî)  :  c'est 
donc  un  nombre  cAo.  Donc  il  est  moindre  qu'un  autre  nombre 
«1  du  système  A.  Continuant  ainsi,  on  obtiendra  une  suite 
infinie  de  nombres  rationnels  croissants  /•,  «,  «) ,  . . . ,  et  tous 
<c. 

On  dira  qu'un  nombre  réel  c  est  plus  grand  cjuiin  autre 
nombre  réel  c',  s'il  existe  un  nombre  rationnel  /•  (jui  soit  <<c 
et  >>  c'.Dans  ce  cas,  tous  les  nombres  rationnels,  en  nombre 
infini,  compris  entre  c  et  /',  ou  entre  r  et  c',  jouiront  de  la 
même  propriété. 

Il  est  clair  que,  si  c  >>  c'  et  c'>>  c",  on  aura  c  >>  c" . 

Enfin,  entre  deux  nombres  rationnels  quelconques  r  et 
r  +  £,  //  existe  nécessairement  un  nombre  irrationnel  (et, 
par  suite,  une  infinité). 
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Soit,  en  efïel,  c  un  nombre  irrationnel  défini  par  les  deux 
systèmes  de  nombres  rationnels  A  et  B.  On  peut  déterminer 
dans  ces  systèmes  deux  nombres  a  et  />,  dont  la  différence 
soit  <C  £,  et  comprenant  entre  eux  le  nombre  c. 

Soient  A|,  B|  les  deux  systèmes  obtenus  en  ajoutant  la 
constante  /•  —  a  à  lous  les  nombres  de  A  et  de  B.  Il  est  évi- 
dent que  ces  nouveaux  systèmes  ont  les  qualités  requises 
pour  définir  un  nouveau  nombre  irrationnel,  compris  entre/" 
et  /■+  £. 

Un  nombre  réel  c  sera  dit  positif,  s'il  est  >>  o  (auquel  cas 

il  sera  encore  supérieur  à  une  infinité  de  nombres  rationnels 

positifs);  négatif,  s'il  est  -<  o. 

Les  inégalités 

b  —  rt  >-  o,  b  —  a  <Ct 

pouvant  s'écrire  ainsi 

(__«)_  (_/,)>o,     {-a)-{-b)<t, 

on  voit  qu'à  tout  nombre  réel  c,  défini  par  le  système  des 
nombres  a  et  celui  des  nombres  b^  correspond  un  autre 
nombre  de  signe  opposé,  défini  par  le  système  des  nombres 
—  b  el  celui  des  nombres  —  a.  Nous  désignerons  ce  nombre 
par  —  c.  On  aura,  d'après  cette  définition, 

4.  Il  nous  reste  à  généraliser  la  définition  des  opérations 
de  l'Arithmétique,  pour  les  rendre  applicables  à  tout  nombre 
réel. 

Soient  c,  c'  deux  semblables  nombres,  définis  respective- 
ment par  les  systèmes  A,  B;  A',  B'.  Soient  a,  b]  a',  b'  des 
nombres  pris  respectivement  dans  ces  systèmes,  on  aura 

b+  b'>  a-\-  a'. 

Mais,  d'autre  part,  on  pourra  choisir  a,  b,  a' ,  b'  de  telle 
sorte  qu'on  ait 

£  S 

b  —a  <:  -■>  b'—  a'<  -; 

2  2 

d'où 

b  H-  b'—  {a  -h  a')  <.  £• 
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Le  svsh'inc  des  iKdiihics  a  -f-  (t'  cl  celui  ilcs  n()ml)rcs 
h  -\-  ^'dcfmironl  donc  un  nombre  réel,  que  nous  ;ij)|)ellcroiis 
c  +  c'. 

De  mcnie,  le  syslcme  des  noujbrcs  b  —  ti'  cl  celui  des 
nombres  a  —  b'  définironl  un  nombre,  (|uc  nous  a|)[)cllr- 
rons  c  —  c' . 

On  a  évidemiiicnl ,  d  a[trcs  celle  délinilion, 

c-f-c'— c'—r,         c  —  c'— c -h  (— c'). 

La  souslraclion  esl  d  ailleurs  l'opcralion  iinerse  de  1  addi- 
lion,  de  telle  sorle  que  le  nombre  (c  —  c')  +  c'=^c.^  n'esl 
autie  ([lie  c.  l'our  le  monlrer,  nous  |)rou\erons  (jue  loul 
nombre  rationnel  >  c  est  >  c,,  et  réciprof[uemenl. 

Les  nombres  ^  c  sont  ceux  qui  sont  jjlus  |;rands  (jue  l'un 
des  nombres  6,  les  nombres  >  r,  ceux  qui  sont  [)lus  i;rands 
que  Tun  des  nombres  b  —  a' -h  b' . 

Or,  loul  nombre  jr  ^  b  —  a'-h  b'  esl  f/  J'uriiuri  >•  b^  car 
b':>a'. 

D'autre  part,  si  ^  >>  c,  on  pourra  déterminer  entre  x 
et  c  une  infinité  de  nombres  rationnels  encore  ^  c.  Soit 
X  —  t  =z  b  l'un  d'eux  ;  on  aura 

x>  b  —  a'-r-  b', 

si  l'on  clioisit  a'  et  b'  de  telle  sorle  que  b' — ■  (/'  soit  <<  t. 

o.  Pour  définir  la  uuilliplication  et  la  division,  nous  sup- 
poserons d'abord  c  et  c'  j)Ositifs. 

Soient  a,  a'  des  nombres  fixes  clioisis  d  avance  arbitrai- 
rement parmi  les  nombres  positifs  contenus  dans  les  svstèmes 
A,  A';  ,3,  j3'  des  nombres  fixes  (nécessairement  positifs)  choi- 
sis d'avance  dans  les  systèmes  B,  B';  a,  b,  a' ,  b'  des  nombres 
positifs  à  choisir  dans  ces  mêmes  systèmes;  on  aura  tou- 
jours 

11,  f  f'         ^ 

bb  ^  aa  ,  —,>  rr 
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Mais  on  peut  choisir  ces  nombres  de  telle  sorte  que  l'on 

uil 

h  —  a  ■<  0,  b' —  a'<i  o, 

0  étant  une  (juantité  à  détenuiner  ulti'i-ieurement. 

Il  est  d'ailleurs  permis  de  supposer,  en  outre,  que  a  et  h 
sont  contenus  dans  lintervalle  de  y.  à  [i,  a'  et  b'  dans  l'inler- 
valle  de  a'  à  fj.  En  efiet,  a,  par  exemple,  est  sûrement  -<  [i. 
S'il  est  -<  a,  on  aura  0  —  a  <  6  —  «  <  o.  On  pourrait  donc 
substituer  a  à   a,   tout  en  maintenant  l'inégalité  demandée. 

Cela  posé,  on  aura 

bb'—aci<  («  +  r:)(a'+o)  _  na' 

<  (a  +  «')  0  +  o2  <  (  3  +  3')  0  +  ?^^ 

b         a_bb'—aa'        (^-^3')o  +  o2 
a'  ~  V  "  '~^b'~  ^  ^~^^ 

Si  donc  on  détermine  o  de  manière  à  satisfaire  à  la  fois  aux 
inégalités 

a'2£ 


on  aura 

bb'—aa'<  (  ^  +  .3'+i)  o  <  e, 

b        a         (3 +3'+ 1)8 
a         b  a'- 

Le  système  des  nombres  ««',  joint  à  celui  des  nombres  bb', 
elle  système  des  nombres  -r,)  ioint  à  celui  des  nombres  — ,, 

définissent  donc  deux  nombres  réels,  que  nous  désignerons 

,        c 
respectivement  par  ce  et  —.• 

La  division  ainsi  définie  est  l'inverse  de  la  multiplication. 
Pour  l'établir,  il  faut  prouver  l'identité   des   deux  nombres 

c 

—  c'=^c,  et  c,  en  montrant  <[ue  les   nombres  rationnels   su- 
périeurs à  l'un  le  sont  à  l'autre,  et  réciproquement. 

Soit  X  un  nombre  >>  C(.  Il  sera,  par  définition,  plus  grand 
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qu'un  des  nombres   —h',   et,  a  fortiori .  plus  £jr;iiid  (|uc  le 

nombre  h\  il  sera  donc  >>  c. 

Réciproquement,  si  ^  >>  c,  il  existera  un  autre  nombre 
rationnel  x  —  î  encore  plus  <;rand  que  c,  c'esl-à-dire  plus 
grand  qu'un  nombre  h.  Or  on  |)eul  dclcrminer.  quel  (pic 
soit  0,  rt'  cl  h' ,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  b' <C,  a  -\-  o,  d'où 

-,  b'<  b-h—r<b-^^,- 
a  a  t 

.   .     >  .  a'e  b      , 

Si  l'on  choisit  o  moindre  ciue  -7-",  on  aura  x^  —,b'.  Donc 

'  i  a 

x>c,. 

Pour  étendre  la  définition  de  la  multiplication  cl  de  la  di- 
vision au  cas  où  l'un  des  facteurs,  ou  tous  les  deux,  sont  né- 
gatifs, on  appliquera  la  règle  des  signes.  Enfin  on  admet 
qu'un  produit  est  nul,  si  l'un  des  facteurs  est  nul. 

On  voit,  sans  aucune  difficulté,  que  les  opérations  ainsi 
généralisées,  appliquées  à  des  nombres  rationnels,  donnent 
les  mêmes  résultats  que  les  opérations  ordinaires,  et  que  les 
règles  du  calcul  algébrique  subsistent  sans  aucun  change- 
ment. 

6.  On  nomme  valeur  absolue  ou  module  d'un  nombre 
réel  c  ce  nombre  lui-même,  s'il  est  positif,  le  nombre  — c,  si  c 
est  négatif.  Ce  module  se  désigne  souvent  par  la  notation  i  c  |. 

On  a  évidemment 

\a\\b\  =  \abl 

\a\-\b\-\c\~\a±b±:c\  =  \a\  +  \b\^\c\. 

7.  Soient  A,  B  deux  systèmes  de  nombres  réels  tels  : 
i"  que  tout  nombre  B  soit  plus  grand  que  tout  nombre  A; 
2"  qu'on  puisse  toujours  déterminer  dans  A  et  B  deux 
nombres  a  et  b  tels  que  b  —  a  soit  <it.  Il  existera  un 
nombre  réel  unique  c  tel  que  l'on  ait  constamment 

^  ~  c  >  a. 
Soient,   en   effet.    A  le  svstème  des  nombres  rationnels 
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iulcricurs  à  riin  au  moins  des  nombres  A;  B'  le  système 
des  nombres  rationnels  supérieurs  à  l'un  au  moins  des 
nombres  B.  Les  nombres  B'  seront  plus  i^rands  que  les 
nombres  A'. 

D'autre  part,  déterminons  dans  A  et  B  deux  nombres  a 

et  b  tels  (pic  b  —  «  <<  -„  •  On  peut  déterminer  deux  nombres 

rationnels  comprenant  a  et  dont  la  différence  soit  <!  o-  le 
[)lus  petit  a'  de  ces  deux  nombres  appartient  à  A',  et  l'on  a 

a  —  a'  <.  ^• 

On  peut  de  même  déterminer  dans  B'  un  nombre  b'  tel  que 
b' — ■  b  soit  <;  ^.  On  aura,  par  suite, 

b'—a'<z. 

Les  systèmes  A',  B'  étant  formés  de  nombres  rationnels 
déterminent  un  nombre  réel  c  plus  grand  que  tous  les  a'  et 
moindre  que  les  b' .  Ce  nombre  satisfait  aux  conditions  re- 
quises. En  effet,  s'il  était  moindre  qu'un  nombre  a  de  A,  il 
existerait  entre  «  et  c  des  nombres  rationnels  a'  plus  grands 
que  c,  contrairement  à  la  définition  de  c.  S'il  était  plus  grand 
qu'un  nombre  b  de  B,  on  arriverait  à  une  contradiction  ana- 
logue. 

On  voit  d'ailleurs,  comme  au  n"  2,  que  le  nombre  c  est 
unique  de  son  espèce. 

8.  Limites.  —  Soit  x  une  quantité  variable,  à  laquelle  on 
donne  successivement  une  suite  illimitée  de  valeurs  x^,  .... 
Xni  •  • ..  On  dit  que  la  suite  X\,  . . . ,  Xn-,  •  •  • ,  ou,  d'une  ma- 
nière plus  abrégée,  la  variable  x  tend  ou  converge  vers  la 
limite  c  si,  pour  toute  valeur  de  la  quantité  positive  £,  on 
peut  assigner  un  entier  v,  tel  que  l'on  ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  v. 
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La  variable  x  ne  peut  icndrc  à  la  fuis  vers  deux  limites 
(lifiTérentes  c  et  c';  car  on  a 

C'  —C  —  {X„—C)  —  {Xn—C'), 

d'où 

I  c'—  c\  =  \Xn—C\-\-\x„—c\. 

Donc,  quel  que  soit  /?,  l'un  au  moins  des  deux  modules 

l^'/i— c|,     \xa—c\ 

sera  au  moins  égal  à  -^  j  c' —  c\. 

11  importe  de  transformer  la  définition  précédente,  de  ma- 
nière à  pouvoir  prouver  l'existence  d'une  limite,  lors  même 
qu'on  ne  serait  pas  en  mesure  de  la  déterminer. 

9.  Théorème.  —  Pour  que  la  suite  Xi a'„,  . . .  tende 

vers  une  limite,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  trouver  une 
suite  S|,  ....  z„.  ...  fie  nombres  positifs  non  croissants, 
ayant  pour  limite  zéro,  et  tels  que  l'on  ait,  pour  toutes 
les  valeurs  des  entiers  n  et p, 

1°  Supposons,  en  effet,  que  la  suite  Xt,  ...,  x„,  ... 
tende  vers  une  limite  c.  Soient  o,.  . . . ,  o,„,  . . .  une  suite  de 
nombres  positifs  décroissants  ayant  zéro  pour  limite.  On 
pourra,  par  hypothèse,  déterminer  pour  chaque  valeur  de  m 
un  entier  v,„  tel  que  l'on  ait  constamment,  dès  que  n  est 

et,  par  suite, 

I  "^ii        "^n+p  I  <  I  "^«         C  I  —r-  ,  X fi^p         C  I  ^  0„, . 

Si  /î<V|,  mais  n  -h/?>>v,.  on  aura  d'autre  part 

1  -^ n         -^ n-^p  I  <.  1  "^ n         ^  I  ~^  I  ^ n^p         ^  1  <  ^  ~^  2  "^1  ' 

e   désignant   la    plus    grande    des    quantités    \x^  —  c|,    .... 

\x..—c\. 
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Enfin,   si  n  et   n-\-p   ne  sonl  ni  l'un  ni  l';nilrc  >>V|,  on 

aura 

1  .r„  —  j:„+p  I  ,=  I  a^„  —  c  I  -i-  I  a-,,+,,  —  c  1  <  2  e. 

Définissons  inainlenanL  une  suite  de  quanlilés  positives 
£i ,  . . . ,  z,i,  . . .  [)ar  les  relations 

E„  =  2e  H-  ô,,  si   rt  =  V,, 

On  aura  constamment 

I  ■^ n        •^n+p  I  <  '«• 

D'ailleurs  les  quantités  £„  forment  une  suite  non  croissante, 
et  t,i  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  30.  Car  on  peut  prendre 
m  de  telle  sorte  que  o„j  soit  moindre  qu'une  quantité  quel- 
conque £,  et  il  suffira  de  prendre  ensuite  /î  >  v„j  pour  être 
sur  d'avoir 

2°  Réciproquement,  supposons  qu'on  ait  pu  déterminer 
une  suite  S),  ...,  s,,,  ...  de  nombres  positifs  ayant  pour 
limite  zéro,  et  tels  que  Ton  ait,  au  moins  pour  les  valeurs  de 
n  qui  surpassent  un  nombre  fixe  /??, 

et  proposons-nous  de  démontrer  que  la  suite  JC^,  . . . ,  x,i.  . . . 
tend  vers  une  limite. 

Désignons  par  a.j  la  plus  grande  des  quantités 


j-v  — 


par  ^v  la  plus  petite  des  quantités 


■  /ii-hl  ~T~  ~m+l  j 


on  aura  évidemment 

«V  >  «(A,         by  l  0^,         si  V  >  jx. 
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D'autre  part,  rim-galité  (i)  peut  s'écrire 
d"où 

•^ n         -Il  "^  ^n-hp  '^  --^ii  ~i~  -II' 

Supposons  /i  ^  V  et  changeons  dans  cette  équation  />  en 
/>  H-  V  —  n  ;  elle  devient 

•^11  ^U  *C  •^•l+p  <C  -J^ii  -T-    î„  , 

et  comme  elle  a  lieu  pour  les  valeurs  /i  =  m  -i-  i ,  . . . ,  v,  on 
en  déduit 

rtv<^v+p<  l>i- 

Plus  généralement,  'j.  et  v  étant  deux  entiers  positifs  cpiel- 
conques  ^  m,  et  À  le  plus  grand  des  deux,  on  aura,  par  la 
combinaison  des  inégalités  ci-dessus, 

Donc,  tout  nombre  b  est  plus  grand  que  tout  nombre  rr. 
Mais  on  a  d'autre  part 

b'i—cf.,  7  i-r-i-h  sv)  —  (^^-v—  -/)  <  -21.,, 

(juantité  qui  peut  être  rendue  <<  s  en  prenant  v  assez  grand. 
Donc  les   deux  systèmes  de  nombres  a  et  b  déterminent 
un  nombre  c.  Ce  nombre  et  le  nombre  J^-^+p  étant  tous  deux 
compris  entre  «v  et  by,  on  aura 

I  '^•i+p    ■  ^  !  \  -  j 

ce  qui  est  précisément  la  condition  pour  que  les  quantités  x 
convergent  vers  c. 

10.  CoROLLAiaE.  —  Si  tes  quantités  x,i  sont  telles  que 
l'on  ait  toujours 

elles  tendront  vers  une  limite  c  ou  croîtront  de  manière 
à  surpasser  finalement  toute  grandeur  donnée  E. 

En  effet,  supposons  en  premier  lieu  que,  pour  toute  valeur 


• 
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de  la  quanliu'  positive  o,  on  puisse  dcLeiminer  un  cnlicr  v  Ici 
que  l'on  ail  conslaninienL 

quel  que  soily?. 

Donnons  à  o  une  suile  de  valeurs  o,,  o.,,  ...  convergeant 
vers  zéro;  soient  v,,  Vo,  ...  les  valeurs  correspondantes  de  v. 

Soit,  d'autre  part,  /i  un  nombre  ^v^  mais  <<v;^+).  On  aura 

et  si  Ton  pose  n  +/?  =  v/t-f-  q^ 

Si  donc  on  définit  les  quantités  £v,i  •  •  ■  -,  £«,  •  •  •  par  la  con- 
dition 

-n  —  ô/,         quand  n  =  v/,<  V;-.^,, 
on  aura 

I  ^n         '^' ii+p  I  "^  ^n- 

Les  quantités  £,^,  ainsi  définies,  convergeant  vers  zéro,  les 
quantités  x,i  tendront  vers  une  limite. 

Supposons,  au  contraire,  qu'il  existe  une  quantité  S  pour 
laquelle  il  soit  impossible  de  déterminer  une  quantité  v  cor- 
respondante. On  pourra,  quel  que  soit  n,  déterminer  un 
nombre  n  -i~ p  =  «,  tel  que  ^„_  —  x,i  soit  plus  grand  que  o. 
Nous  pourrons  donc  déterminer  une  suite  illimitée  de 
.  nombres   i,  /?,,  //o,  ...,  /?a,  ...  tels  que  l'on  ait 

d'où 

Ce  nombre  deviendra  plus  grand  que  le  nombre  donné  E 
dès  que  k  sera  supérieur  à  — — ^ — -' 

11.  Si  la  variable  x  tend  vers  la  limite  c,  —  x  tend 
vers  la  limite  —  c. 
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Celle  proposition  esl  évidente;  car  on  a 

|>r  —  c|=:|  —  J7-i-c|. 
Si  donc  on  a  pour  n  >  v 

\-rn—c\<-, 

on  aura  en  même  temps 

|  — X„4-c]  <î. 

12.   Si  la  variable  x  tend  vers  une  limite  c  di Jférenle 

de  zéro,  —  tendra  vers  la  limite  -• 
X-  c 

Posons,  en  effet,  x,i  —  c  =  ;«;  on  aura 


(pianlilé  qui  deviendra  <^z.    de?   qnf>  n   sera  de\enii   assez 
i^rand  pour  qu'on  ait 

I  -^  I  c  I  £ 

Si  X  tend  vers  la  limite  zéro,  on  pourra,  quelle  que  soil  la 
(juanlilé  posilive  E,  déterminer  un  nombre  v  tel  qu'on  ail, 
pour  loule  valeur  de  n  plus  grande  que  v. 


Xn\<i~,  d  ou  — 


>E. 


Donc  —  ne  tend  vers  aucune  limite,  ^l0us  couviendrun?  lou- 

X 

tefois  de  dire  qu'il  tend  vers  x. 

Si,  en  tendant  vers  ce,  x  reste  à  partir  dun  certain  moment 
constamment  positif,  on  dira  qu'il  tend  vers  -i-^.  S'il  reste 
constamment  négatif,  il  tendra  vers  — yt. 

13.  Soient  x,  y  deux  quantités  variables  simultané- 
ment, et  prenant  respectivement  les  suites  de  valeurs  x,, 
y,;  ...;  Xn,y,f;  ■■■■  Si  x,  y  tendent  respectivement  vers 
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(les  liinilcs   finies  c,   r/,  x -^ y  el  xy   lendronl    vers   les 
limites  c  +  cl,  cd. 

Posons,  en  efTel, 

X II  c    Ç,;  ,  }   /;  •       ■  Cl    ^^    T,„  . 

On  pourra,   j^ar  délinilion,  quelle  que  soil  la  quantité  posi- 
live  0,  déterminer  deux  (juanlilés  v,  et  V2,  telles  que  l'on  ail 

I  ;„  I  <ô,      si  «  >  V,, 
I  T,„  I  <  0,      si   11  >  V,, 
et,  par  suite, 

I  ^«  I  <  0,  Vui  I  <o>  si   «>  V, 

V  désignant  la  plus  grande  des  quantités  v,  el  Vo. 
Cela  posé,  on  a 

I  x,i  +  J„  —  (c  +  f/)  I  =  I  ;„  +  r,„  {  ^  I  Ï^J  +  I  T,„  1  <  2  0, 

I  Xny,i  —  Cf/  I  =  I  CT,„  +  d\n  +  Ç/,  -fui  I 

<    kl    l'^l«  I   +-  k^l    l^«  I   +  I  wi  i    \\n  I 
<:  I  C  I  0  4-  I  (^  I  0  +  û^ 

Les  seconds  membres  de  ces  inégalités  seront  ■<  î  si  Ton 
détermine  l'arbitraire  0  de  telle  sorte  qu'on  ait  en  même 
temps 

^        ^  ^  ^  £ 

Notre  proposition  est  donc  démontrée. 

Si  X  tend  vers  oc,  y  continuant  à  tendre  vers  une  limite 
finie  d,  on  pourra,  de  même,  quelles  que  soient  les  arbi- 
traires E'  et  0,  déterminer  un  nombre  v  tel  que  l'on  ait 

I  •^'i  I  >  ^''  I  Jn  —  <^  I  <  0,  si    /<  >  V, 

d'où 

|-^«  +  7«|  —  \x„  +  y„  —  d-^  d\  z.  \x„  \  —  \yn—d\  —  \d\ 
>  E'—  S  —  I  (/  I  >  E, 

si  l'on  choisit  E'  plus  grand  que  E-hoH-|<:/|.  Donc,  dans 
ce  cas,  X  -\-y  tendra  vers  oc. 
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Le  produit  Xf  tendra  aussi  vers  oc,  si  tl  n'est  pas  nul.  En 
effet,  choisissant  pour  o  une  quantité  <C\d\,  on  aura 

y„—ci-i-  {y„~d), 
(Toîi 

et  enfin 

\:v,y„\>E'{\d\-o)>E, 

si  l'on  choisit  E'  plus  j^rand  que  ,   .,  ' — ^• 

'  ^  '        I  rt  I  —  0 

Si  y  tendait  vers  zéro,  en  même  tem[)s  ([ue  JC  vers  ce,  on 
ne  pourrait  rien  affirmer  a  priori. 

Supposons  enfin  que  x  et  y  tendent  tous  deux  vers  x.  On 
ne  pourra  rien  affirmer  a  priori  sur  la  somme  x  -i-y.  Mais 
le  produit  tendra  évidemment  vers  ce. 

14.  De  la  combinaison  des  résultats  qui  précèdent,  on 
déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Soit  R(:r,jK,  •  •  •)  une  expression  rationnelle  quelconque 
des  variables  x,  y,  ....  Si  ces  variables  tendent  simulta- 
nément vers  les  limites  c,  d.  . . .,  \\{x,  t',  . . .)  tendra  vers 
la  limite  R(c,  <:/,.. .). 

Ce  théorème  est  toutefois  soumis  à  cette  restriction  que  la 
suite  des  opérations  indiquées  pour  calculer  R,  connaissani 
or,  y,  ...,  puisse  s'exécuter  effectivement  pour  les  valeurs 
particulières  .r  =  c,  j)^  =  <:/,... . 

Si  donc  parmi  ces  opérations  figurent  des  divisions,  il 
faut  que  le  diviseur  ne  soit  pas  nul. 

15.  L'Arithmétique  et  l'Algèbre  comportent  quatre  opéra- 
tions fondamentales  :  addition,  soustraction,  multiplication 
et  division.  On  peut  en  concevoir  une  cinquième,  consistant 
à  remplacer  une  quantité  variable  par  sa  limite.  C'est  l'intro- 
duction de  cette  nouvelle  opération  qui  caractérise  le  Calcul 
infinitésimal. 
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10.  Infiniment  petits.  —  (_)ii  donne  le  nom  d'i/iji/iime/ii 
petit  à  toute  quantité  variable  qui  tend  vers  zéro;  celui  d'' in- 
finiment grand  à  toute  quanti  lé  variable  qui  tend  vers  x. 

L'inverse  d'un  infiniment  petit  sera  donc  un  infiniment 
yrand,  et  réciproquement. 

La  suite  des  valeurs  j:,,  ...,x,,,  ...,  qu'on  assigne  succes- 
sivement à  un  infiniment  petit  x^  doit  avoir,  par  définition, 
zéro  pour  limite;  on  peut  ne  la  soumettre  à  aucune  autre  res- 
triction. Mais  on  peut  aussi,  si  l'on  veut,  l'assujettir  à  d'au- 
tres conditions  :  stipuler,  par  exemple,  que  ces  quantités 
seront  positives,  ou  rationnelles,  etc.  Sauf  ces  restrictions, 
qui  devront  être  spécifiées  dans  chaque  cas,  on  devra  la  con- 
sidérer comme  arbitraire. 

47.  Deux  infiniment  |)etils  J\  y  seront  indépendanls^ 
s'il  n'existe  aucune  corrélation  obligatoire  entre  les  valeurs 
x^,  ...,.r,,,  ...  etj)'!,  ...,j'„,  ...  qu'on  leur  attribue  respec- 
tivement. 

Au  contraire,  s'ils  sont  liés  de  lefle  sorte  que,  x,i  étant 
connu,  on  puisse  en  déduire^//,  on  dira  que  j'  est  un  infini- 
ment petit  dépendant  de  x.  Cette  dépendance  sera,  en 
général,  réciproque,  de  telle  sorte  que,  r,i  étant  connu,  Xu 
pourra  s'en  déduire. 

Deux  infiniment  petits  .r,  y  étant  ainsi  liés,  on  dira  qu'ils 

sont  du  même  ordre,  si,  lorsque  x  tend  vers  zéro,  --  a  pour 
limite  une  quantité  constante  c  diff'érenle  de  o;  y  sera 
d'ordre  plus  élevé  que  x,  si  —   a   pour  limite  zéro-,   il  sera 

d'ordre  moindre,  si  —  tend  vers  x. 

X 

On  peut,  dans  la  plupart  des  cas,  préciser  cette  notion,  en 
mesurant  par  un  nombre  l'ordre  de  grandeur  d'un  infiniment 
petit.  On  pourra  dire,  en  effet,  que  y  est  d'ordre  a  par  rap- 

|)ort  à  X,  si  le  rapport  --  tend  vers  une  limite  finie  et  difle- 

rente  de  zéro,  lorsque  x  tend  vers  zéro. 
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D'après  celle  dcfinilion,  une  (jiiaiililé  j'  (jiii  lend  vers  une 
limile  finie  sera  un  infinimenl  j)elil  d'ordre  zf'ro;  un  infini- 
menl  j^rand  y  tel  que  yx'^  lende  vers  une  liniilc  finie  et  dif- 
férente de  zéro  sera  un  infiniment  pclil  d'ordre  —  a. 

Dans  toute  question  où  figurent  [jlusieurs  infininicnt  petits 
x,y^  z,  ...  dépendant  les  uns  des  autres,  on  pourra  choisir 
arbitrairement  l'un  d'eux  comme  étalon  de  mesure.  Cet  in- 
finiment petit  principal,  x,  par  exemple,  étant  considéré 
comme  ayant  pour  ordre  de  grandeur  l'unité,  y,  z,  .  .  .  auront 
des  ordres  de  grandeur  représentés  respectivement  par  des 
nombres  a,  [i,  .... 

Le  même  procédé  de  comparaison  serait  applicable  à  des 
infiniment  grands. 

18.  Soient  y  un  infiniment  petit  d'ordre  a;  A  la  limile 
vers  luquclle  tend  —^  quand  x  tend  vers  zéro.  Ou  aura 

-=^=rA-l-A,  d'où         y^\x^-\-hx'^, 

X 

h  tendant  vers  zéro  avec  x. 

Le  premier  t,erme  Ax^  se  nomme  la  valeur  principale 
de  y.  Il  représente  cet  infiniment  petit  avec  une  erreur  re- 
lative qui  décroît  indéfiniment  avec  x. 

Si  l'on  ne  veut  pas  se  contenter  de  cette  première  approxi- 
mation, on  aura  à  déterminer  la  valeur  principale  du  reste. 
Soit  Bx?  cette  valeur  principale;  nous  aurons  une  seconde 
valeur 

approchée  jusqu'à  l'ordre  |3.   On  chercherait  de  même,  s'il 
était  utile,  la  valeur  principale  du  reste,  et  ainsi  de  suite. 

La  détermination  des  valeurs  principales  des  infiniment 
petits  et  leur  développement  en  série  suivant  les  puissances 
de  l'infiniment  petit  principal,  qui  en  est  la  conséquence, 
formeront  en  grande  partie  l'objet  de  la  première  Partie  de 
ce  Cours. 

J.  -  I.  2 
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La  solution  de  ce  problème  fondamental  fournit  une  mé- 
thode d'approximation  précieuse  dans  toutes  les  applications 
des  Mathématirpics;  mais  là  ne  se  borne  pas  son  utilité  :  elle 
permet  d'obtenir  des  résultats  d'une  entière  rigueur,  fondés 
sur  la  proposition  suivante. 

10.  Le  rapport  de  deux  infiniment  petits  du  même 
ordre,  y  et  z^  ayant  respectivement  pour  valeurs  princi- 
pales Kx^  et  Bjc°',  a  pour  limite  -rr- 

On  a,  en  effet, 

y  —  x'^{.K  +  h),         z^—x^{B-\-l.), 

h  et  k  tendant  vers  zéro  avec  x.  Donc 

,.     r       ,.     A-+-/Z       A 


II.  —  Ensembles. 

20.  Soient  o^,  j',  ...  des  quantités  variables;  nous  appel- 
lerons point  un  svstème  de  valeurs  simultanées  a,  b,  . . . 
donné  à  ces  variables;  écart  de  deux  points/?  =:  (a,  b,  .  . .) 

el p' ^  [a',  b',  . . .)  l'expression 

pp'  zzi\a'  —  a\  ~\-\  h'  —  &  I  + .  .  . . 

Si  cet  écart  est  nul,  les  deux  points  coïncident,  et  récipro- 
quement. 

On  dira  que  le  point  p^  (a,  b,  ...)  est  la  limite  d'une 
suite  de  points 

Pi'^  {xi,  Yi,  ...),         ...,         p„-=.  [x,i,  y,i,  . . .),         .... 

si  l'écart /?/?„  a  pour  limite  zéro  lorsque  /i  croît  indéfiniment, 
ce  qui  revient  à  dire  que^^^,  y,^^  . .  .  ont  respectivement  pour 
limites  «,  b,  .... 
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On  nomme  rnsicmble  loiilc  collection  de  points,  en 
nombre  Uni  ou  infini.  Un  ensemble  aura  aulanl  de  dimen- 
sions qu'il  figure  de  variables  x,y^  ...  dans  la  définition  de 
ses  points. 

On  nomme  point  limite  d'un  ensemble  E  tout  point  qui 
est  la  limite  d'une  suite  de  points  de  E.  Le  système  de  ces 
points  limites  forme  un  nouvel  ensemble  E',  qu'on  appelle 
le  dérivé  de  E. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  d'une  seule  dimension. 
D'après  les  définitions  précédentes,  l'ensemble  des  nombres 
entiers  n'a  pas  de  point  limite. 

Celui  des  fractions |,  |,  ^,  . . .  a  une  seule  limite  x  =  o. 

Celui  des  nombres  rationnels  ^  a  et  <<|  6  a  pour  dérivé 
l'ensemble  des  nombres  réels  ^a  et  ^b. 

Ce  dernier  se  confond  avec  son  dérivé. 

On  voit  par  ces  exemples  qu'un  ensemble  E  peut  contenir 
des  points  qui  n'appartiennent  pas  à  son  dérivé  E',  et  n'-ci- 
proquement. 

Si  un  point  /?  =:  (a,  b^  . . .)  appartient  à  E  sans  appartenir 
à  E',  on  pourra,  par  définition,  trouver  une  quantité  t  telle 
que  tout  autre  point  de  E  soit  écarté  de  p  de  plus  de  z.  On 
dit  dans  ce  cas  que/?  est  un  point  isolr  dans  E. 

21.  Nous  appellerons  ensemble  pjitrfait  tout  ensemble 
qui  contient  son  dérivé. 

Un  ensemble  E',  dérivé  dUin  autre  ensemble  E,  est  né- 
cessaire men  t  parfait . 

Soit  en  effet  t:  un  point  limite  de  E'.  On  pourra,  par  liv- 
pothèse,  déterminer  dans  E'  un  point  p'  tel  que  l'écart  [j't. 

soit  <^--  D'autre  part,   /v' étant   un  [)oint  limite  de   1^,   on 

pourra  déterminer  dans  E  un  point  p  tel  que  Técarty?/»'  soit 

<^  -•  Cela  posé,  soit 

p  =  {a,b,...j,         p'={a',  b',  .  .  .),         -  =  (a,  ^i,  .  .  .  ); 


20  PREMIÈRE    PARTIE.   —    CHAPITRE    I. 

on  aura 

p-=\a  —  y.  I  -t-  I  ^  —  p  I  +  .  .  . 

^\a-a'\-^\a'-o.\  +  \b-b'\-\-\b'-'^\+... 

Donc  7î  est  un  point  liniilc  de  E  et  apparlient  à  E'. 

22.  Si  l'enseniljle  E  ne  conlienl  pas  tous  les  points  pos- 
sil)les,  les  points  qui  ne  lui  appartiennent  pas  forment  un 
ensemble  complémentaire  E,. 

Soient  respectivement  E',  E',  les  ensembles  dérivés  de  E, 
E,.  Tous  les  points  de  l'espace  pourront  être  répartis  en  trois 
classes  : 

1°  Ceux  qui  appartiennent  à  E,  sans  appartenir  à  E', . 
Pour  chacun  d'eux/?  on  pourra  assigner  une  cpiantité  e  telle, 
que  tout  point  dont  l'écart  à  /j  est  <^  s  n'appartient  pas  à  E, , 
et  par  suite  appartient  à  E.  Nous  dirons  que  les  points  de 
cette  classe  sont  intérieurs  à  E  (et  extérieurs  à  E,). 

2°  Ceux  qui  appartiennent  à  E),  sans  appartenir  à  E'.  Ces 
points  seront  extérieurs  à  E  et  intérieurs  à  E,. 

3"  Enfin  ceux  qui  appartiennent  en  même  temps  à  l'un 
des  ensembles  E,  E,  et  au  dérivé  de  l'autre.  Ces  points  con- 
stituent la  frontière  commune  des  deux  ensembles  E,  E|. 

//  existe  toujours  des  points  frontières.  Soient  en  effet 
p  z=  (^a^  b,  ...)et7ï  =  (a,  [B,  ...)  deux  points  quelconques, 
choisis  respectivement  dans  E  et  dans  E,,  et  soit  n  un  entier 
arbitraire.  Considérons  la  série  des  points 

[«^^.(^-«)'     ^+^(?-^)'      •• 

où  m  prend  successivement  les  valeurs  o,  i ,  . . . ,  2".  Le  pre- 
mier point  de  cette  suite  est/?  et  appartient  à  E;  le  dernier 
est  71  et  appartient  à  E,.  Soit  /?«  le  dernier  des  points  de 
cette  suite  qui  appartienne  à  E,  t:„  le  suivant.  On  aura 

p„=[a-h  t„{y.  —  a),  b -i-  t„{'^  —  b),  ...], 

T.,,=  [a-h  it,,{7.  -a),  b  ^  u,t{^  —  b),  ...j, 
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/„  et  Un  étant  deux  fractions  comprises  entre  o  et  i,   ayant 

[)our  clifFércnce  —  et  dont  la  première  ne  décroît  jamais,  ei 

la  seconde  ne  croit  jamais  lorsqu'on  fait  croître  n. 

Supposons  d"ai)ord  qu'il  n'existe  aucune  valeur  de  n  3u 
delà  de  la([uellc  /„  cesse  définilivement  de  croître  ou  ii ,i  rie 
(lécroître.  Les  quantités  l,i  et  u,i  tendront  vers  une  limite 
commune  0,  et  les  points/),,  ...,/>„,  ...  d'une  part, -,,  ..  , 
t:,,,  . . .  d'autre  part,  auront  pour  limite  le  point 

P  =  [«-i-0(a  — a),   b-^^{'^  —  b),    ...]. 

Ce  point  appartiendra  donc  à  la  fois  à  E'  et  à  E', ,  et.  comme 
il  appartient  nécessairement  à  E  ou  à  E,,  ce  sera  un  p(jinl 
frontière. 

Supposons,  au  contraire,  qu'à  partir  d'une  valeur  v  de  /?, 
t„,  par  exemple,  cesse  de  croître,  et  reste  égal  à  t.,  ;  it,i  di-croî- 
tra  et  tendra  vers  t~/,  les  points  r..^.  "v^.],  ...  tendront  donc 
vers/?v.  Ce  point  appartiendra  donc  à  E',  et,  comme  il  appar- 
tient à  E,  c'est  encore  un  point  frontière. 

23.  La  frontière  F  dont  l'existence  vient  dèlre  établie 
constitue  un  ensemble  parfait . 

Soit  en  eïïcX  q  un  point  limite  de  F;  F  contiendra  une 
suite  infinie  de  points  </i ,  ....  y,,,  .  . .  convergeant  vers  q. 

Si  parmi  eux  il  v  en  a  une  infinité  appartenant  à  EetàE, , 
leur  point  limite  q  appartiendra  à  E'  et  à  E,',  dérivés  de  E 
et  deE, .  Mais  E', ,  étant  parfait,  contient  son  dérivé.  Donc  q 
appartient  à  la  fois  à  E'  et  à  E, ,  et,  comme  il  appartient  né- 
cessairement à  E  ou  à  E|,  ce  sera  un  point  frontière. 

Si,  parmi  les  points  i^,,  . .  . ,  qnt  •  •  • ,  il  n'en  existe  qu'un 
nombre  borné  appartenant  à  E  età  E, ,  les  autres,  en  nombre 
infini,  appartiendront  à  E,  et  E',  et  la  conséquence  sera  l? 
même. 

2i.  Quant  aux  points  intérieurs  ou  extérieurs,  leur  exis- 
tence n'est  pas  nécessaire.  Il  est  évident,  par  exemple,  que 
si   l'on  prend  pour  E  l'ensemble  des   nombres    rationnels, 
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pour  K,  celui  dos  nombres  inalionnels,   il  n'y  aura  aueun 
poinl  qui  ne  soil  conlenu  dans  la  fronlièrc. 

TjOS  ensembles  parfaits  rpii  conlienncnt  des  points  inté- 
rieurs présenlenl  un  intérêt  particulier,  et  il  convient  de  les 
caractériser  par  un  nom  spécial.  Nous  les  appellerons  des 
domaines. 

25.  Un  ensemble  E  d'une  seule  dimension  est  dit  borné 
supérieurement  {inférieurement),  si  tous  les  nombres  qui 
le  composent  sont  inférieurs  (supérieurs)  à  un  nombre 
fixe  L. 

Soient,  dans  ce  cas,  F  l'ensemble  des  nombres  plus  grands 
(|ilus  petits)  que  tous  ceux  de  E;  F|  son  complémentaire.  Il 
existe  un  nombre  frontière  M,  lequel  jouira  de  la  double 
propriété  :  i"  que  E  ne  contient  aucun  nombre  >>  M  (<<  M)  ; 
2°  qu'il  en  contient  qui  sont  >  M  —  £(<<JM  +  e),  quel  que 
soit  le  nombre  positif  t. 

Ce  nombre  M  est,  d'après  cet  énoncé,  une  des  limites 
de  E;  nous  l'appellerons  la  limite  supérieure  ou  le  maxi- 
mum {limite  inférieure  ou  minimum)  de  E.  Il  peut,  sui- 
vant les  cas,  rester  en  dehors  de  l'ensemble  E  ou  lui  appar- 
tenir. On  dit,  dans  ce  dernier  cas,  que  E  atteint  son 
maximum  (son  minimum).  Cette  circonstance  se  présentera 
nécessairement  si  Eest  un  ensemble  parfait. 

Si  plusieurs  ensembles  E,,  Eo,  ...  admettent  respecti- 
vement des  maxima  (ou  minima)  M) ,  Mo,  ...,  il  est  clair 
que  l'ensemble  E,  résultant  de  leur  réunion,  aura  pour  maxi- 
mum le  plus  grand  (pour  minimum  le  plus  petit)  des  nom- 
bres M,,  Mo, 

Si  réciproquement  on  décompose  un  ensemble  E  admet- 
tant un  maximum  (un  minimum)  M  en  ensembles  partiels  E(, 
Eo,  .. .,  ceux-ci  admettront  des  maxima  au  plus  égaux  à  M 
(des  minima  au  moins  égaux  à  M). 

26.  Considérons  plus  généralement  un  ensemble  E  à  un 
nombre  quelconque  de  dimensions. 

Soient  (rt,  6,  ...),    ...   ses  points.  Nous  dirons  qu'il  est 
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borné  si  l'ensemble  do  toulcs  les  valeurs  tics  modules  jrt|, 
\à\,  ...  pour  ses  divers  points  admet  un  maximum  a.  Dans 
ce  cas,  les  nombres  <7,  0,  ...  élant  compris  entre  — -j.  ri 
+  a,  forment  un  ensemble  borné  en  dessus  comme  en  des- 
sous. 

Réciproquement,  si  rensemble  des  nombres  «,  b,  . . .  admet 
un  maximum  M  et  un  mini^num  i)i^  l'ensemble  E  sera  borne, 
car  les  modules  |  «  |,  |  ^  [,  ...  ne  pourront  surpasser  le  plus 
grand  des  deux  nombres  |  M  |,  |  /??  '. 

27.  Tout  ensemble  borné  qui  contient  une  infinité  de 
points  admet  au  moins  un  point  limite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  d'un  en- 
semble E  à  deux  dimensions;  soient  (<7,  b),  ...  ses  points. 
Soient  M  et  m  les  deux  nombres  fixes  entre  lesquels  tous  les 
nombres  a  et  b  sont  compris. 

Partageons  l'intervalle  M  —  m  en  n  intervalles  égaux. 
Chacun  des  nombres  a,  b  tombera  dans  l'un  de  ces  inter- 
valles. Groupons  en  un  ensemble  partiel  tous  ceux  des 
points  de  E  dans  lesquels  a  et  b  tombent  respectivement 
dans  les  mêmes  intervalles.  JNous  obtiendrons  ainsi  n-  en- 
sembles partiels,  dont  la  réunion  constitue  E.  L'un  au  moins 
E,  de  ces  nouveaux  ensembles  devra  contenir  une  infinité  de 
points;   et  si   (a,b),  (a',  b')  sont  deux  de  ces  points,   leur 

I  /  I  7  I  M  ^i  —  "^ 

écart,  !  «  —  a  \  -^  \  b  —  b  \^  ne  pourra  surpasser  2 

Opérant  sur  E|  comme  sur  E,  on  le  décomposera  en 
ensembles  partiels  dont  lun  au  moins,  Eo,  contiendra  une 

•    n     •    '    1  •  1  iw  -^ï  —  '« 

mtinite  de  points  dont  1  écart  ne  |)Ourra  surpasser  2 —  • 

^  '  '  /i- 

On  opérera  sur  Eo  comme  sur  E,,  et  ainsi  de  suite. 
Cela  posé,  soient 

Pi  un  point  choisi  à  volonté  dans  E,  ; 

p-2  un  point  différent  de  /?,,  choisi  à  volonté  dans  Ej  ; 

Ps  un  point  différent  de/>i  et  de/»2j  choisi  à  volonté  dans  Es  ; 

et  ainsi  de  suite. 
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Ces  points  />,,  />2,  />;),  •••  tendront  évidemment  vers  un 
poinl  limite  tï. 

28.  Nous  ])Oiivons  ajouter  la  remarque  suivante,  qui  nous 
sera  souvent  utile  : 

Soit  £  une  quantité  quelconque.  La  suite  y^,,  p.^i  ■•  •  con- 
tient un  point />5(  dont  l'écart  à  j^  est  <^  s.  Soit  £|  un  autre 

nombre,  moindre  que  -  et  que  les  écarts  p^r.,   . .  . ,  /^a~-  La 

suite  contiendra  un  point />o(^  dont  l'écart  à  t:  sera  <  -i  ;  et 
l'indice   »,    sera   ^  a.   Soit  So   un   nombre  moindre  que  les 

écarts  /?)  t:,   •  • . ,  Pa.,~  et  que  — ;  la  suite  contiendra  de  même 

un  point  p^.,  dont  l'écart  à  t:  sera  «<  £0  et  7.0  sera  ^  «i  ;  et 
ainsi  de  suite. 

On  obtient  ainsi  une  infinité  de  points  successifs  />o(5  Pa,i 
/>(x  ,  .  . .  ayant  pour  limite  tï,  et  tels  :  1°  que  les  indices  a,  a,, 
ao,   ...  aillent  en  croissant;    2°  que  l'écart  de  /?«„  à  tt  soit 

29.  Soient  E  et  E'  deux  ensembles  formés  par  des  points 
de  même  nature. 

Les  écarts  des  divers  points  p  de  E  aux  points  p'  de  E' 
forment  un  ensemble  de  nombres  non  négatifs.  Il  est  donc 
borné  inférieurement,  et  admet  un  minimum  A,  positif  ou 
nul,  que  nous  appellerons  Vécart  des  ensembles  E,  E'.  Si 
cet  écart  est  >o,  nous  dirons  que  les  ensembles  E,  E'  sont 
séparés. 

30.  Si  deux  ensembles  bornés  et  parfaits  E,  E'  qui 
n'ont  aucun  point  commun  ont  pour  écart  A,  ils  contien- 
dront au  moins  un  couple  de  points  ayant  précisément  A 
pour  écart  mutuel. 

Soient,  en  effet,  p  =  (x^  y,  . . .'),  ...  les  points  de  E; 
p' =  [x',  y,  . . .),  ...  ceux  de  E'.  Associons-les  deux  à  deux 
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de  toutes  les  manières  possibles  de  manière  à  former  de  nou- 
veaux points  pp'=(.T,y,  . . .  ,  .r',  7',  ...)  dépendant  d'un 
nombre  double  de  variables.  L'ensemble  EE'  de  ces  points 
sera  évidemment  borné  et  parfait. 

Cela  posé,  si  E  et  E'  ne  contenaient  aucun  cou[)l('  de 
points  dont  l'écart  fût  A,  ils  contiendraient  lout  au  moins 
un  couple  de  points  /),,  //,  dont  l'écart  serait  moindre  que 
A  +  î,  £  étant  un  nombre  donné  qui  peut  cire  choisi  a 
volonté. 

Soient  d  l'écart  de  />,   à  y;,,  s,   un  nombre  <^  r/  et  <^  -• 

On  pourra  déterminer  un  nouveau  couple  de  pomls  /Jo»  P-, 
dont  l'écart  soit  <^  A  +  c, . 

Continuant  ainsi,  nous  obtiendrons  une  suite  infinie  de 
couples  P\,  p\;  ■  ■  •]  P111  p'„\  •••  dont  les  écarts  mutuels 
convergent  vers  A.  Les  points  correspondants  p\p\i  ••■' 
Piip'i,  de  l'ensemble  EE',  étant  en  nombre  infini,  admettent 
au  moins  un  point  limite  />/>',  où  les  deux  points  compo- 
sants />,  p'  auront  pour  écart  A.  Mais  p  est  une  limite  de 
l'ensemble  des  points  />,,  ...,  /;«,  ...  qui  appartiennent 
tous  à  E;  c'est  donc  un  des  points  limites  de  E;  et  comme 
cet  ensemble  est  parfait,  il  contient  p.  On  voit  de  même 
que  E'  contient/?'.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

L'écart  A  ne  peut  être  nul,  car  s'il  Tétait,  p  et  p'  se  con- 
fondant, E  et  E'  auraient  un  point  commun  contre  Ihypo- 
tlièse. 

31.  Nous  disons  qu'un  ensemble  parfait  et  borné  est  d'un 
seul  tenant  lorsqu'il  ne  peut  être  décomposé  en  plusieurs  en- 
sembles parfaits  séparés. 

On  voit  aisément  que  le  caractère  distinctif  d'un  pareil 
ensemble  est  le  suivant  : 

Entre  deux  quelconques  de  ses  points  p,  p',  on  peut 
toujours,  quel  que  soit  £,  intercaler  une  chaîne  de  points 
intermédiaires,  telle  que  l'écart  de  deux  points  consé- 
cutifs soit  ^£. 


26  PREMIÈRE    PARTIi:.   —    CHAPITRE    I. 

Celle  condition  est  nécessaire.  En  effet,  supposons  que 
pour  une  valeur  donnée  de  z  elle  ne  soil  pas  satisfaite.  Asso- 
cions au  point  p  d'abord  tous  ceux  des  points  de  E  dont  l'é- 
cart à  /)  est  ^  £,  puis  ceux  dont  l'écart  à  l'un  de  ceux-ci  est^s, 
et  ainsi  de  suite.  Tous  les  points  ainsi  groupés  forment  un 
ensemble  E, .  Les  autres  points  de  E  forment  un  ensemble  Eo, 
contenant  au  moins  un  point  p\  et  dont  l'écart  à  E,  est  ]>>  s. 
D'ailleurs  chacun  des  ensembles  E,,  Eo  est  parfait.  Soit,  en 
effet,  /(  un  point  limite  de  E,.  Il  appartient  à  E,  qui  est  sup- 
posé parfait;  d'ailleurs,  il  existe  des  points  de  E,  dont  il  est 
écarté  de  moins  de  e.  Donc  il  appartient  à  E,  et  non  à  Eo. 

Soit,  d'autre  part,  L  un  point  limite  de  Eo.  Il  appartient 
à  E;  et,  comme  il  existe  des  points  de  E^  qui  en  sont  écartés 
de  moins  de  t,  il  ne  peut  appartenir  à  E|  ;  donc  il  appartient 
à  Eo. 

Réciproquement,  cette  condition  est  suffisante.  En  effet, 
supposons  E  décomposable  en  deux  ensembles  parfaits  sé- 
parés E,,  Eo  ;  soil  0  leur  écart;  />|,  /^o  deux  points  pris 
respectivement  dans  E,  et  Eo;  si  on  les  relie  par  une  chaîne 
quelconque  de  points  intermédiaires,  on  aura  nécessairement 
deux  points  consécutifs  appartenant  l'un  à  E,,  l'autre  à  E2. 
Leur  écart  sera  donc  ^0;  et  la  condition  de  l'énoncé  ne  sera 
pas  remplie,  pour  les  valeurs  de  £  moindres  que  0. 

32.  La  proposition  qui  précède  entraîne  cette  conséquence 
évidente  : 

Un  ensemble  ^  formé  par  la  réunion  tV un  nombre  quel- 
conque d'ensembles  d'un  seul  tenant  E|,  Eo,  ...  dont 
chacun  a  au  moins  un  point  commun  avec  l'un  des  précé- 
dents est  lui-même  d'un  seul  tenant. 

33.  Un  ensemble  d'un  seul  tenant  E,  s'il  ne  se  compose 
pas  d'un  seul  point,  se  confond  avec  son  dérivé  E'.  En  effet, 
il  le  contient,  par  définition.  Mais,  d'autre  part,  il  y  est  con- 
tenu. Soient,  en  effet,/»,/)'  deux  points  arbitrairement  choisis 
dans  E.  On  peut  intercaler  entre  eux  une  chaîne  de  points 
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/>(,  //o,  •  •  .  telle  que  récarl  de  deux,  points  consécutifs  quel- 
conques, cl  nolammenl  celui  de p  à  p, ,  soit  ^  î.  Soient  c/  cet 

écaii  ;  c,  un  nombre  <  <^/(.t  <  -•  On  iicut  trouver  de  la  niènic 

manière  un  nouveau  point />2  dont  lécarl  à /j  soil<[£,.  (Con- 
tinuant de  même,  on  obtiendra  une  suite  infinie  de  points 
/)i,  p-2,  '  •  -,  convergeant  vers/?.  Donc,  p  appartient  à  E'. 

3i.  On  peut  encore  remarquer  qu'u/i  ensemble  E,  d'un 
seul  tenant  et  (Vune  seule  dimension,  qui  contient  deux 
nomhresdonnés  aetb,  contient  tout  nombre  c  intermédiaire 
entre  a  et  b.  Soient,  en  effet,  «,,  a,,  . . .  une  suite  de  nom- 
bres intermédiaires  entre  a  et  c  et  convergeant  vers  c; 
^1,  60,  .  .  .  une  suite  de  nombres  intermédiaires  entre  b  et  c 
et  convergeant  vers  c.  On  pourra,  par  hypothèse,  intercaler 
entre  a  ci  b  une  chaîne  de  nombres  appartenant  à  E,  et  dont 
les  écarts  successifs  soient  moindres  que  bn — a„.  L'un  au 
moins  de  ces  nombres  intermédiaires  tombera  entre  ««  et  bn- 
Désignons-le  par  c,i.  Soit  z,  l'écart  \  Cn —  ^  |  ;  on  peut  trouver 
dans  les  suites  <7,,  f/o?  •  •  •  et  b^,  bn,  ■  •  •  deux  nombres  a,,^. 
b,,^  dont  l'écart  soit  <C'i5  P^is  déterminer  dans  E  un  nou- 
veau nombre  <?„_  tombant  entre  a,,^  et  6„_  ;  et  ainsi  de  suite. 
Les  nombres  c«,  c„_,  .  .  .  convergent  vers  c  Donc  c  est  une 
limite  de  E,  et,  comme  E  est  parfait,  c  est  l'un  de  ses  points. 

Si  l'ensemble  E  est  boi*né,  il  admettra  un  maximum  M  et 
un  minimum  m;  étant  parfait,  il  les  atteindra.  Il  est  donc 
formé  par  le  système  de  tous  les  nombres  réels  qui  sont  ^M 
et  ^  m. 

Si  E  n'est  borné  que  supérieurement  (inférieuremenl),  il 
sera  formé  par  l'ensemble  des  nombres  réels  qui  sont  ^M 
(qui  sont  y  m). 

S'il  n'est  borné  dans  aucun  sens,  il  contiendra  tous  les 
nombres  possibles. 

3o.  Soit  E  un  ensemble  borné,  formé  des  points  />,  /;,,  — 
Les  écarts  de  ces  points,  pris  deux  à  deux,  forment  un  en- 
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somblc  de  nombres  positifs  qui  est  borné.  Il  admet  donc  un 
maximum  cl  que  nous  appellerons  le  diamètre  de  l'en- 
semble E. 

3G.  Nous  allons  chercher,  d'autre  part,  à  préciser  la  no- 
tion de  V étendue  de  cet  ensembh*  (à  laquelle  nous  pourrons 
donner  en  particulier  le  nom  de  longueur,  attire  ou  de  vo- 
lume, lorsque  le  nombre  des  dimensions  se  réduit  à  i,  ■>., 
ou  3). 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  de  deux  dimen- 
sions. Chaque  point  (?/,  r)  de  E  pourra  être  représenté 
i;éométriquement  sur  un  plan  dont  u  et  v  sont  les  coor- 
données. Décomposons  ce  plan,  par  des  j)arallèles  aux  axes 
coordonnés,  en  carrés  de  côté  r. 

L'ensemble  de  ceux  de  ces  carrés  qui  sont  intérieurs  à  E 
forme  un  domaine  S  intérieur  à  E;  l'ensemble  de  ceux  qui 
sont  intérieurs  à  E  ou  qui  rencontrent  sa  frontière  forme  un 
nouveau  domaine  S  +  S'  auquel  E  est  intérieur.  Ces  do- 
maines ont  des  aires  déterminées  que  nous  représenterons 
également  par  S  et  S  -f-  S'. 

Faisons  varier  notre  décomposition  en  carrés,  de  telle 
sorte  que  /•  tende  vers  zéro;  les  aires  S  e^  S -+-  S' tendront 
vers  des  limites  fixes. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  les  aires  S.  Celles  de 
ces  aires  pour  lesquelles  r  reste  au-dessous  d'un  nombre 
fixe  p  sont  bornées,  car  elles  sont  toutes  contenues  dans  un 
même  carré  de  côté  M  —  7/14-20,  M  et  m  désignant  le 
maximum  et  le  minimum  des  coordonnées  u,  u  dans  l'en- 
semble E.  Soit  A  leur  maximum.  On  pourra  trouver  une  dé- 
composition déterminée  pour  laquelle  S  prenne  une  va- 
leur S,  plus  grande  que  A  —  e.  Soit  0  l'écart  entre  la  fron- 
tière de  E  et  celle  du  domaine  S|.  Considérons  une   autre 

décomposition  quelconque  où  /■  soit  <<    -•  L'écart  maximum 

de  deux  points  d'un  même  carré  j  sera  <^  0.  Donc  tous  ceux 
de  ces  carrés  dont  un  point  appartient  à  S(  seront  en  entier 
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dans  l'inlérieur  de  E.  Donc  le  domaine  S  contiendra  S,,  eL 

l'on  aura 

S^S,>  A  —  e; 

d'autre  part,  S^A.  Donc  les  sommes  S  auront  bien  une  li- 
mite égale  à  A. 

D'autre  part,  les  aires  S  H- S',  n'étant  pas  n('fi;alives,  sont 
bornées  inférieurement,  et  admettent  un  minimum  a . 

11  existera  une  décomposition  déterminée  pour  la<pi('llc 
S  +  S'  prendra  une  valeur  S|  +  S',  moindre  (|ue  a-\-t. 
Soit  0  l'écart  des  frontières  de  E  et  du  domaine  S,-i-S', . 
Considérons  une  autre  décomposition  quelconque  où  /■  soil 

<;  -•  Tous  les  carrés  dont   un  point  appartient  à   E  ou  à  sa 


0 
2 

frontière  seront  intérieurs  à  Si  -\-  S, .  On  aura  donc 


s  +  s'tSi  +  s;  <«  +  £. 

D'autre  part,  S  +  S'^rt.  Donc  a  est  bien  la  liziiile  des 
sommes  S  4-  S'. 

Comme  on  a  S  +  S' ^  S,  «  sera  au  moins  égal  à  A. 

Nous  appellerons  A  l'aire  intérieure  de  E,  a  son  aire 
extérieure.  Si  S'  a  pour  limite  zéro,  nous  dirons  que  E  est 
quarrable  Ç.I  qu'il  a  pour  aire  la  quantité  a  =  A. 

37.  Soit  E'  un  nouvel  ensemble  intérieur  à  E.  L'aire  exté- 
rieure de  E',  et  a  fortiori  son  aire  intérieure,  seront 
moindres  que  l'aire  intérieure  de  E.  Soit,  en  efTet,  ô  l'écart 
des  frontières  de  E  et  de  E'.  Si  l'on  décompose   le  plan  en 

carrés  de  côté  <<  y?  il  est  évident  que  tous  les  carrés  non  e\- 
4 

térieurs  à  E',  et  aussi  les  carrés  adjacents,  sont  intérieurs 
à  E.  L'aire  intérieure  de  E  surpasse  donc  l'aire  extérieure 
de  E'  d'une  quantité  au  moins  égale  à  la  somme  de  ces  der- 
niers carrés.      • 

28.  Supposons  enfin  E  formé  par  la  réunion  de  {)lusieurs 
ensembles  partiels  E,,  Eo,  ...,  et  considérons  une  décompo- 
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sition  quelconque  du  plan  en  cai'rés.  Soient  respcclivemenl 
S,  S,,  So,  ...  les  sommes  des  carrés  inlcrieurs  à  E,  E, , 
Eo,  ...;  S',  S',,  S!,,  ...  celles  des  carrés  qui  rencontrent 
leurs  frontières.  Tout  carré  intérieur  à  l'un  des  ensembles 
E,,  Eo,  ...  l'est  à  E;  et,  d'autre  part^  tout  carré  non  exté- 
rieur à  E  est  nécessairement  non  extérieur  à  l'un  au  moins 
des  ensembles  E,,  Eo,  ...,  on  aura  donc 

s  =  s,  +  S2+...,      S  +  s'=Si4-s',  +  82+5;  +. . ., 

et,  en  passant  à  la  limite, 

A  =  Ai  + A24-. .  .,         a  =  ai  +  a2  +  ---j 

A) ,  Ao,  .  .  .  et  rt) ,  «o,  . .  . ,  représentant  les  aires  intérieures 
et  extérieures  de  E,,  Eo,  .•••  Ees  inégalités  ci-dessus  se 
changent  d'ailleurs  en  égalités,  si  E,,  Eo,  ...  sont  quar- 
rables. 

39.  On  peut  concevoir  une  infinité  de  décompositions  du 
plan  en  régions  élémentaires  quarrables  A7,,  Ato,  ... 
dont  le  diamètre  ne  surpasse  pas  un  nombre  donné  p.  Con- 
sidérons une  suite  quelconque  de  décompositions  de  ce 
genre,  dans  laquelle  p  tende  vers  zéro.  La  somme  S  Acr,  éten- 
due aux  éléments  intérieurs  à  E,  aura  pour  limite  A,  aire 
intérieure  de  cet  ensemble. 

Nous  pouvons,  en  effet,  déterminer  une  décomposition  du 
plan  en  carrés,  telle  que  la  somme  S  des  aires  des  carrés  in- 
térieurs à  E  soit  >>  A  —  t;  soit  0  l'écart  des  frontières  deEet 
de  S.  Dès  que  p  sera  devenu  <^  0,  tout  élément  A?  qui  a  un  de 
ses  points  dans  S  sera  tout  entier  intérieur  à  E.  L'aire  S  At 
contiendra  donc  à  ce  moment  l'aire  S,  et  sera  >>A  — s.  Mais, 
d'autre  part,  elle  ne  peut  surpasser  A.  En  effet,  soit  5' 
l'écart  entre  sa  frontière  et  celle  de  E;  concevons  une  autre 

décomposition  en  carres,  de  cote  <<  —  •    lous    ceu\    de     ces 

carrés  qui  ont  un  point  commun  avec  l'aire  S  Aa-  seront  inté- 
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rieurs  à  E.  La  somme  S|  des  aires  des  carrés  intérieurs  est 
donc  au  moins  égale  à  I)  At;  mais  elle  ne  surpas-o  j^as  A. 

Donc  A.  est  bien  la  limite  des  sommes  -  A-. 

On  voit,  de  la  même  manière,  que  la  somme  ^At,  éten- 
due, non  seulement  aux  éléments  intérieurs  à  E,  mais  aussi 
à  ceux  qui  rencontrent  sa  frontière,  a  pour  limite  l'aire  exté- 
rieure a.  l^ar  suite,  la  somme  ci-dessus,  bornée  à  ces  élé- 
ments frontières,  tendra  vers  zéro,  si  E  est  quarrable. 

40.  Les  considérations  rjui  précèdent  sont  évidemment 
applicables  aux  ensembles  dun  nombre  quelconque  de  di- 
mensions. On  pourra  déterminer,  pour  chacun  d'eux,  une 
étendue  intérieure  et  une  étendue  extérieure.  Si  celles-ci 
coïncident,  l'ensemble  sera  mesurable. 

III.  —  Fonctions  bornées.  Fonctions  intégrables. 

41.  Des  quantités  variables,  -c,  j',  •  •  .,  sont  dites  indé- 
pendantes, s'il  n'existe  entre  elles  aucun  lien,  de  telle  sorte 
que  chacune  d'elles  puisse  encore  prendre  toutes  les  valeurs 
dont  elle  est  susceptible,  après  qu'on  a  fixé  la  valeur  des 
autres. 

Soit,  au  contraire,  u  une  nouvelle  variable,  liée  aux  pré- 
cédentes de  telle  sorte  qu'à  chaque  point  (^x.,  y,  .  .  .)  appar- 
tenant à  un  certain  ensemble  E,  corresponde  une  valeur 
déterminée  de  u.  On  dira  que  cette  relation  définit  u  comme 
fonction  de  Jc,  j\  .  .  .  dans  l'ensemble  E. 

Une  fonction  de  x,  y.  ...  peut  se  représenter  par  la  no- 
tation y(j:,  y,  .  .  .).  Si  l'on  considère  simultanément  plu- 
sieurs fonctions  différentes,  on  pourra  les  désigner  respec- 
tivement par  F(x,  jK;  •  -  •)»  '-^(-^iJK'  ...'}.  ...  en  changeant 
la  lettre  initiale. 

La  définition  qui  précède  est  d'une  telle  généralité  (juil 
est  évidemment  impossible  d'établir  aucune  propriété  appli- 
cable à  toutes  les  fonctions  sans  exception.  Des  hypothèses 


3?-  PREMiÈllE    PARTIE.    —    CHAPITRE    I. 

lesLriclivcs  sont,  en  cfTcl,   nécessaires  pour  servir  de  base  à 
un  raisonnement  quelconque. 

42.  FojvcTiojNs  BORNÉES.  —  Une  fonction  /(ic,  y,  .  .  .)  est 
dite  bornée,  dans  un  ensemble  E  pour  lequel  elle  est  défi- 
nie, si  les  valeurs  qu'elle  prend  pour  les  divers  points 
{x,  y,  . .  .)  de  cet  ensemble  forment  un  ensemble  borné. 

La  somme,  la  différence  et  le  produit  de  deux  fonc- 
tions bornées  f  et  '^  sont  des  fonctions  bornées;  car   on  a 

l/±?l^l/l  +  l?l> 

Si  f  est  une  fonction  bornée  et  si  le  minimum  ]j.  de  son 
module  n'est  pas  nul,  -  sera  également  bornée;  car  on  a 

il I  I 

43.  Soit  f{x,y^  .  ..)  une  fonction  bornée  dans  un  do- 
maine E,  dont  l'étendue,  que  nous  supposerons  mesurable, 
sera  également  représentée  par  E. 

Décomposons  E  en  domaines  élémentaires  mesurables 
r?,,  go,  ....  Désignons  par  M,  m  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  la  fonction  y  dans  E;  par  M^,  m^  son  maximum  et 
son  minimum  dans  Ch',  et  formons  les  sommes 

S  =  \  iM /, e,, ,  s=z\m/,ek. 

Comme  on  a  évidemment 

S  et  5  seront  comprises  entre 
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et 


\  me/;  =  m  \  e/,  =  m  E, 


et  leurs  modules  seront  au  [jIus  égaux  à  LE,  L  désignant  le 
plus  grand  des  deux  modules  |M|  et  \m\  [ou  le  maximum 
du  module  àe  f[x.  r.  .  .  .)  dans  le  domaine  E]. 

44.  Théorème  de  M.  Darboux.  —  Si  nous  faisons  va- 
rier la  décomposition  en  éléments^  de  telle  sorte  que  les 
diamètres  de  ces  cléments  tendent  vers  zéro,  les  sommes 
S  et  s  tendront  vers  des  limites  Jixcs. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  les  diverses  sommes  S. 
Leurs  valeurs  forment,  comme  nous  venons  de  le  voir,  nn 
ensemble  borné,  lequel  admet  un  minimum  T.  Et  l'on  peut, 
({uel  que  soit  s,  déterminer  une  décomposition  A',  telle  que 

la  somme  correspondante  S' soit  comprise  entre  T  et  T  +  — • 

•2 

Soient^,,  .  .  . ,  e„  les  éléments  de  cette  décomposition,  /?  leur 
nombre;  on  aura 


^=Se,,         S'=yM;,o.. 


Soit  A  une  autre  décomposition  quelconque.  INous  j  dis- 
tinguerons plusieurs  sortes  d'éléments.  i°  Ceux  qui  sont  in- 
térieurs à  l'un  des  éléments  e,.  . .  .,  e,i,  par  exemple  à  <^'/,  ; 
nous  les  désignerons  par  <?/;,,  . ..,  e/,  \  ....  2"  Ceux  qui  empiè- 
tent sur  plusieurs  des  éléments  <?,,  .  . . ,  e,i',  nous  les  désigne- 
rons par  e'p  . .  .,  e', Nous  représenterons  enfin  par  M/,, 

M/  les  maxima  de  f  dans  les  éléments  <?/,/,  e'/.   On  aura  é>i- 
demment 


^^=S^'''+I1^^'=S 


A- 


et  enfin,  si  S  désigne  la  somme  correspondante  à  la  décim;- 

J.  —  Cours.  I.  3 
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j)Os!lion  consulércc, 


k 
b^nfiii,  "J^  clanl  le  minimum  des  sommes  S,  on  aura 

S  =  T. 

De  CCS  deux  égalités  résulte  immédiatement  la  preuve  que, 
si  le  diamètre  des  éléments  tend  vers  zéro,  S  tend  vers  T. 
En  cfTel,  les  domaines  ^j,  ...,  n„  étant  mesurables,  la  dif- 
férence entre  Ca  f't  b'  somme   \  Cki  des  nouveaux  éléments 

qui  lui  sont  intérieurs  tendra  vers  zéro  avec  le  diamètre  de 
ces  cléments.  On  pourra  donc,  après  avoir  choisi  £  aussi 
petit  qu'on  voudra,  ce  qui  fixera  le  nombre  n,  assigner  un 
nombre  S,  tel  que  si  tous  les  éléments  ont  un  diamètre  <<  o 

chacune  des   n  sommes  ca  —  N  <?/,/  devienne  moindre   que 

~ Dès  lors,  S  sera  compris  entre  T  et  T  +  s. 

■A  H  [  M  —  m)  '  ^ 

Ce  nombre  T  se  nomme  Y  intégrale  par  excès  de  la  fonc- 
tion f{x,  )',  .  .  .)  dans  le  cliamp  E. 

4o.  On  voit  exactement  de  la  même  manière  que  les 
sommes  s  admettent  un  maximum  t  et  que,  si  Ton  fait  varier 
la  décomposition  de  telle  sorte  que  le  diamètre  maximum 
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(les  éléments  tende  vers  zéro,  la  somme  tendra  vers  /.  Ce 
nombre  sera  V intégrale  par  défaut  de  la  fonction  /  dans 
le  domaine  E. 

46.  Remarques.  —  i"  Si  E  est  formé  par  la  réunion  de 
plusieurs  domaines  mesurables  E(,  Ej,  ...,  on  pourra  dé- 
composer ceux-ci  en  éléments  infiniment  petits  C),  C;.,  .  . .,  et 

former  pour  chacun  deux  la  somme  \  Ma(?A'  Ea  somme  cor- 
respondante pour  le  domaine  E  s'obtiendra  par  l'addition  de 
ces  sommes  partielles.  Passant  à  la  limite,  on  voit  que  l'inté- 
i^rale  par  excès  de  la  fonction^,  pour  le  domaine  E,  est  égale 
à  la  somme  des  intégrales  analogues  pour  Ej,  Eo,  ....  De 
même  pour  l'intégrale  par  défaut. 

2"  ISous  savons  qu'on  peut  déterminer  une  suite  de  do- 
maines mesurables  E|,  . . .,  E„,  ....  dont  chacun  soit  intérieur 
au  suivant  et  à  E,  et  tels  que  leurs  étendues  aient  pour  li- 
mite E.  L'intégrale  (soit  par  excès,  soit  par  défaut)  dans  le 
domaine  E  sera  la  limite  vers  laquelle  tend,  pour  /?  =  co, 
l'intégrale  dans  le  domaine  E,,.  En  effet,  la  différence  des 
deux  intégrales  est  égale  à  l'intégrale  prise  dans  le  domaine 
E  —  E„,  et  son  module  sera  au  plus  égal  à  L(E  —  E„),  quan- 
tité qui  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  3C. 

3"  Nous  avons  admis,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  le  do- 
maine E  a  une  étendue  mesurable.  Une  nouvelle  di-finition 
nous  permettra  de  supprimer  cette  restriction.  On  peut,  en 
effet,  toujours  considérer  E  comme  la  limite  dune  suite  de 
domaines  mesurables  E,,  ...,  E,, .  ...,  dont  les  étendues 
convergent  vers  une  limite  qui,  par  définition,  n'est  autre 
que  l'étendue  intérieure  de  E.  L'intégrale  (par  excès  ou  par 
défaut)  dans  E/j  tendra,  pour  n  =^  x,  vers  une  limite  déter- 
minée. En  effet,  la  différence  entre  les  intégrales  dans  E/^  et 
E«i  (/?^  >  /i)  aura  son  module  au  plus  égal  à 

L(E,„-EJ  =  L(E-E„), 
f[uanlilé  qui  tead  vers  zéro  (pian  1  n  croît  indéfiniment.  ?Soiis 
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considérerons  celle  limile  de  rintégralc  dans  E,4  comme  rc- 
jirésentanl  la  valeur  de  l'intéii^rale  dans  E. 

47.  Nous  appellerons  oscillation  de  la  fonction  /  dans 
l'élément  Ck  la  dilTérenee  Oa  =  M^  —  m^  entre  son  maximum 
et  son  minimum.  Celle  différence  ne  pouvant  être  négative, 
la  différence 

T —  /  =  lim  \  Ma<'/.  —  lim  \  nii^ei^.  =:  lim  \  O/.  e/. 

entre  les  deux  intégrales  par  excès  et  par  défaut  ne  pourra 

être  négative.  Cherchons  à  quelles  conditions  elle  sera  nulle. 

Remarquons,  à   cet  effet,   que    T  étant    le   minimum  des 

sommes  \  M/^e^   et   t   le    maximum  des    sommes   \  m/fC/i, 

V  —  t  sera  le  minimum  des  sommes  \  O^f a. 

Cela  posé,  soit  s  un  nombre  positif  choisi  à  volonté  et  con- 
sidérons une  décomposition  quelconque  de  E  en  éléments 
<?,,  .  .  .,  e/f,  ....  Soient  e/,  .  .  .  ceux  de  ces  éléments  dans 
lesquels  l'oscillation  O/  surpasse  s.]  ei,  . . .  les  autres  éléments 
où  Toscillation  0/^s.  On  aura 

(i)  ^0/,e/,=  ^0,e,  +  ^0/e,>s^^,-. 

Mais,  d'autre  part,  0/=  M/ —  nii  ne  peut  surpasser  M  —  ni 
et  0/^s;  donc 


(2) 


Si  donc  il  est  possible  de  déterminer  s  de  telle  sorte  que 
pour   aucune    décomposition    >  ei  ne    s'abaisse    au-dessous 

d'un  nombre  positif  fixe  ).,  la   soninie  \  O^Ck  sera  toujours 
supérieure   à   s)^;    et  son   minimum   T  —  t   ne    pourra    êtie 
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moindre  que   îA.  Au  contraire,  si,  quel  (|uc  soll  s.  ou  peut 

trouver   une   décomposition  où    7  Ci  soit   moindre   que   tout 

nombre  positif  donné,  on  pourra,  en  prenant  s  assez  petit, 
puis  choisissant  une  décomposition  convenable,  faire  d»-- 
croître   autant   qu'on    voudra  les    deux    termes    du    second 

membre  de  (2)  et    rendre  ainsi  \  Oa<?a  moindre   que   tout 

nombre  positif  donné.  On  aura  donc 

T— f  =  o. 

48.  Fonctions  i^tégrables.  —  Une  fonction  f(x,r,  ...  » 
est  dite  intégrahle  dans  le  domaine  E,  si  ses  deux  intégrales 
par  excès  et  par  défaut 


lim 


\  Mk(^k,         t  —  lim  \m,,e^, 


prises  dans  ce  domaine,  coïncident,  ainsi  qu'il  vient  d'être 
expliqué.  Soit,  dans  ce  cas,  (j:/t,  j'/t,  ...)  un  point  choisi  arbi- 
trairement dans  l'élément  6^;  on  aura  évidemment 

d'où 

2^  ^h-ek = y /(•î:- A-,  7/0 .  •  •  i^A-^  y 


niACk- 


La  somme  \  f(xk,  y/(,  .  ..)efi  tendra  donc  encore  vers  la 

même  limite  que  les  deux  sommes  précédentes.  Cette  limite 
se  nomme  Y  intégrale  de  la  fonction/"  dans  le  domaine  E.  On 
la  représente  généralement  par  la  notation 


=S/<^' 


)de; 


X  est  un  signe  de  sommation,  qui  signifie  limite  de  somme; 

de  représente  l'un  des   éléments  infiniment  petits  ci-dessus 
désignés  par  C),  ...,  e^,  •  ■  ■ '•  il  est  sous-entendu  que  dans 
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clinqnc  terme  de  la  somme  on  doit  substituer  dans  f  aux 
variables  Xj  )',  . . .  leurs  valeurs  en  un  point  de  l'élément  de 
que  l'on  considère;  enfin  la  lettre  E,  mise  en  indice,  dénote 
le  champ  de  l'intégration;  on  peut  d'ailleurs  la  supprimer 
lorsqu'il  n'y  a  pas  d'ambiguïté  à  craindre. 

-49.  Il  est  clair  que  la  valeur  de  l'intégrale  I  ne  dépend  pas 
des  variables  de  sommation  x,  y^  ... ,  mais  seulement  de  la 
nature  du  champ  et  de  celle  de  la  fonction  y.  Elle  sera  d'ail- 
leurs comprise,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  entre  ME  et 
/;îE,  et  son  module  ne  pourra  surpasser  LE. 

Ces  derniers  résultats  sont  susceptibles  d'être  un  peu  gé- 
néralisés. Supposons  que/ soit  le  produit  de  deux  fonctions 
cp,  'b  dont  la  première  soit  intégrable  et  reste  positive  dans  le 
champ  E.  Soient  M',  m'  le  maximum  et  le  minimum  de  ■} 
dans  ce  domaine;  on  aura 

M'  \o{x,„y,„  . .  .)€/,%  \  cp(xA,  v/,,  . .  .)'H-^-^.y/. )('/'■ 

=  m'  y  9(jr/,,  v/,,  .  .  .)e/, 
et,  en  passant  à  la  limite, 

^I'^'f(^,  J'  •■■)del  ^'f(^,j,  ...)^{x,  y,  ...)de 
et,  par  suite, 

^ ? (-^j 7>  •  •  •  ) '{' (^> y,  ■■  ■) <^ie  =  :^ N  'f (-^^ y^ . .  .)de, 

jj.  étant  une  quantité  comprise  entre  iM'  et  ;;/. 

Cette  proposition  porte  le  nom  de  théorème  de  la 
moyenne. 

50.  Si  le  champ  E  est  formé  par  la  réunion  de  plusieurs 
domaines  mesurables  E,,  Eo,  ...,  l'intégrale  E  sera  évidem- 
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ment  égale  à  la  somme  des  intégrales  relali\es  à  ces  chamj)s 
partiels. 

Si  E  n'est  pas  mesurable,  nous  le  considérerons,  ainsi  (ju'au 
n"  46,  comme  limite  dune  suite  de  domaines  mesurables 
E|.  ...,  E,^,  ....  La  limite  des  valeurs  des  intégrales  prises 
dans  ces  domaines  sera,  par  définition,  la  valeur  de  l'intégrale 
dans  E. 

51.  Soient  f',J".  .  ..  des  fonctions  inlégrables  dans  un 
domaine  E;  I',  F,  ...  leurs  intégrales^  c',  c",  ...  des  con- 
stantes. 

La  fonction 

f^c'J'^c'T  ^  ... 

sera  inlégrahlc  et  aura  pour  intégrale 

i  =  c'r4-c"i"+.... 

11  suffit,  pour  le  voir,  de  passer  à  la  limite  dans  l'identité 
V/( -^z ^ïk,  ■■■) eu  =       c'  \ /' ( X,,,  v/ ,  ...)ek 

Vu,  ■  ■  .)eu-\- 


^/■v.,. 


o2.  Le  produit  f  f  de  deux  fonctions  inlégrables  est 
intégrable.  En  effet,  soient  M',  m'  et  M'',  ni"  les  maxima  et 
minima  de  /'  et/''  dans  E;  M^,  /?î^.,  et  M^.,  m"^  leurs  maxima 
et  minima  dans  e^;  O',  O',  O^.,  O",.  leurs  oscillations  dans 
les  mêmes  domaines. 

Supposons  d'abord  que  ni'  el  ni"  soient  positifs;  nij.,  m'I, 
M^.,  M^  l'étant  a  fortiori,  on  aura,  dans  tout  l'élément  Ck, 

M',Ml=f'r  =  m,m',. 

L'oscillation  Oa  du  produit/'/"  dans  cet  élément  est  donc 
au  plus  égale  à 

Ml-MI-  —  ni'kml  r=  M;,. ( M^.  —  ml) -h  ml  ( M;,  —  ml ) 
=  M'OI.-hM"0;., 


40  PREMIÈRE    PAiniK.    —    CIIAIMTUE    1. 

cl,  \);\r  siiilc, 

liin  y  0/,C/,  =  M'liin  y  0;c/,+  }.i"lini  V  0;^/,=  o. 

Supposons,  au  conlraire,  que  m',  m"  puissent  être  négalits. 
Soit  c  une  constante  positive,  plus  grande  que  |  m'  |  et  |  m"  j. 
Les  fonctions /'(^,  j-,  ...) -H  c  et /"(^,  j,  . . .)  h- c  seront 
intégrables  et  auront  pour  miniina  les  quantités  positives 
m' -h  c,  m" -\- c.  Leur  produit  sera  donc  intégrable.  D'ail- 
leurs cf'{x^y^  ...),  cf"{x,y,  ...)lesont  également,  ainsi  que 
la  constante  c-  dont  l'oscillation  est  toujours  nulle.  Donc,  le 
produit 

/'./■"=--  (/'+  ^)  (/"+  O  -  cf'-cf"-  c- 

sera  aussi  inlégrable. 

o3.  Si  la  fonclion  fesi  Intégrable  et  si  son  maximum  M 
et  son  minimum  m  sont  de  mente  signe,  -  sera  inté- 
grable. 

En  effet,  l'oscillation  il/,  de  -  dans  l'élément  e,v  sera 

;     I  il        I  My^. —  ni/^.  i  _  INI/,. —  iH/^  „  0/,. 

|///A-        Ah-    "  I    Myr.m^.    p        ni'       '^  m' 


Don( 


5i.   On  dit  que  l'intégrale 

Se/(^, /,  ■  .  .)'te 

est  d'un  ordre  de  multiplicité  /^,  si  le  nombre  des  dimen- 
sions du  champ  E,  dans  lequel  elle  est  prise  (ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,   le  nombre  des  variables  indépendantes  x, 

y.,   .  .  .)  est  égal  à  n. 

DO.  Les  théorèmes  exposés  jusqu'à  présent  ne  dépendent 
aucunement  de  ce  nombre  n.  JMais,  dans  le  cas  des  intégrales 
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simples,  où  w  ^  i,  il  est  nécessaire,  pour  se  conformer  aux 
usages  reçus,  d'introduire  quelques  légères  modifications 
aux  notions  précédenlcs. 

Presque  toujours,  le  champ  de  Fliilégration  est  le  domaine 
d'un  seul  tenant  formé  par  les  nombres  compris  entre  deux 
nombres  fixes  a  et  h.  On  doit  alors  partager  l'intervalle  nb 
en  éléments  infiniment  petits  <^.r,,  dx-i.  .  .  . ,  cl  Ton  repré- 
sente l'intégrale  par  la  notation 


/ 


J{.r)clx. 


On  voit  que  le  signe  de  sommation  S  a  été  remplacé  par 
le  signe  équivalent  y,  et  qu'au  lieu  de  désigner  le  champ 
par  une  seule  lettre,  on  met  en  évidence  ses  deux  extrémités 
<•/,  6,  qu'on  nomme  les  limites  inférieure  et  supérieure  de 
l'intégrale. 

Si  b~^  a,  ce  sont  là  des  changements  de  pure  forme;  mais 
si  b<^a,  on  introduit  une  nouvelle  convention  que  nous 
devons  signaler.  Dans  la  théorie  générale,  l'étendue  des  élé- 
ments de  était  toujours  considérée  comme  étant  une  quantité 
positive.  Ici,  au  contraire,  nous  afFecterons  chacun  des  seg- 
ments dx  du  signe  —  ?,\  b  <i(i  (auquel  cas  x  décroît  en  va- 
riant àe  a  k  b). 

Il  résulte  évidemment  de  cette  convention  qu'on  a 

f{^x)dx  =  —    l    f{x)dx. 
En  outre, 
(4)  /    f{x)dx-\-   I    J\x)dx=    /    f{x)dx. 

du  db  ^  a 

Car  si  a  <^b  <^c,  cette  égalité  est  un  cas  particulier  d'une 
proposition  énoncée  au  n"  oO,  et  notre  présente  convention 
la  rend  applicable  aux  autres  cas. 

Si 

f{x)^.c'f'{x)+c"r\x)  +  ..., 


/i2 

on  aura  (ol) 
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(5)      f  f{x)  d.v  =  c'  f  f'{x)d.r  -H  c"  r  /"(,r)  dx   h  .... 

Si  ]M,  /?i  désignent  le  maximum  et  le  minimum  de  f{x) 
dans  le  champ  ab^  et  L  le  maximum  de  son  module,  l'éten- 
due du  chami)  élant  évidemment  \b  —  c/ j ,  on  aura  (  iO) 


(6) 

(7) 


m  I  h 


-^\l  f  /{^r)dx  =  M\fj-a\, 
f  f{x)da 


\.\b 


56.  Le  calcul  d'une  intégrale  multiple  d'ordre  n  se  ra- 
mène, ainsi  qu'on  va  le  voir,  lorsque  le  ciiamp  a  une  étendue 
mesurable,  à  celui  de  n  intégrales  simples  successives. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  /?  =  2.  Le 
champ  E  sera  représenté  géométriquement  par  un  ensemble 
de  points  (.r,  jk)  situés  dans  un  plan. 

Cela  posé,  les  valeurs  de  j',  auxquelles  correspondent  des 
points  de  E,  forment  un  ensemble  borné  F.  Soit  -^  l'une 
d'elles.  Les  valeurs  de  x  qui,  associées  à  y],  donnent  des 
points  de  E,  forment  un  ensemble  Gy^  également  borné.  Nous 
ne  pouvons  pas  affirmer  que  G^j  ait  une  longueur  mesurable, 
ni  que  la  fonction y(.r,  ■^)  y  soit  intégrable;  mais  cette  fonc- 
tion étant  bornée,  on  pourra  toujours  déterminer,  dans  l'in- 
térieur de  Grp  son  intégrale  par  excès  et  son  intégrale  par 
défaut.  Ce  seront  des  fonctions  de  v],  que  nous  pourrons  dé- 
signer par  J("^)  et  j{'r\),  et  qui  sont  bornées  dans  le  do- 
maine F. 

Nous  pourrons  donc  déterminer,  dans  l'intérieur  de  F  : 
1°  l'intégrale  par  excès  de  J('^i),  que  nous  désignerons  par  K  ; 
2°  l'intégrale  par  défaut  dey(ri),  que  nous  désignerons  par  A". 
Comme  on  a  évidemment  J('^i)  >y  ('/"i)?  1^  sera  au  plus  égal  à 
l'intégrale  par  défaut  de  J('/'i)  et,  a  fortiori,  au  plus  égal 
àK. 
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Nous  allons  montrer,  traiilic  [)iiil,  (\\\(;  K  csl  au  |»!ii>  ('^al 
à  l'intégrale  duultlc 

S,:  •'■*■'■•■'•"''■■ 

prise  par  excès. 

A  cet  efTel,  décomposons  le  pl;in  on  rectangles  infinimml 
petits  par  des  parallèles  aux.  axes.  Celui  de  ces  rectangles  cpii 
est  limité  par  les  droites  x  =  Xi,  x  =^  x i -[- dx i^  j- =  j'a, 
^  =j)-/i+ fZ/A  a  pour  aire  dxidyk\  nous  le  désignerons  par 
e/A,  s'il  est  tout  entier  intérieur  à  E,  par  c'-j^  s'il  contient  un 
point  de  la  frontière  de  E.  Dans  chacun  des  rectangles  eiu,  la 
fonction y(.r,  y)  admettra  un  maximum  ^\ik\  et  dans  les  rec-  caxjC^ 
tangles  e'^^,  elle  ne  pourra  surpasser  un  nombre  fixe  M, 
maximum  de  f{-x^,  y)  dans  le  domaine  \\. 

L'ensemble  Gyj  est  formé  par  les  points  communs  à  E  et  à 
la  droite^y  ^r,.  Les  parallèles  aux  x  que  nous  avons  tracées 
partagent  cette  droite  en  segments,  et  l'intégrale  J(ï;)  est 
égale  à  la  somme  des  intégrales  partielles  prises  dans  l'inté- 
rieur des  portions  communes  à  Eet  à  ces  divers  segments. 

Supposons  r,  compris  entre  j'/f  et  j'a  +  f/j^A,  k  ayant  une 
valeur  déterminée.  Soit  c/a  1'<"i  des  rectangles  intérieurs  cor- 
respondants à  celte  valeur  de  A".  Le  segment  delà  droitey=:  y, 
contenu  dans  ce  rectangle  a  pour  longueur  dxi  et  se  trouve 
en  entier  dans  E;  d'ailleurs  la  fonction  y  en  chaque  point  de 
ce  segment  a  une  valeur  au  plus  égale  à  M/a-  La  valeur  de 
l'intégrale  correspondante  ne  peut  donc  surpasser  ^nlikdxi. 

Soit,  d'autre  part,  e]/^  un  des  rectangles  également  compris 
entre  les  droites  y  =yk  et  y  =yk-{-  dy^,  mais  qui  rencon- 
trent la  frontière  de  E.  La  longueur  (intérieure)  de  la  portion 
de  la  droite  j' =  r,  commune  à  E  et  à  ce  rectangle  ne  peut 
sui'passer  dxi',  la  valeur  de  y*  ne  peut  j  surpasser  M;  la  valeur 
de  l'intégrale  correspondante  ne  peut  donc  surpasser  Mf/x/. 

La  valeur  de  i{'fi}  ne  pourra  donc  surpasser  la  quantité 


P-A 


=  \  y^ludxi -i-  M \  dxi, 
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la  première  somme  s'élcndanL  à  ceux  des  rectangles  c/^v,  et  la 
seconde  à  ceux  des  rcclangles  e'-^  où  k  a  la  valeur  constante 
que  nous  avons  supposée. 

Si  donc  nous  désignons  par  I/;  la  valeur  de  l'intégrale  par 
excès  de  J(yi)  dans  Tintervaile  de  -^i  =^yh  à  r,  =yff-\-  dvki  o" 
aura 

Ia<  V-icdy,,=  \  M,/,e//,  H-  ^  M e],,. 

i  i 

Chacun  des  éléments  dy/,  intérieurs  à  F  donne  une  rela- 
tion de  ce  genre.  Sommant  ces  égalités,  il  vient 


yi,-yM,.eM.-hMye:.,.. 


/,/•■ 


On  remarquera  que  dans  la  première  somme  du  second 
membre  figurent  tous  les  rectangles  eik  intérieurs  à  E,  car 
toute  parallèle  aux  x  qui  rencontre  un  de  ces  rectangles,  ou 
passe  à  une  distance  de  son  contour  moindre  que  l'écart  de 
ce  contour  à  la  frontière  de  E,  traverse  nécessairement  ce 
domaine.  Au  contraire,  quelques-uns  des  rectangles  fron- 
tières e'^f^  pourront  manquer  dans  la  seconde  somme. 

Passons  maintenant  à  la  limite  en  supposant  que  l'étendue 
des  rectangles  décroisse  indéfiniment.  Le  premier  membre 
SIa  aura  évidemment  pour  limite  l'intégrale  K.  La  première 
somme  du  second  membre  aura  pour  limite  l'intégrale  double 

W  f{x,  y)  de  prise  par  excès.  La  seconde  a  pour  limite  zéro, 

si  E  est  mesurable,  comme  nous  l'avons  supposé;  car  la 
somme   totale  des  aires  des  rectangles  frontières  tend  vers 

zéro,  et  à  plus  forte  raison  la  somme  \  c^/.,  si  elle  ne  s'étend 

qu'à  une  partie  de  ces  rectangles. 

Notre  proposition  est  donc  démontrée. 

57.  On  verra,  par  un  raisonnement  tout  semblable,  que 
l'intégrale  par  défaut  /v  est  au  moins  égale  à  l'intégrale  double 
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V  f[x,y)de^  prise  par-  iN'Iaiit.  ^lais,  |)ar  liypollirsc,  f[x,  y) 

est  intégrablc.  L"inLéi;ralc  cIouIjU;  a  donc  la  même  valeur, 
(pi'oii  la  prenne  [)ar  défaut  ou  par  excès.  On  aura  donc 

et  pour  déterminer  l'intéi^ralc  double,  il  suffira  de  calculci- 
K.  ou  /.•,  qui  s'obtiennent  cbacun  par  deux  intégrations  simples 
successives. 

58.  Supposons  en  particulier  le  clianip  E  constitué  de  telle 
sorte  qu'une  parallèle  >' ^  r,  à  l'axe  des  x  ne  coupe  sa  fron- 
tière qu'en  deux  points  ayant  pour  abscisses  'f  ('^j )  et  ^(''^,)- 
Soit,  pour  fixer  les  idées,  $('^,)  >  'f  C'^)-  Si  la  fonction /(.r,  y,) 
est  iutégrable  dans  l'intervalle  de  'f  (v,)  à  ^{'fi),  on  aura 

•-  s  (  r,  I 

Soient  ^  et  B  le  minimum  et  le  maximum  de  j'  dans  tout  le 
champ.  Si  J('^)  est  intégrable  de  0  à  B,  on  aura 

I      J  (r.  )  (Ir,  =    /      dr,  \     f  /(  ^,  r,  )  dx 

et  en  appelant  y  la  variable  de  sommation,  précédemment 
désignée  par  y,, 

^   f[x,r)de^K^    f  dy      f     '  f{a-,  y)  dA. 

Supposons  de  même  :  i°  qu'une  parallèle  x^^\ii  Taxe 
des  j^  ne  coupe  la  frontière  de  E  qu'en  deux  points  ayant  pour 
ordonnées  -}(;)  et  ^'(ç)  >  •}(;);  2"  c\ue  f{^,  y)  soit  inl(''- 
grable  de  'j>(ç)à  W(ç);  3°  que  son  intégrale  J|(i)  soit  elle- 
même  intégrable  de  a  à  A,  a  étant  le  minimum  et  A  le  maxi- 
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mum  de  jr  clans  loul  le  clianip  E;  on  aura  de  la  même  ma- 
nière 

^f{.v,y)de^   f    d.r      f         f{a:,y)dy     . 

Lorsque  le  champ  E  csl  un  recLanglc,  on  a 

^{a-)^a,         Wix)  =  A,         o{y)  =  b,         1>(j)  =  B: 

cl  la  comparaison  des  deux  valeurs  de  Fintégralc  double 
donne 

(8)   f  <'{  f  A-^,  y)  ^lA  =  r  d^^  I  r  /(-^^  y)  dj 

On  peut,  dans  ce  cas,  représenler  celte  intégrale  double 
par  la  notation  plus  symétrique 

/    /  f{^t-^y)d'^dy^ 

'-' b       --a 

qui  met  en  évidence  les  deux  intégrations  à  effectuer  succes- 
sivement; ces  deux  opérations  peuvent  d'ailleurs  être  inter- 
verties, comme  nous  venons  de  le  voir. 


IV.  —  Fonctions  continues. 

59.  Soit  /"(jc,  1',  ...)  une  fonction  des  n  variables  j", 
y^  .  .  .  définie  dans  un  ensemble  E. 

Soient  (<7,  6,  . . .)  un  point  déterminé  de  E;  ]i,  /»",  ...  des 
quantités  variables,  assujetties  à  la  seule  condition  que  le 
point  (a  +  A,  b  -\-  k,  . . .)  appartienne  aussi  à  E. 

Si,  pour  toute  valeur  de  la  quantité  positive  £,  on  ])eut  dé- 
terminer une  autre  quantité  positive  o,  telle  que  l'on  ait 


\f{a  +  h,  b  +  k, 


■f{a,b,  ...)1< 


pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  h.  A,  ...  pour  Icsquel 
on  a 

\/i\<o,  \/c\<o, 
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on  dira  que  la  fonction  J\x,y,  . .  .)  est  continue  au  point 
(a,6,  ...). 

La  même  idée  peut  s'exprimer  sous  celle  forme  plus 
abrégée  : 

La  fonclion  /{x^y,  .  . .)  esl  continue  au  point  (a,  b^  .  . .)  si 

,     f{a  +  h,  b-^k,  ...)-/{a,b,  ...) 
tend  vers  zéro  en  même  temps  que  h,  /.".  .... 

60.  Soient  /,  ./*,,  ...  des  fonctions  des  variables  x,y,  . . . 
définies  dans  E.  I^es  divers  systèmes  de  valeurs  simultanées 
de  ces  fonctions  correspondant  aux  divers  points  de  E  peu- 
vent être  considérées  comme  les  points  d'un  autre  en- 
semble F.  Soit  maintenant  'f(/,/[ ,  •  •  •)  une  fonction  des  va- 
riables /,  /{,  .  •  •  définie  pour  tout  point  de  F.  Il  est  clair  que 
'i  peut  être  considérée  comme  une  fonction  de  x,y^  ...  dé- 
finie pour  tous  les  points  de  E. 

Une  semblable  expression  se  nomme  une  fonction  de 
fonctions  ou  fonction  composée. 

Si  les  fonctions  f,  y,,  ...  sont  continues  au  point 
(rt,  b,  . ..)  et  prennent  en  ce  point  des' valeurs  a,  a,,  ...  ; 
5/;  de  plus,  la  fonction  ':,  est  continue  au  point  (a,  a,,  . . .), 
cette  expression,  considérée  comme  fonction  de  x,y^  ... 
sera  continue  au  point  (ci,  b.,  . . .). 

En  efl'et,  pour  être  assuré  que  l'accroissement  de  '.^  ait  son 
module  <C  î,  il  suffit,  par  hvpotlièse,  que  les  accroissements 
de  f,  f\,  ...  aient  leur  module  <^  o  ;  circonstance  qui  se  pro- 
duira, par  hypothèse,  toutes  les  fois  que  les  modules  des 
accroissements  de  -c,  J>',  ...  seront  moindres  qu'une  autre 
quantité  fixe  v,. 

Les  fonctions  x-hj',  x — j',  xy  étant  évidemment  con- 
tinues pour  tout  système  de  valeurs  de  x,  i",  on  obticnl 
ce  corollaire  que  la  somme,  la  difjérence  et  le  proluit  de 
deux  fonctions  continues  sont  continus. 
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Cl .  Sifeslcontinueetdijféientedezéroaupoinl  (c/,/v,...), 
-  sera  continue  en  ce  point. 

Soient,  en  efTct,  \x,  Aj-,  ...  un  système  d'accroisscmenr.s 
donnés  k  x^  y,  ...  ;  Ay  l'accroissement  correspondant  de  /'; 

celui  de  —  sera 

^  '  _  A/ 


et,  si  I  A/'l  <<  \f\,  son  module  sera  au  plus  égal  à 

lA^ 

l/ILI/l-IVIJ 

el  sera  moindre  que  s,  si  l'on  a,  en  outre, 


Vl< 


1/ 


Or  il  suffit,  par  hypothèse,  pour  être  assuré  que  ces  inéga- 
lités sont  satisfaites,  d'assujettir  |  Ax  |,  |  Aj'|,  ...  à  rester  in- 
férieurs à  un  nombre  fixe  o. 

62.  Une  fonction  y"(.r,  )•,  . . .)  est  dite  continue  dcins  un 
ensemble  E,  si  elle  est  continue  en  chacun  de  ses  points. 

Si  cet  ensemble  E  est  borné  et  parfait,  la  continuité  y 
sera,  uniforme. 

Ce  terme  demande  quelques  explications. 

Soit,  en  général,  cp  une  fonction  de  deux  séries  de  va- 
riables X,  r^  ...  et  A,  ....  Supposons  que,  pour  chacune  des 
valeurs  de  x,  y.,  .. .  contenues  dans  un  ensemble  E,  o  tende 
vers  une  limite  déterminée  lorsque  A,  ...  tendent  vers  des 
limites  données  a,  ....  L'ensemble  de  ces  valeurs  limites 
sera  une  certaine  fonction  <î>  des  variables  x,j)',  .... 

On  pourra,  par  définition,  pour  chaque  nombre  positif  t 
et  pour  chaque  point  {x,y^  .  .  .)  de  E,  assigner  un  nombre 
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positif  0,  Ici  que  Ton  ait  toujours 

(i)  l'f(-^>/>  ...,h,..  .)  — *(>r,/,  ...)|<ï 

dès  que  \h  —  a  |,  ...  sont  <<  o. 

Il  existe,  d'ailleurs,  une  infinité  de  nombres  o  satisfaisant 
à  cette  condition;  car,  si  elle  est  remplie  pour  une  valeur  de 
0,  elle  le  sera  pour  toute  valeur  plus  petite.  Nous  désignerons 
par  A  le  maximum  de  ces  nombres  o  (si  la  condition  était  sa- 
tisfaite pour  toute  valeur  de  o,  A  serait  infini). 

Nous  obtenons  ainsi,  pour  chaque  valeur  de  c,  un  ensemble 
de  nombres  positifs  A  correspondant  aux  divers  points  de  E. 
Cet  ensemble  de  nombres  admettra  un  minimum  r^  positif  ou 
nul,  lequel  ne  dépend  plus  que  de  s,  et  la  condition  (i)  sera 
satisfaite  pour  tout  point  de  E,  tant  que  Ton  aura 

|A  — a|<r,,         

Si  donc  'r\  reste  ^  o,  quelque  petit  que  soit  î,  on  pourra, 
pour  chaque  valeur  positive  de  s,  assigner  un  autre  nombre 
positif  Ti  indépendant  de  x^  y,  ...  et  tel  que  l'on  ait,  pour 
tout  point  de  E, 

|o(j7,7,  . . .,  A,  .. .)  —  <i>{œ,v,  .  .  .)|  <£ 

dès  que  \  h  —  a\,  ...  sont  <<  7,. 

On  dira,  dans  ce  cas,  que  la  fonction  C3  converge  unifor- 
mément vers  sa  limite  <ï>  dans  tout  l'ensemble  E. 

Appliquons  cette  notion  à^une  fonction  y(^,j',  . . .)  con- 
tinue dans  l'ensemble  E.  D'après  la  définition  de  la  conti- 
nuité, f{x-{-h,y  -h  k,  . . .)  tend  vers  /(x,y,  . . .)  lorsque  h 
k,  ...  tendent  vers  zéro.  Et  la  continuité  sera  uniforme  si  l'on 
peut,  quel  que  soit  î,  trouver  une  quantité  positive  Tj  indé- 
pendante de  x^  j',   ...  et  telle  qu'on   ait,   pour  tout  point 

de  E, 

|/(.r  +  /^7  4-A-,  ...)-f{x,y,  ...)\<t 

dès  que 

\h\<r,,  |/.|<r,, 

63.   Ces  explications  données,  procédons  à  la  démonstra- 
J.  -  I.  4 
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tion  du  théorème.  Il  nous  faut  établir  que  le  minimum  f\  des 
nombres  A  correspondant  aux  divers  points  {x,  y,  . , ,)  de  E 
est  nécessairement  >>  o. 

Supposons  que  't\  fût  nul.  L'ensemble  des  A  contiendrait 
des  nombres  moindres  que  toute  quantité  donnée.  Donc  K 
contiendrait  une  suite  indéfinie  de  points /)o, /:>),  ...,p,i,  ••• 
pour    lesquels    A    serait    respectivement    moindre   que    s, 

£  £ 

-'    '  •  ■)   —.■>    •  •  •  • 
2.2" 

Ces  points  admettraient  au  moins  un  point  limite  II,  puisque 
E  est  borné;  mais  E  est,  en  outre,  parfait;  il  contiendrait 
donc  le  point  H. 

Cela  posé ,  on  pourrait  (28)  déterminer,  dans  la  suite 
/^o>  /^i'  P21  •••»  une  suite  indéfinie  de  points  7?^^,  /^a,?  •••) 
/?ot_,  . . .  convergeant  vers  n  et  tels  que  ao,  a,,  ,  .  .,  a„  aillent 
en  croissant;  les  valeurs  correspondantes  de  A  étant  moindres 

que— 5  •••?  -^5  •••  décroîtront  indéfiniment. 

^       2^0  2^" 

On  pourrait  donc  trouver  dans  E  un  point  tel  que  son 
écart  à  11  et  la  valeur  de  A  qui  lui  correspond  fussent  simul- 
tanément plus  petits  que  toute  quantité  donnée.  Ce  résultat 
entraine  une  contradiction.  En  efl'et,  la  fonction /"  étant  con- 
tinue au  point  II  =  (xo,  j'05  •  •  •)'  ^^^  peut  assigner  une  quan- 
tité positive  ô'  telle  que  Ton  ait 

l/(-3^o+/'>7o+^%  •••)— /(^cj'o,  •.•)|<J' 

dès  que 

|Al<o',  \k\<o', 

et  il  est  aisé  de  voir  que  pour  tout  point  II'=  (j?',^',  .  .  .) 

V 
de  E  dont  l'écart  à  II  est  <<  —  >  le  nombre  A  sera  au  moins 

2 

,     ,  ,  S' 
égal  a  —  • 

Soit,  en  effet,  x'  =^  x  ■+-  li'^  y  =j  +  A',  ....  On  aura,  par 
hypothèse, 

IA'1  +  1A-'|+...<|' 
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et,  «  fortiori, 

Cela  posé,  on  a,  si  '  A  '  <'  — 5  I  A"  '  <<  — >  ■  ■  ■  ■> 

1  '  2       '       ■  2 

|/(a-'+A,v'-f-Â-,  ...)-/(^',7',  ...)| 

+  l/("f'o  -^/i^7o^'^"^  •••)—/( -3^0,70,  ...)  I<^. 

car  I /i  4- /i' i ,  |A-  +  A-'I,  ...  et  \li'\,  \k'\,  ...  étant  <  o', 
chacun  des  deux  termes  du  second  membre  est  ■<  -• 

2 

6i.  Théorème.  —  Soient  /,  /,,  ...  des  fonctions  de  œ., 
)'.  . . .  continues  dans  un  ensemble  E;  et  soit  F  l'ensemble 
des  points  {/■,  f\-,  •  •  •)  qui  correspondent  aux  divers 
points  de  E. 

i"  iSf  E  est  borné  et  parfait,  F  le  sera  également. 

1°  Si  E  est  d'un  seul  tenant,  F  le  sera  également. 

Supposons,  en  effet,  que  E  soit  borné  et  parfait.  Si  F 
n'était  pas  borné,  on  pourrait  y  déterminer  un  point  Çq,  où 
la  somme 

fût  plus  grande  qu'un  nombre  donné  quelconque  L;  puis  un 
autre  point  r/,,  où.  cette  somme  fût  >2L;  un  autre  point 
</o,  où  elle  fût  >  4L,  etc.  Soient  po,  p\ ,  />2'  •  •  •  ^es  points 
correspondants  de  E.  Ils  seront  tous  différents,  cary,  f^,  ... 
n'ont  qu'un  seul  système  de  valeurs  en  chaque  point  de  E. 
Leur  nombre  étant  infini,  ils  admettent  au  moins  un  point 
limite  0,  lequel  appartiendra  à  E.  Et  Ton  voit,  comme  au 
numéro  précédent,  qu'il  devrait  exister  dans  E  des  points 
dont  l'écart  à  II  fût  moindre  que  toute  quantité  donnée,  la 
valeur  correspondante  de  s  étant  en  même  temps  plus  grande 
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que  loulc  quaiililc  donnce.  Ce  résullal  est  conlradictoire. 
Soit,  en  efTet,  a  la  valeur  de  5  au  point  II.  La  fonction  s  étant 
évidemment  eonlinue,  pour  tout  point  de  E  dont  l'écart  à  II 
est  moindre  qu'un  certain  nombre  5,  la  valeur  de  s  reste 
comprise  entre  les  deux  nombres  fixes  cp  —  s  et  cp  +  s. 

Il  reste  à  prouver  que  F  est  parfait,  c'est-à-dire  contient 
son  dérivé  F'.  Soit  q'  un  point  de  F'  vers  lequel  converge 
une  suite  infinie  ^/o,  «/i,  •••,  qn,  •••  de  points  de  F.  Les  points 
correspondants  de  E,- />o, />i ,  •••, /^«,  •••  seront  tous  distincts, 
car  à  chaque  point  de  E  répond  un  seul  point  de  F.  Cette 
suite  admet  donc  au  moins  un  point  limite  II,  appartenant 
à  E.  et  contient  une  suite  de  points  yOa„>  Pa,>  Pa.-,  •  ■  •  ^I^i  con- 
vergent vers  n.  Les  points  correspondants  de  F  convergent 
vers  le  point  ^  de  F  qui  correspond  à  H;  mais  ils  convergent 
vers  q'.  Donc,  q'  se  confond  avec  q  et  appartient  à  F. 

Supposons  enfin  que  E  soit  d'un  seul  tenant  el  montrons 
qu'il  en  est  de  même  de  F,  Soient  ^  et  Q  deux  points  quel- 
conques de  F  ; 

p^{jc,r,...)         et         P  =  (X,Y,  ...) 

les  points  correspondants  de  E;  on  peut  les  relier  par  une 
chaîne  de  points  interm.édiaires  /?|,  p.,,  ...,  telle  que  l'écart 

I  JC/,^i  —  œ,,  1  +  I  j/,+,  —  y,,  \-\-  ... 

de  deux  points  consécutifs 

p,,=  {jci,,y,,-,  .  .  .)         et        fk+i—  (j?/,+i,  jA-Hi,     .  .  ) 

et,  a  fortiori,  chacun  des  modules 

1  -J^k  + 1  —  "*;■/,■  1 ,       1 J/.  +  1  —  /A-  i  >        •  •  • 

soil  moindre  qu'un  nombre  donné  quelconque  r, . 

Or,  la  continuité  étant  uniforme  dans  tout  le  domaine  E, 
on  peut  prendre  r,  assez  petit  pour  que  toute  valeur  de  /., 
chacune  des  quantités 

1  fi-^ic-^x, yic+i,  ■  ■  ■)  —  /{-^inyi., .  •  •)  I 
l/iC-^'A+i, ;'A-+n  •  ■  •)  — /i  {-^in.ykj  •  •  •  )  I 
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et,  par  suite,  leur  somme,  devienne  aussi  petite  qu'on  voudra. 
Or,  cette  somme  représente  l'écart  des  points  qu  et  qn^^x  qui 
correspondent  à/?/,  et  à  pkJ^K-  Les  points  <y,  </,,...,  Q  forment 
ainsi  une  chaîne  où  l'écart  de  deux  points  consécutds  est 
moindre  qu'un  nomlire  î  choisi  arhitrairement.  Noire  pro- 
position est  donc  élahlie. 

Corollaires.  —  Considérons  en  particulier  le  cas  où  nous 
n'avons  qu'une  seule  fonction  y  de  x,  y.  . . .  continue  dans  E  : 
i"  si  E  est  borné  et  parfait,  F  admettra  un  maximum  et  un 
minimum  et  les  atteindra  (2o);  2°  si  E  est  d'un  seul  tenant, 
F  contiendra  toute  la  suite  des  nombres  compris  entre  son 
maximum  et  son  minimum  (34). 

Si  au  lieu  d'une  seule  fonction  continue  nous  en  avons 
plusieurs  y,  y, ,  ...,  la  fonction 

^■-l/l  +  l/il  +  l--- 
jouira  des  propriétés  ci-dessus. 

60.  Soient;/,  e.  ...  des  fonctions  des  variables  j:*,  r,  ... 
en  même  nombre  que  ces  dernières,  et  définies  dans  un  en- 
semble E.  A  chaque  point  (j:,  r,  . . .)  de  E  correspond  un 
point  (?/,  c,  ...  ;  la  réunion  de  ces  derniers  points  forme 
un  ensemble  F. 

Supposons  qu'à  chaque  point  de  F  corresponde  récipro- 
quement un  seul  point  de  E;  on  pourra  considérer  a:,  j',  . . . 
comme  des  fonctions  de  «,  c,  ...  définies  dans  l'ensemble  F. 
Ce  nouveau  système  de  fonctions  se  nomme  \ inverse  du 
système  de  fonctions  primitivement  considéré. 

Si  V ensemble  E  est  borne  et  parfait,  et  les  fonctions 
«,  v^  ...  continues  dansYj,  x,y,  ...  seront  réciproque- 
ment des  fonctions  de  u,  f,  ...  continues  dans  F. 

Il  nous  faut  prouver  que,  si  Ton  prend  dans  F  une  suite  de 
points  </,  =  («,,  r,,  ...),  ...,  qn=  ("/o  ''«.  •  •  •)'  •••  conver- 
geant vers  un  point  y  (lequel  appartiendra  à  F),  les  points 
correspondants/?,  ^  (x,,  j',,  ...1,  . . . ,  />„^  (x,i,j-,i,  ...),... 
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convergeront  ncccssairemcnl  vers  le  poinl  II  qui  correspond 

Supposons  qu'il  en  suit  aulremenl;  il  existera  un  nombre 
£  le!  qu'on  puisse,  quel  que  soil  /i,  trouver  dans  la  suite 
PiiJr\i  Pn+2i  •  ■  •  un  point /)a,  dont  l'écart  à  II  soit  >■  £.  Après 
celui-là  on  en  pourra  trouver  un  autre  /)p,  et  ainsi  de  suite. 

L'ensemble  de  ces  points /;»a,/>p,  . . .,  en  nombre  infini,  ad- 
mettra au  moins  un  point  limite  H',  dont  l'écart  à  II  sera  en- 
core yZ.  On  pourra  déterminer  dans  cette  suite  un  poinl />x 
dont  l'écart  à  FI'  soit  moindre  qu'un  nombre  donné  o,  puis 
un  autre  point/>[j.  plus  voisin  de  FJ'quey)),  et  dont  l'écart  à  II' 

0  •       •     1 

soit  <<  -?  et  ainsi  de  suite. 


2 


Aux  points  />),,  /),;.,  ...  ainsi  obtenus,  correspondent 
dans  F  les  point  ^),  ^,j,  . .  .  (pii  tendent  vers  y.  Mais,  à  cause 
de  la  continuité  des  fonctions  w,  (^,  ...,  ils  doivent  tendre 
vers  le  point  y'  de  F  qui  correspond  à  II'.  Donc  y  ^  y',  et 
ce  point  unique  correspond  à  deux  points  différents  II  et  II' 
de  E,  contrairement  aux  suppositions  de  Ténoncé. 

G6.  Une  fonction  f{x,  y,  . . .)  continue  dans  un  do- 
maine E  borné  et  parfait  est  intégrable. 

On  peut,  en  effet,  quel  que  soit  s,  trouver  une  autre 
quantité  positive  r;  telle  que  l'on  ait 

|/(,r  4-/^7+/.-,  ...)-/(x,j,  ...)\<t, 

si  |/t|,  [A],  ...  sont  ■< 'Ai.  Si  donc  nous  décomposons  E  en 
éléments  Ck  de  diamètre  <  r^,  l'oscillation  O^-  sera,  dans 
chacun  d'eux,  <<  s.  La  condition  d'intégrabilité  sera  donc 
satisfaite. 

V.  —  Fonctions  à  variation  bornée. 

67.  Soit  y  =  f(^x)  une  fonction  d'une  seule  variable  x^ 
bornée  dans  un  intervalle  ab  qui  contienne  les  valeurs  parti- 
culières Xq  et  X  >>^o-  Donnons  à  x  une  suite  de  valeurs 
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croissantes  Xq,  Xt,  . . .,  ^«_, ,  X,  et  soient  j-^,  j)', ,  . . .,  Y  les 
valeurs  correspondantes  de  y.  On  aura 


(i) 


— jo  ==  y  (  j'A — /A-i  )=/'—'?> 


/?  désignant  la  somme  des  ternies  positifs,  n  celle  des  termes 
négatifs  delà  somme  ci-dessus. 

Nous  dirons  que  p  est  la  iiariation  posilk^e  de  j'  et  //  sa 
variation  négatii'e  pour  le  système  de  valeurs  a^o,  ^t-,  . .  .,X. 
l^a  somme 

(  -2  )        ^ = y  I  y^"  -^'^-1 1 =^^  "^  " 

sera  sa  variation  totale. 

En  changeant  le  nombre  et  la  position  des  valeurs  inter- 
médiaires Xi,  ...,  ^rt_),  on  pourra  faire  varier  ces  trois 
sommes.  En  particulier,  si  entre  X/(_i  et  x^  on  intercale  une 
nouvelle  valeur  H,  ces  sommes  conserveront  leur  valeur  pri- 
mitive, si  y(ç)  est  compris  entre  j'/i_,  el  V/i]  sinon  y?  et  n 
seront  accrus  tous  deux  de  la  différence  entre  f{^)  et  celle 
des  quantités  j'A_i,  j'k  dont  elle  est  la  plus  voisine,  et  t  sera 
accru  du  double  de  cette  différence. 

Cela  posé,  admettons  qu'un  des  trois  systèmes  de  sommes 
p,  n,  t  admette  un  maximum.  Il  en  sera  de  même  de  chacun 
des  deux  autres,  en  vertu  des  équations  (i)  et  (2).  On  dira, 
dans  ce  cas,  que  j-  est  une  fonction  à  variation  bornée 
entre  Xq  et  X. 

68.  Les  fonctions  à  variation  bornée,  telles  qu'elles  vien- 
nent d'être  définies,  ont  pour  caractère  spécifique  de  pou- 
voir être  mises  sous  la  forme 

y  —  z  —  u, 

z-  el  u  étant  des  fonctions  positives,  bornées  et  non  décrois- 
santes entre  Xq  et  X. 

Pour  le  démontrer,  considérons  deux  valeurs  quelconques 
x',  x"  dans  l'intervalle  de  ^0  à  X  (^"  étant  supposé  compris 
entre  x'  et  X). 
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Soient 

y  1  y  les  valeurs  correspondantes  àe  y; 

p',  n',  l'  les  variations  de  j'  dans  l'intervalle  xx'  pour  un 
choix  quelconque  de  valeurs  intermédiaires  ^,,  x.,,  . . .: 

//,  n",  l"  les  variations  de  j'  dans  l'intervalle  x^x"  en  pre- 
nant pour  valeurs  intermédiaires  jr,,  x^i  .  • .,  x'el  d'autres 
valeurs  quelconques  .r', ,  . . .  intercalées  entre  x'  et  x" ; 

/),  n,  t  les  variations  de  y  dans  l'intervalle  total  jCo^j  6n 
prenant  pour  valeurs  intermédiaires  ^i,  .  . .,  x\  x\,  . . .,  x" . 

On  aura  évidemment 

p'^p"  =  p,  n'  =  n"ln,  t'lt"  =  l. 

Mais,  par  hypothèse,  /?,  n,  t  admettent  des  maxima  P, 
N,  T.  Donc^/>',  n\  t'  et  p',  n",  t"  admettent  aussi  des  maxima 

F,  N',  T',  P",  N",  T",  et  l'on  aura  les  inégalités 

F'  =  P"  =  P,         N'  =  N"  =  N,         T'  =  T"  =  T, 

desquelles  il  résulte  que  P',  N',  T'  sont  des  fonctions  de  x\ 
positives  de  leur  nature,  et,  en  outre,  bornées  et  non  décrois- 
santes de  Xq  à  X. 

Cela  posé,  en  faisant  varier  le  nombre  et  la  position  des 
valeurs  intermédiaires  x^,X2■,•••^  on  peut  faire  en  sorte 
que  p'  se  rapproche  indéfiniment  de  son  maximum  P'.  La 
différence  p' — n'  étant  constante,  n'  se  rapprochera  en 
même  temps  de  son  maximum  N'.  L'équation 

y  —  y,  =  p'—n' 

deviendra  donc  à  la  limite 

j'-/o=P'-N', 

ce  qui  montre  que  y'  est  la  différence  des  deux  fonctions  po- 
sitives, bornées  et  non  décroissantes 

P'  +  j»'o+  c     et     N'+  c, 

c  désignant  une  constante  positive  quelconque  >  — y^. 
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Réciproquement,  si  >'  ^  ^  —  ;/,  ::  et  a  étant  des  fonctions 
positives,  bornées  et  non  décroissantes  entre  Xq  et  X,  sa  va- 
riation totale  t  sera  limitée;  car  on  a,  en  désignant  par  ^o, 
Zi,  . . .  .  7^  eX.  Uq,  ii\.  . . .  j    U  les  valeurs  de  z  et  de  a  pour 

X  :=  J"o,  X ^ ,   .  .  . .  A.. 

<   \    l-A-    —  -A-l  '^\i  Uk—Uk-i  I  =  Z— ^o-^U  —  //o- 

69.  Soient  j^  =  -;  —  u^r'=  z' —  a  deux  fonctions  à  varia- 
tion bornée;  leur  somme 

leur  différence 

z^u'—{u^z') 
et  leur  produit 

zz'+  lui'—  {uz'-i-  Zll') 

seront  évidemment  des  fonctions  de  même  nature. 

Enfin,   si  j'  a  une  variation  bornée,  et  si,   de   plus,    son 

module  a  un  minimum  ;jl  différent  de  zéro,  -  aura  une  varia- 

■       1  '  -^ 

tion  bornée. 

En  effet,  sa  variation  totale 

reste  toujours  inférieure  à  un  nombre  fixe. 

70.  Une  fonction  f[x)  à  variation  bornée  dans  un  in- 
tervalle ah  est  intégrable  dans  cet  intervalle. 

On  a 

f{x)=.o{x)-'l{x), 

'^{x)  et  •}(^)  étant  des  fonctions  croissantes  et  bornées.  Il 
suffit  donc  de  montrer  qu'une  semblable  fonction  '^{x)  est 
intégrable. 

Décomposons  le  champ  ab  en  éléments  e^;  soit  Oa  1  oscil- 
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lalion  de  la  fonction  dans  Ch]  on  aura 

^0,.e,^e^O,, 

e  désignant  le  plus  long  des  intervalles  Ck- 

Or,  ^{x)  étant  constamment  croissante  de  a  à  ^,  \  O^ 
représentera  évidemment  son  accroissement  total 

?(^)-'f(«). 

Cette  quantité  est  une  constante;   d'autre  part,  si  les  élé- 
ments Ck  décroissent  indéfiniment,  e  tend  vers  zéro;   donc 

lim  \  0/t<?A=  o,  et  o{x)  est  intégrable. 

71.  Soit/(a:r)  = '^(^)  —  Yk^)  ""^  fonction  bornée,  et  h 
un  infiniment  petit  positif.  Les  fonctions  o[x)  et  ^{x)  étant 
non  décroissantes,  cp(^  —  h)  et  ^[x  —  h)  varieront  toujours 
dans  le  même  sens  quand  h  décroît,  sans  jamais  surpasser 
les  valeurs  fixes  ^{x)  et  ^x).  Elles  tendront  donc  vers  une 
limite,  et  leur  différence /(^  —  h)  tendra  aussi  vers  une  li- 
mite, que  nous  représenterons  par  f[x  —  o). 

On  voit  de  même  quey"(^  +  h)  tend  vers  une  limite,  qu'on 
peut  représenter  par/(j£'  +  0). 

72.  Une  fonction  f{x),  continue  et  à  variation  bornée 
dans  Vintervalle  de  Xq  à  X,  est  la  différence  de  deux 
fonctions  continues  et  non  décroissantes. 

En  effet,  f{x)  ayant  une  variation  bornée,  on  aura 

cp(^)  et  'l(^)  étant  des  fonctions  non  décroissantes  à  varia- 
lion  bornée. 

Considérons,  en  particulier,  la  fonction  ©(^).  Pour  une 
valeur  de  x,  intermédiaire  entre  Xq  et  X,  on  aura 
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Si  £  tend  vers  zéro,  o{x  —  e),  ca(x  +  s),  qui  varient  tou- 
jours dans  le  même  sens,  tendront  vers  des  limites  déter- 
minées 'f(^x  —  o)  et  Z){x  -h  o),  et  l'on  aura  encore 

(s(j?  —  o)  <  «f(^)  <  cp(x-t-o). 

Si  la  difTérenee  cp(^  -|-  o)  —  '-3(x  —  o)  est  égale  à  zéro,  la 
fonction  cp  sera  continue  au  point  x;  sinon,  cette  diirérence 
sera  positive,  et  nous  dirons  que  la  fonction  j>résenlc  en  ce 
point  une  discontiiuiUé  égale  à  cette  difTérenee. 

Celte  discontinuité  peut  d'ailleurs  se  sépaier  en  deux  par- 
lies  :  la  discontinuité  antérieure  a(x)  —  '^(^  —  o)  et  la  dis- 
continuité postérieure  'f{x  -\-  o)  —  'f{^)- 

f^a  fonction  z/(x)  n'étant  pas  définie  pour  les  valeurs  de  la 
variable  < -^o  ou  >>X,  nous  n'aurons  à  considérer,  pour 
x  =  Xo,  qu'une  discontinuité  postérieure  ;  pour  .r  =rX,  qu'une 
discontinuité  antérieure. 

Soient  maintenant  a,  x  deux  valeurs  quelconques  de  la 
variable;  x,,  . . .,  x,i  une  série  de  valeurs  intermédiaires  entre 
celles-là.  Formons  la  somme  des  discontinuités 

?(«  +  o)  — o(a) 

+  y  [?(^'/i+o)  — o(j:-^,-o)]  +  o(^)-'v(^  — o), 
1 

que  nous  désignerons  par 

S(«,^i,  .  .  .,.r). 

Cette  somme  est  an  moins  égale   à  c5(rt-f-o)  —  'f('^0'    "^'''^ 
nous  allons   voir,    d'autre   part,    qu'elle   ne   peut   surpasser 

?(-^)  — ?(«)• 

Soit,  en  efTel,  ç/;  un  point  quelconque  intermédiaire  entre 
Xif  et  Xa+)  ]  la  fonction  cp  étant  non  décroissante,  on  aura 

ti>(j?/,4-o)  ^  '^{Ik)  <  ?(-3?A-+i— o). 

Soient  de  même  ^o  et  ^n  des  points  respectivement  intermé- 
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diaires  enlrc  a  cl  x^  et  entre  Xa  et  x^  on  aura 

cf(«  +  o)     ^  cf(^o)  ^  cf(,ri  — o), 
cf(j:-„  +  o)  <?(^„)  <'f(^  — o). 

On  aura,  par  suite, 

S(«,  x^.  . . . ,  x) 

n 

_  1 


Cette  somme  restant  ainsi  inférieure  à  une  limite  fixe, 
quels  que  soient  le  nombre  et  la  position  des  points  de  divi- 
sion^,, .  .  .,  x,i,  admettra  un  maximum  S(r/,  x),  que  nous 
appellerons  la  discontinuité  totale  de  la  fonction  dans 
l'intervalle  de  a  à  ^.  Ce  maximum  sera  compris  entre 
cp(r/  4-  o)  —  'f{cf)  et  o{x)  —  'f{a). 

D'ailleurs,  on  a  évidemment,  d'après  la  définition  des 
sommes  S, 

S(«,.ri,  .  .  .,  ^)  —  S(a,  .371,  •  •  ■)  -^a)  -+-  S(.r;;.,  .  .  .,x); 

d'où,  en  supposant  que  X/(  consçrve  une  valeur  constante  l> 
et  passant  à  la  limite 

S{a,  x)  =i^{a,  b)  -\-S{b,  x). 

On  voit  par  là  que  la  fonction  S(.r„,  x)  est  une  fonction  de 
X  non  décroissante  de  Xq  à  X. 
Posons  maintenant 

(!>{x)  =a<,(.r)  -!-S(j:'o,  x). 

La  nouvelle  fonction  '^\{x)  sera  continue  et  non  décrois- 
sante. 

On  a,  en  effet,  li  étant  positif, 

©,(jr  +  /0—  'fi(j-)  =:o(,rHr/0  —  S(cr,,jr  +  A)  —  ^{x)  +  S(j"o,^') 
=  o(x  +  //)  —  o(j-)  —  S(.r,  a?  -j-  //). 
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Cette  quantité  ne  peut  être  négative,  car  S{x,  x  -f-  h)  est 
au  plus  égal  à  cp(a:  -f-  11)  —  '^{.x). 

D'ailleurs  elle  tend  vers  zéro  avec  h\  car,  S(x,  jc  +  /i) 
étant  au  moins  égal  à  '^(x  +  o)  —  'f  (-2^)1  elle  ne  saurait  être 
supérieure  à  cp(^  +  /t)  —  '^(^+0),  qui  tend  vers  zéro 
avec  h. 

La  fonction  non  décroissante  •}(^)  admet  en  chaque  point 
la  même  discontinuité  que  '-5(^),  puisque  leur  différence 
'.p(^)  —  'X-^)  ^^^  supposée  continue.  Donc,  dans  tout  inter- 
valle, •}(.2;)  aura  la  même  discontinuité  totale  que  '^ix\  de 
telle  sorte  que,  en  répétant  les  raisonnements  précédents,  on 
aura 

•!»,(j)7)  étant  une  fonction  continue  et  non  décroissante  et 
S(^o?-^)  représentant  la  même  fonction  que  tout  à  l'heure. 
On  aura  donc 

/(.r)  =  -Ax)  -  •l{x)  =  -..{x)  -  'l,  (^), 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

VI.  —  Dérivées  et  intégrales  des  fonctions  d'une 
seule  variable. 

73.  Soit/(\r)  une  fonction  dune  variable  x^  définie  dans 
l'intérieur  d'un  domaine  D. 

Soient  ^0  im  point  fixe  intérieur  à  D;  0  son  écart  de  la 
frontière  de  D  ;  tout  point  x  f,-\-  li  o\x\h  \  <i^j  sera  encore  in- 
térieur à  D. 

Si  l'expression 

f{^x,-^h)-f{x,\ 

II 

tend  vers  une  limite  fixe  lorsque  h  tend  vers  zéro,  celte  li- 
mite s'appellera  la  dérivée  (ïefix)  au  point  jTq  6t  se  repré- 
sentera pary'(:ro). 

Si,  pour  tous  les  points  intérieurs  à  D,  f{x)  admet  une 
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dérivée,  l'ensemble  de  ces  valcui's  constituera  une  nouvelle 
fonction,  également  définie  à  l'intérieur  de  D,  qu'on  nomme 
la  dérivée  de  J{x)  et  qu'on  représentera,  avec  Lagrange,  par 
f'{jo)  ou,  avec  Cauchy,  par  T)f{x). 

Toute  fonction  qui  a  une  dérivée  est  continue. 

En  effet,  l'égalité 

donne 

\\m{f{x->rh)—fl,Jc)'\=f'{œ)Vimh  =  o. 

Si.f{x)  se  réduit  à  une  constante,  sa  dérivée  sera  nulle. 
On  a,  en  effet, 

f{x  -h  h)  ~  f{x)  _  o  _ 

"  7i     ''        -h  -""' 

d'où 

/' {x)  ■=  limo  =  o. 

Si  J'(x)  =  X,  sa  dérivée  est  égale  à  i .  Car  on  a 
f(x^h)  —  f(x)  _h  __ 

Il         ~  /;  ~  '  ' 

d'où 

f' {x)  =  lim  1 1=  I. 

74.   Posons,  pour  abréger, 

h  =  \x,        f{x  +  h)-f{x)  =  lf{x). 

On  a,  par  définition, 

lini^/^^  =f'(x)- 
\x  ^    V     ;> 

d'où 

\f{x)  —f'{x)  A^  +  R  A^, 

R  tendant  vers  zéro  avec  Ajt. 

Ainsi  lf(x)  se  compose  de  deux  termes;  l'un,  /'(x)\x, 
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simplement  proportionnel  à  \x,  et  qui  constitue  sa  valeur 
principale  ;  l'autre,  R  Ix,  infiniment  petit  d'ordre  plus  élevé. 

Le  premier  terme /'(:c)  Aj?  se  nomme  la  différentielle  de 
f{x),  et  se  désigne  par  d/(x). 

Dans  le  cas  particulier  où  f{x)  se  réduit  à  x,  sa  dérivée 
étant  égale  à  l'unité,  l'équation  de  définition 

(,)  d/{x)=/'{x)yv 

se  réduit  à 

dx  =  \x. 

Substituant  cette  valeur  de  Ix  dans  l'équation  générale  (i), 
on  en  conclura 

d/i^)  =fi^r)  dx,  f{x)  =  m^  . 

Cette  nouvelle  expression  de  la  dérivée  par  un  quotient  de 
différentielles  est  très  fréquemment  employée  pour  la  repré- 
senter. 

7o.  Dérivée  d'une  somme.  —  Soit  j-  =  u  -\-  ç  —  w  une 
somme  algébrique  de  fonctions  ajant  les  dérivées  connues 
«',  4'',  w' .  On  aura  évidemment,  en  désignant  par  Ay,  Au, 
Ac,  \iv  les  accroissements  de  ces  fonctions  correspondant 
à  l'accroissement  h  =  Ax  donné  à  la  variable  indépendante, 

At        la        \v        Au'_ 
Ax        Aj7        \x        \x  ' 

d'où,  en  faisant  tendre  Ax  vers  zéro  et  passant  à  la  limite, 

y'^  lim  -^  =  hm 1-  lim  — •  —  lim  —  =:  «'  +  ç  —  w  . 

Ax  Ax  Ax  Ax 

Dérivée  d'un  produit.  —  Soit^=  uu.,  u  et  ç  ayant  des 
dérivées  connues  u'  et  v'.  On  aura 

Av         (((. -h  Au)  (v -\- Ai')  —  Ui>         Au.  .    ,  Av 

-^  =  -^ — ■ — =  -—  (  (•  H-  Ae )  -1-  «  -—  , 

Ax  Ax  Ax  Ax 

y^^  hm  —  lim(r  h-  Av)  -+-  u  lim  —  =  u'  v  -+-  uv' . 
"^  Ax  Ax 
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Celte  équalion  peut  s'écrire 

y'        u'        v' 

Si  l'on  avait  y  =  MPCC. .  .,  on  aurait  évidemment,  d'après 

cela, 

y'        u'        r'        w' 

—  — 1 H h 

y         u         V        w 

Dérwée  dhin  quotient.  —  Soitj)/-=  -;  on  aura 


Ay  _ 

u  4-  Ah 
i-  +  Ac 

u           Ah           Ac 

t^ H  -— 

i"             Aj7            Ar 

Aj; 

^Jc 

~    v{v^\v) 

€t,  à  la  limite, 

y' 


Dérivée  cV une  fonction  de  fonction.  —  Soit  j' =i  F(//), 
u=f(x)  étant  lui-même  une  fonction  de  J75  on  aura  évi- 
demment 

Ay  A  y  Ah 

Ax        Ah  Ajc 

et  à  la  limite,  Ah  tendant  vers  zéro  avec  Ax, 

/=lim^Iim^^F'(")"'=F'[/(.r)]/'(a:). 

Dérivée  d'une  fonction  inverse.  —  Soit  y  =f(x)  une 
fonction  admettant  une  fonction  inverse,  de  telle  sorte  qu'on 
ait  x  =  '-^{y)-  Si  l'une  de  ces  fonctions  a  une  dérivée  connue, 
on  aura  immédiatement  la  dérivée  de  l'autre. 

On  a,  en  effet,  en  supposant  connue  la  dérivée  de  C2,  par 
exemple, 

Ay  I  .  .      A.r 

-^  =^ :  mais  lim  —  =  '^'  (y)- 

ÙlX         A^  \y         '    -^ 
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iJoiic.  il  la  limilc, 

/'{■'•) 


?'(r)  "?'[/(•'•)] 


7().  >'/.  /•//  ////  /loifif  i/n/ifir  ./•,  /i(  i/i'/iii'r  f'(.r)  n'rst  /itis 
nnlli' .  iiii  jHturiit  (tsaiiinrv  unr  ijiKintitr  o,  ti'llr  iiuc 
/'l'.i/irrsstD/i 

A/(.r)-r/rx-f-A./)-/(j) 


itit  II-  si i; lit'  (le  f\x)\.v  f'iinr  Imilis  les  val'  in 
lllntllile  <"  0. 


,/..  A/    'h- 


<) 


Il  ;i ,  CM  »' 


llVi, 


Ax  -^ 


V(^-)_^, 


Aar 


/'(^)  +  R. 


|{  Icinhiiil  vers  zt'io  avcM"  A./".  On  pciil  dmic  asNij^ncr  iiiir 
(|iiaiiiit.'  0,  l<-II»^  fjiif,  si  I  Ax  I  <  0,  I  K  I  soit  <  \f'{x)  |.  Alors 
f\x)-\-\\.  ayant  le  même  sijjne  que  f'{jc),  1  f{x)  aura  le 
même  si<;ne  que  f'{x)\x. 

77.  TiiKoiiKME  Di:  RoLLE.  —  S ï  f(x)  admet  une  dérivée 
dans  r iiiteiKalle  de  x^  à  X  et  s'annule  pour  Xq  et  X,  sa 
dérivée  s'annulera  en  un  point  intermédiaire. 

Le>  \iileiirs  do  ./"  qui  sont  ^.ro  et  ^X  f<iriii;iiil  un  cnseniiiii' 
Ixinié  cl  parfait,  la  fonclicm  fix)  admet,  dans  cet  intervalle 
de  .r„  à  X,  un  maximum  (!l  un  minimum  et  les  atteint  efTec- 
tivemenl  (Gi).  Si  ce  maximum  et  ce  minimum  sont  nuls 
Ions  deux,  f{x)  sera  conslammeiil  nulle,  sa  <l<''ri\<'-c  aussi, 
cl  le  ilicorènje  sera  di-monli»'-. 

Supposons,  au  coniraiie.  (pic  le  maximum,  par  exemple, 
soit  dillérent  de  zéro.  Soil  ;  la  valeur  correspondanlc  de  ./•. 
laquelle  sera  difTérenle  de  .ro  et  de  X.  On  aura  f\\)  =  o; 
car,  s'il  en  élail  aulrcment,  l'expression 


G6 
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aurait,  pour  des  valeurs  suffisamment  pclitcs  de  A^,  le  signe 
de  /'(i)  ^oc.  En  donnant  à  A.r  un  signe  convenable,  on  pour- 
rait la  rendre  positive.  Donc  ç  ne  correspondrait  pas  à  la  va- 
leur maximum  dey,  comme  on  l'a  supposé. 

78.  Corollaire.  —  Soient  /(^),  'f  (.^),  'l(^)  li'ois  fonc- 
tions admettant  des  dérivées  dans  rintcrvalle  de  «  à  6;  con- 
sidérons le  déterminant 


./(^) 

o{œ) 

'^{œ) 

f^x  +  h) 

o{x^h) 

'h{x^h) 

f{x  +  ^h) 

©(^  +  0/0 

-X.r  +  OA) 

C'est  une  fonction  de  la  variable  0,  qui  s'annule  pour 
0  =  o  et  9  =  1 ,  et  qui,  d'après  les  règles  de  dérivation  données 
ci-dessus  (75),  admet  pour  dérivée,  dans  cet  intervalle,  le 
produit  de  h  par  le  déterminant 


f{^) 

?(^)    . 

^{x) 

f{œ  +  h) 

ç  (  J?  -h  /<  ) 

^{x  -^  h) 

f\x  +  ^h) 

o'(^'-+-o/o 

•y(^  +  6/o 

Ce  nouveau  déterminant  devra  donc  s'annuler  pour  une 
valeur  de  6  comprise  entre  o  et  i . 

Posons,  en  particulier,  '}(x)  =  i;  d'où  '^' {x)  =  o.  L'équa- 
tion A  =  o  deviendra 


d'où 

(2) 


[^{x)  -  ^{x  -h  /i)]fix  +  a/i) 

+  [f{x  +  h)  ~fix)]  'f'{x  +  O/O  =  o; 

/(^+^,)_/(^)  _  /'{x-\-iùh) 

o/o  " 


(f{x  +  h)  —  ^{x)         ^'{x 

Si  nous  posons,  en  outre,  <f{x)  =  x;  d'où  ^'(x)  =  i .  cette 
dernière  équation  deviendra 


ou 

(3) 


/{x 


:/'{x-\-{}/l) 

f{x)  —  hf'{x  +  ^h) 
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Dans  cette  formule,  x  -'-hh  est  une  quantité  inconnue, 
mais  comprise  entre  ^  et  ^  -i-  li- 

79.  Si  la  dérivée /'(x)  est  constamment  nulle  dans  cet  in- 
tervalle, on  aura 

d'où 

f{x  +  h)-f{x)  =  o. 

Si  celte  dérivée,  sans  être  constamment  nulle,  n'est  jamais 
négative, /(.r -r  A) — f{-^)  ^ura  le  signe  de  h.  Soient,  en 
cfFet,  i  un  des  points  de  l'intervalle  de  x  -a  x  -\-  h  pour  les- 
quels la  dérivée  est  positive;  ç  -h  o  un  point  infiniment  voi- 
sin de  ç  et  compris  entre  \  ei  x  -\-  h.  On  aura 

f{x+h)~f{x) 

=f{x  4-  h)  -fa  -^  2)  -u/(^  -+-  ?.)  -f{i)  +/(£)  -f{x) 

Y,  étant  un  nombre  compris  entre  x -\- h  et  ç -h  o,  y,,  un 
nombre  compris  entre  ç  et  x. 

Si  l'on  prend  o  assez  petit,  /(ç  -h  o)  — /(i)  aura  le  signe 
de  of'{l).  D'ailleurs,  f'(l)  est  positif,  /'(r,),  /'(r.,)  positifs 
ou  nuls.  Enfin,  o,  x  -\'  h  —  \  —  o,  ç  —  x  ont  le  signe  de  h. 
Donc,  sur  les  trois  termes  qui  composent  y(x -{- A)  — /'(^), 
l'un  a  sûrement  le  signe  de  A,  les  deux  autres  ont  au^si  le 
signe  de  A,  s'ils  ne  sont  pas  nuls.  La  somme  a  donc  le  signe 
de  A. 

On  voit  de  même  que,  si  la  dérivée  .f'{x),  sans  être  con- 
stamment nulle,  n'est  jamais  négative, /(^  +  h)  — /"(^)sera 
de  signe  contraire  à  h. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théouème.  —  La  fonction  f{x)  reste  constante  dans 
tout  intervalle  oie  f'(x)  est  constamment  nul;  elle  croit 
avec  X  dans  tout  intervalle  oii  f'{x)  reste  positif  ;  elle  dé- 
croît au  contraire,  quand  x  croît,  dans  tout  intervalle 
oii  f'{x)  reste  négatif. 
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Les  deux  dernières  parties  de  ce  théorème  subsistent  en- 
core si  f'{jc)  peut  s'annuler  dans  l'intervalle  considéré,  mais 
sans  changer  de  signe,  pourvu  qu'il  soit  impossible  disolcr 
dans  l'intervalle  considéré  un  intervalle  partiel  dans  lequel 
f'{x)  soit  constamment  nul. 

80.  Théorème.  —  Si  f'{jc)  reste  continu  dans  un.  en- 
semble  E  borné  et  parfait,  •— ~ ■- y  tendra  uni- 
formément vers  sa  limite  f'{x). 

En  effet,  cette  expression  est  égale  à  f{x  -j-  0/i).  Mais 
f'{x),  étant  continue,  l'est  uniformément  dans  E  (63). 

Donc,  on  peut  assigner  une  quantité  t,  indépendante  de  t, 
et  telle  qu'on  ait 

dès  que  le  module  de  Hli  et,  a  fortiori,   dès  que  celui  de  h 
est  ■<  7, . 

81.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f[x)  est  intégrable  de 
a  à  b,  V intégrale  définie 


L 


X 

f{x)dx  =  ¥{x: 


oie  Xo  et  X  sont  compris  entre  a  et  b,  est  une  fonction  de  X 
à  variation  bornée  et  continue.  Si  de  plus  f{x)  est  con- 
tinue nu  point  X,  F(X)  aura  en  ce  point  une  dérivée  égale 

àf{X). 

Soit,  en  effet,  [i.  le  maximum  de  \f{x)  |  dans  l'intervalle  ab. 
Décomposons  l'intervalle  de  jTo  à  X  en  intervalles  partiels 
XoXi,    ...,   Xk^iXk,   ...,  x«_)  X.   La  variation   totale  de  la 


lonclion  intégrale 


I 


X 

f{x)dx, 
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relalivc  à  celle  cléconiposilioii,  sera 


!xl\- 


0  I- 


(  )n  voil  dnnc  ([utllt'  ne  [k-iiI  surpasser  une  liinile  li\e.  I  )<iii(  . 
F(X)  a  une  varialiun  bornée. 

En  second  lieu,  changeons  X  en  X  — -  AX;  on  aur.» 

x^Ax  X  ^.^^ 

AF(X)=    /  /{x)dj:—    /     f{.r)dx  -    /  fy.od.r, 

quantité  qui  lend  vers  zéro  avec  Aj",  car  son  module  est  au 
plus  égal  à  a  I  A  J'  |. 

Supposons  enfin  (\\\c  f{x)  soil  continue  au  point  X.  Un 
aura  par  définition 

J"i,  •••,  J"„_,  étant  des  valeurs  intermédiaires  infiniment 
voisines  les  unes  des  autres,  intercalées  entre  X  =  .r^  et 
X  -(-  AX  =  x,i,  et  ;a  mie  quantité  intermédiaire  entre  x*. i 

et  jTh. 

On  peut,  par  hvpotlièse,  (|uel  que  soit  z,  déterminer  une 
(pianlilé  o,  telle  que  Ion  ait,  tant  (jue  ]  /i  ;  <  o, 

|/(X^/0-/(X)l<c 
et,  par  suite, 

/(X-^/o=/(X)-n, 

R  avant  son  module  <  t. 

Supposons  maintenant  |  AX  |  <;  o.  A  plus  forte  raison,  les 
modules  des  différences  ça —  X  seront  •<  o,  et  l'on  aura  géné- 
ralement 

/(U)=/(X)  +  1U, 

Ra  avant  son  module  <<  t. 
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Subsliluanl  ces  valeurs  des  quantités y(^/,),  il  viendra 


^/(Ç/.)(^A—  ^/.-.)  =^  [/(X)  +  R,)  {xu-  oc,.,) 
^^[/(X)+b](^/.— .:r,_.)^[/(X)  +  e]AX 

^^  [/(X)  -  s]  (^A-  ^A-i)  ^  [/(X)  -  e]  AX. 

La  quantité 

ÂX 

est  donc  toujours  comprise  entre  /(X)  +  s  et  /(X)  —  s.  11 
en  sera  de  même  de  sa  limite 

J^x+Ax 
fix)  dx. 
X 

On  peut,  d'ailleurs,  prendre  s  aussi  petit  qu'on  voudra,  à 
condition  de  faire  décroître  suffisamment  \x.  On  aura  donc 

à  la  limite 

Xx+Ax 
f{jc)  dx 

¥'{X)  =  hm-^ ^ =:/(X). 

Remarque.  —  Si  l'on  supposait  X  constant,  mais  Xq  va- 
riable, l'intégrale  définie 

/    J{x)dx 

serait  une  fonction  de  x^.  D'ailleurs,  elle  est  égale  et  de  signe 
contraire  à 


s> 


x)  dx 


dont  la  dérivée  est  égale,  d'après  ce  qui  précède,  ^/'(xq). 
Sa  dérivée  sera  donc  — /'(xq). 
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82.  Le  théorème  qui  précède  nionlrc  que  toute  fonction 
/(x)  continue  dans  Vintevvalle  de  a  à  b  est  la  dém'ée 
d'une  autre  fonction  ¥{x). 

H  est.  d'ailleurs,  aisé  de  trouver  Texprcssion  générale  des 
Ibnctions  qui  ont  pour  àév'wée  f{^x).  Soit,  en  effet, 

Tune  d'elles.  Sa  dérivée  sera 

Y'{x)  +  ^'{x)^f^x)-^'^{x). 

Pour  qu'elle  se  réduise  kf^x),  il  faut  et  il  suffit  que  'f'(-ï") 
soit  nul.  Donc,  '^{x)  se  réduit  à  une  constante  c  ("9),  qui 
peut  d'ailleurs  être  choisie  arbitrairement. 

Lorsqu'on  a  obtenu,  par  un  procédé  quelconque,  une 
fonction  r?(:r)  ayant  pour  dérivée /(ar),  on  trouve,  sans  peine, 
la  valeur  correspondante  de  c.  En  effet,  dans  l'équation 


X 


X 

f{x)  dx  =  '?(X)  —  c; 


faisons  X  =  Xq.  Le  premier  membre  s'annulant,  il  vient 
-'(•^o)  -^c  —  o, 


et.  par  suite. 


X. 


f{x)dx  =  ^(X)  —  rf{x^). 


On  nomme  fonctions  pjimitives  ou  intégrales  indéfinies 
de  f{x),  les   fonctions  qui  ont  pour  dérivée  f{x).   On  les 


désiffne  par  la  notation 


•&' 


P 


j'f{x)dx 


pour  mettre  en  lumière  leur  liaison  avec  l'intégrale  définie. 
Cette  expression,  comme  on  vient  de  le  voir,  ne  repré- 
sente pas  une  fonction  déterminée,  mais  une  infinité  de 
fonctions,  différant  les  unes  des  autres  de  quantités  con- 
stantes. 
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83.  Dérivation  des  intégrales  définies  par  rapport  à 
un  paramètre.  —  Soit  f{x,y^  •  -  ■  i  ^)  "ne  fonction  des 
variables  x,  j',  . . . ,  a  qui  reste  continue  tant  que  x,  )',  .  .  . 
restent  intérieurs  à  un  domaine  D  et  a  intérieur  à  un  do- 
maine A. 

Soit  E  un  domaine  borne  et  parfait  intérieur  à  D;  pour 
toute  valeur  de  a  intérieure  à  A,  l'intégrale 


i  =  |§  fi^^y^  •.••>3c) 


de 


aura  une  valeur  déterminée;  c'est  donc  une  fonction  de  a. 

Cette  fonction  est  continue;  car,  si  l'on  change  a  en  7.4- Aa, 
elle  prendra  un  accroissement 

Al  =  V  f{x,y,  .  .  . ,  a  +  Aa)  <ie  —  ^   f{x,Y,  .  .  . ,  x)  de 
—  ^^^fi^O'y  ■■■,^)de, 

dont  le  module  ne  pourra  surpasser  LE;  L  étant  le  maximuni 
du  module  de  Af(x,y,  ... . ,  a). 

Or,  soit  0  une  quantité  dont  le  module  soit  moindre  que 
l'écart  de  a  à  la  frontière  de  A;  le  point  a  +  Aa  sera  encore 
intérieur  à  A,  tant  que  |  Aa  ]  sera  ^0.  La  fonction  /  restera 
donc  continue  tant  que  x,  y,  ...  se  mouvront  dans  E  et  que 
le  paramètre  variera  entre  a  —  0  et  a  +  0.  Cet  ensemble  de 
valeurs  étant  évidemment  borné  et  parfait,  la  continuité  de/ 
y  sera  uniforme;  donc  L,  et  par  suite  AI,  tendront  vers  zéro 
avec  Aa. 

Supposons  de  plus  que  /  considérée  comme  fonction  de  a 
seulement  (x,  y,  ...  conservant  des  valeurs  constantes) 
admette  une  dérivée;  ce  sera  une  nouvelle  fonction  de  x^ 
y^  . . . ,  a,  que  nous  pourrons  désigner  par  /x(^,  J',  .  •  •  ,  a), 
et  nous  aurons 

^f{x,y,  ...,a)  z^flj_{œ,y,  .  .  .  ,  a  +  0  Aa)  Aa, 

0  étant  une  quantité  variable,  mais  toujours  comprise  entre 
o  et  I . 
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Si  nous  admettons  enfin  que/j^  soit  continue  dans  le  même 
champ  où  nous  avons  déjà  supposé  que  y  l'était,  cette  expres- 
sion sera  de  la  forme 

[/;(^,r,  ...,a)4-R]Aa, 

R.  tendant  uniformément  vers  zéro   avec   Aa,   dans  tout  le 
domaine  E. 
On  aura  donc 

=  N  f'À^,y,  ...,%)  de  —  K"^  de. 
Soit  L|  le  maximum  de  j  R  |  dans  E;  on  aura 

iSl  ^de\  =  UE, 
quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  Aa.  On  aura  donc 

L'intégrale  I  admet  donc  une  dérivée,  représentée  par  l'inté- 
grale ci-dessus. 

84.   Intégration  par  parties.  —  Soit 
f{.x)  =  ':.{x)'l{œ) 
une  fonction  formée  du  produit  de  deux  autres.  On  aura 

d  f{x)^=o' {x)')^{x)dx  -]-':( {x)<Y {x)dx 
et,  en  intégrant  de  .r  =  «  à  .r  =  6, 

'     o'{x)'l{x)dx-^        o{x)'l'{x)dx 

=  f  df{x)=f{0)-f{a). 

Cette  éciuation  ramène,  comme  on  voit,  le  calcul  de  l'une 
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(les  deux  inlcgrales  qui  figurent  au  premier  membre  au 
calcul  de  l'autre,  qui  pourra  se  trouver  plus  simple. 

Ce  procédé  de  réduction  a  reçu  le  nom  à'' intégration  par 
parties. 

Quant  au  second  membre  f{b) — /(«),  il  conviendra, 
lorsque  la  fonction  f{x)  a  une  expression  compliquée,  de  le 
it'présentcr  par  la  notation  abrégée 

VIL  —  Dérivées  partielles.  Différentielles  totales. 

80.  Passons  à  la  considération  des  fonctions  de  plusieurs 
variables. 

Soit,  par  exemple,  ii=f(_x^y)  une  l'onction  de  deux 
\anables  x,  y  définie  dans  tout  l'intérieur  d'un  certain 
domaine  D. 

Soit  (.z",j)')  un  point  quelconque  intérieur  à  D.  On  pourra 
déterminer  une  quantité  0  telle  que  tous  les  points 

l^  +  A^,  JH-  A7I, 
OÙ 

I  A^  j  -i-  I  Aj  I  -<  0, 

soient  encore  intérieurs  à  D. 

Changeons  x  en  x-\-  ^x,  sans  faire  varier  j*.  Si  l'expres- 
sion 

/(.r  + A.r,  j)— /(a?,7) 
\x 

tend  vers  une  limite  fixe  quand  ùix  tend  vers  zéro,  cette 
limite  se  nommera  la  dérivée  partielle  de  /  par  rapport 
à  X  au  point  jr,  y^.  On  la  représente  indilTéremment  par 
l'une  ou  l'autre  des  trois  notations  suivantes  : 

/;(^,J),     D./(^,7),      ^-^■^§^- 

Si  Texpression 

/(■2^,7  +  Av)-/(^,  y) 
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tend  de  même  vers  une  limite,  ce  sera  la  dérivée  partielle 
par  rapport  à  j-,  et  on  la  représentera  par  les  notations  ana- 
logues 

/;(^,j),      Dyf{oc,y),     '^-^^^y- 

Si  en  eliaque  point  intérieur  à  D  il  existe  des  dérivées  par- 
tielles, chacune  d'elles  sera  une  nouvelle  fonction  de  x,  y, 
définie  dans  l'intérieur  de  D. 

86.  Supposons  maintenant  qu'au  lieu  de  faire  varier  iso- 
lément ^,  y,  on  les  change  simultanément  en  .r  +  A>r, 
y  H-  ày,  et  étudions  l'accroissement 

^/(•37,7)  =f{x  +  A^,  r  -H  A/)  -/(^,  j). 
Cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/(.r  +  A^,y  +  Aj)  — /(^,/  +  Aj)  +/(^,  r  +  Aj)  -f{x,  y) 
ou,  en  appliquant  la  formule  (3)  du  n"  78, 

/^(^  +  0  Ax,  7  4-  Aj)  Aj7  -^f^.  {a:,  y -h  0,  A/)  A/, 

B  et  8,  étant  des  quantités  plus  petites  que  l'unité. 

Faisons  tendre  Ax  et  Av  vers  zéro.  ^  \x  et  9,  Aj  tendent 
a  fortiori  Yevs  zéro,  de  quelque  manièi^e  que  puissent  varier 
9  et  8).  Si  donc  les  fonctions  f^^  f  sont  continues  au 
point  X,  y,  les  multiplicateurs  de  Ax  et  de  Ar  tendront 
respectivement  vers  f'j.{Xiy)  et  f'yi^i.y)' 

Soit  d'ailleurs  E  un  ensemble  borné  et  parfait  quelconque 
intérieur  à  D  et  dans  lequel  f[,,  f'y  soient  continues.  Leur 
continuité  sera  uniforme.  On  pourra  donc,  quel  que  soit  £, 
assigner  une  constante  o  telle  que  pour  tout  point  de  cet 
ensemble  les  différences  entre  ces  multiplicateurs  et  leurs 
limites  deviennent  <^£  dès  que  |  t^x  [,  |  Aj  |  deviennent  <^  o. 

On  aura  donc 

(0     -^ /( ^> 7 )  =/!; ( ^, 7 )  ^^  +f'y {^.y)  ^7  -f-  R  Aj?  +  Ri  Aj-, 

R  et  R|  tendant  vers  zéro  avec  A.r  et  A7  (et  cela  uniformément 
dans  tout  l'ensemble  E). 
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On  voit  donc  que  ^.f{x,y)  se  compose  de  deux  j^arties, 
l'une 

(2)  /;(^,j)Aj;+/;.(^,j)Ak, 

simplement  linéaire  en  Ax  cL  Ay,  l'autre  composée  de 
termes  d'ordre  plus  élevé  que  l'un  ou  l'autre  de  ceux  qui 
précèdent. 

L'expression  (2)  se  nomme  la  différentielle  totale  de 
f{;X^y).  Les  deux  termes  qui  la  composent  sont  les  diffé- 
rentielles que  l'on  obtiendrait  en  faisant  varier  une  seule  des 
deux  variables  x^  y  et  laissant  l'autre  constante.  On  leur 
donne  le  nom  de  différentielles  partielles. 

Si  l'on  supposait,  en  particulier,  que  la  fonction  f{x,y) 
ne  fût  autre  que  Xj/^{^,y)  se  réduirait  à  i,  elj"  (x^  y)  à  o. 
L'équation 

se  réduirait  donc  à 

dx  =  ^x. 

En  supposant  que  /{x^y)  se  réduisît  à  y,  on  trouverait 
de  même 

et,  par  suite, 

(3)  df{x,y)^f^{x,y)dx-\-f'^\x,y)dy. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  aux  n°*  73  et  79,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  f{oc,  y)  reste  constante  lorsque  x 
varie  seul  (et,   par  suite,  se  réduise  à  une   fonction  de  y) 

De  même,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
f{x,y)  ne  dépende  pas  de  r  est /_^(a:,  ^)  =  o. 

Ces  deux  conditions  réunies  exprimeront  que  f  est  indé- 
pendant de  X  et  de  y,  et,  par  suite,  se  réduit  à  une  con- 
stante. Elles  peuvent  être  résumées  en  celle-ci 

df{x,y)=o. 
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Car,  pour  que  celte  expression,  égale  à 

s'annule   identiquement,  quels  que  soient  \x  et  Ar,  il  faut 
et  il  suffit  quey^(x,  >■)  cl/'^.(x,  y)  soient  nuls  séparément. 

87.   Admettons  que,  par  un  procédé  quelconque,   on  ait 
mis  \f{x,y)  sous  la  forme 

(  4  j  -^  /{■^■>  y)  =  -^  ^^-^'  4-  B  <i/  -H  S  f/a7  H-  Si  dy, 

A  et  B  étant  indépendants  de  dx  et  dy,  et  S,    S|   tendant 
vers  zéro  en  même  temps  que  dx,  dy\  on  aura 

A=/;(^,r),         B=/;(.r,j), 
à  f{jc,  y)  —  kdx  +  B  dy. 

Egalons  en  effet  les  deux  expressions  (i)  et  (4)  de  Ifix^y)] 
il  viendra,  en  divisant  par  dx, 

/;(a",r)+R  +  [/;(^,j)  +  RJ^^:=A+S-i-(B4-S,)|^. 

dv 
Faisons  tendre  dx  et  dy  vers  zéro,  de  telle  sorte  (lue  —— 

-^  ^       dx 

tende  vers  une  valeur  fixe  \-,  on  aura  à  la  limite 

/;(^.j)+/;(^-,/)>^=A+BÀ. 

Cette  égalité,  avant  lieu  quel  que  soit)>,  se  décompose  dans 
les  deux  suivantes 

/;(a-,  r)  =  A,        J].{x,y)  =  B. 

88.  La  remarque  qui  précède  permet  de  déterminer  aisé- 
ment les  dérivées  partielles  et  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  composée. 

Soit,  en  effet,  une  semblable  fonction 

/(",  ^•,  ■■■), 

II,  i'.  ...   étant  elles-mêmes  des  fonctions  des  variables  in- 
dépendantes X,  y,   .... 
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Pour  obtenir  la  difTércnlicllc  lolale  de  celte  expression, 
considérée  comme  fonction  de  x,j,  ...,  donnons  à  oc,  y,  ... 
des  accroissements  dx,  dy^  ....  Soient  £iu,  Ac,  .  .  . ,  A/  les 
accroissements  correspondants  de  ?/,  v,  .  .  . , /'.  On  aura 

Af=  ^  A;<  +  ^-  Ac  M-  .  .  .  4-  R  Au  +  Ri  Ac+  .  .  . , 

ait  ()v 

K,  K,,  ...  tendant  vers  zéro  avec  Az^,  Ap,  .... 
Mais  on  a,  d'autre  part, 

au  z:^   ,--  djc  -h  ^--  dy  ~\- .  .  .  ~\-  S  dœ  -\-  S,  dy  -h  .  .  . 
Ox  *jy    " 

=  du  +  S  dx  -h  Sidy  -h .  .  .-, 

Ar  =  --—  clx  +  ^—  dy  H-  .  . .  +  T  ^.r  +  T,  fl^y  + .  .  . 
dx  dy  "^ 

z=di-hT  dx  4-  Ti  dy  -h  .  .  . , 


8,  Si,  .  .  .,  T,  T,,  ...  tendant  vers  zéro  avec  dx,  dy.,  .  •  • 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  Ay,  il  vient 


A/= 

-^  <i«  4-  -f-  rtc  4- .  .  .  +  p  dx  4-  Pi  dy 
du             àv                       ^             ^     ^ 

= 

\du  dx       àv  âx            J 

(df  du       df  ùv            \   , 
\du  dy       di>  dy            J    ' 

4-  .  .  .  4-  p  f/^  4-  pi  (^K  +  .  .  . , 

p-,  ^\'  •  •  •   tendant  vers  zéro  avec  dx,  dy 
On  aura  donc 

df  __  àfda  df  dv 
dx  du  dx  dv  dx 
df_dfdu_  df  d^ 
à  y       du  dy       dv  dy 


vl  d'autre  part 


1,       àf   ,         df   . 

df  =  --—  du  4-  -V-  dv 
''        du  dv 
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d'où  les  deux  propositions  suivantes  : 

La  dérivée,  par  rapport  à  une  variable  indépendanic  s, 
d'une  fonction  composée  f{n^  r,  .  .  .)  s'obtient  en  ajoutant 

ensemble   les  dérii'ées  partielles  ^>  -r->    •••5  respective- 
'  ou     ov 

ment  multipliées  par  les  dérivées  de  u,  c,  .  . .  par  rapport 

à  X. 

La  différentielle  totale  df  s'exprime  au  moyen  de  11. 

(^,  ... ,  f/w,  dv,  .  .  . ,  de  la  même  manière  que  si  u,  c,  ... 

étaient  des  variables  indépendantes. 

89.  Supposons  que   des  fonctions  ?/,  r,  ...  des  variables 

indépendantes   x,  r,   ...    satisfassent   identiquement  à  une 

équation 

f{u,  «',  ...)  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  une  fonction 
composée  de  x,  y..  ...  dont  la  valeur  est  constante  et  égale 
à  zéro,  ses  dérivées  par  rapport  à  chacune  de  ces  variables 
sont  nulles.  On  aura  donc 

àl  _dfdu        dldy_  __ 

dx       du  àx       ôv  dx      '  '  '        ' 


df  _  dfdu       âf  ôv 
ôy        du  à  y       dv  dy 


■=i  o, 


Ainsi  toute  identité  f{u,  r,  .  . .)  =  o  fournira  de  nou- 
velles identités  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  de  son  pre- 
mier membre  par  rapport  à  chacune  des  variables  indé- 
pendantes. 

Ces  nouvelles  équations  peuvent  d'ailleurs  se  concentrer 
en  une  seule 

<r//  =  -f-  dx  +  -~  dx  ~r- . .  -^^o. 
t  àx  dy 

90.  Nous  dirons  qu'une  fonction  f{x^yj  .  .  .)  est  définie 
(ou  jouit  d'une  pi'oprlété  donnée)  aux  environs  du  point 
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(.ro,j)'o.  ...)sil'on  peut  déterminer  un  nombre  positif /?,  tel, 
(|uc  la  fonction  soit  définie  (ou  jouisse  de  la  propriété  de- 
mandée) pour  tous  les  points  (jc,  y.,  ...)  où  \x  —  x,)\, 
Ij— J'oN  •  •  •  sont  ^h. 

91.  Théorème.  —  Soit  F(x,y,  ...,«)  une  fonction  des 
variables  j",  j',  . . .,  ?/,  laquelle  s'annule  au  point 

Supposons  :  i°  qu'elle  soit  définie  et  admette  des  dérivées 
partielles  continues  F'^.,  F'^.,  ...,  F^^  aux  environs  de  ce 
point;  2"  que  F^^  ne  s' annule  pas  en  ce  point. 

On  pourra  déterminer  une  fonction  des  variables  jr^ 
r,  , ..  définie  aux  environs  du  point  (.ro,jKoi  •  ■  •)  et  pre- 
nant en  ce  point  la  valeur  Uq^  et  qui  enfin  substituée  à  la 
place  de  u  dans  l'équation  F=:  o,  la  rende  identiquement 
satisfaite  ;  cette  fonction  sera  unique  et  admettra  les  dé- 
rivées partielles 

F'  F' 

F'  '  F' ' 

En  vertu  des  hypothèses  faites  sur  l'existence  et  la  conti- 
nuité des  dérivées  partielles  F^,,  F'  ...,  F^^,  on  pourra  dé- 
terminer une  quantité  positive  A,  telle  que,  pour  tous  les 
points  {x,y,...,u)  où  \x  —  x^\,  \y—y<,\,  -..,  \u  —  Uç,\ 
sont  ^A,  ces  dérivées  partielles  existent  et  diffèrent  de  leurs 
valeurs  initiales  (F^)o,  (F')o,  ...,  (F^'Jq  Je  moins  de  s,  en 
désignant  par  s  une  quantité  positive  choisie  à  volonté,  mais 
<jue  nous  supposerons  moindre  en  valeur  absolue  que  (F^'J^. 

Si  donc  on  désigne  par  A  la  pins  grande  des  quantités 
I  (F;)o  I  +  î,  I  (F;)o  I  -^  £,  . . .  et  par  B  la  quantité  |  (F^'lo  |  —  s, 
on  aura,  pour  tous  les  points  considérés, 

1f.;i<I(f;)uI  +  ^<a,       |f;.|<a,       ...,       |f;j>b. 

En  outre,  F^'^  conservera  toujours  le  signe  de  (F^Jf,. 

Cela  posé,  soit  /?  +  i  le  nombre  des  variables  x,  y^  . . .,  u\ 
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désiffnons  par  /.  le  plus  i)elil  des  deux  noinl)rcs  Ji,  ■ — -//.  On 
°  *  '         ^  ni  .\ 

aura,  pour  tous  les  points  (xq  +  Aj",  ...,//,)  -t-  ^u )  ^^  Cr,  .■-.  i/) 

où  Ax ^ /c,  1}' ^A,  ...  et  Am ^ A, 

I'(->f,  J «)=     F(-3:'./,  ..•,«)  —  F(^o,Jo,  •  •  -,  «o) 

=      F;.(a'o-f- OAj:,  )■(,,..., //J  A.r 

+  F^(aro+ Aa:,  Vo+0,  A)-,  .  .  .,  «o)  A/-f-.  .  . 
H-  F,',(.ro+  Aj7.  joH-  Ar,  ...,//  +  0,„  A«  j  A;/. 

Chacun  des  m  premiers  termes  de  cette  expression  a  son  mo- 
dule <C  A/'.  La  somme  de  leurs  modules  est  donc 

<  niXk<  B//. 

Mais,  d'autre  pari,  le  dernier  terme  a  son  module  plus  grand 
que  B  I  lu  \. 

Si  donc  nous  posons,  en  particulier,  A.u  =±  h,  ce  terme 
l'emportera  sur  la  somme  des  autres  et  donnera  son  signe  à 
l'expression.  D'ailleurs,  le  facteur 

F;,(^0+  AJ7,7o-+-  V'  •  •  •>  "  -^^m  -^«) 

a  toujours  le  même  signe,  celui  de  (Fy)o.  Donc,  si  l'on  pose 
successivement  \n  ^  h  et  Aw  = — /i,  on  obtiendra,  pour 
F(a:,y,  ...,  u),  deux  valeurs  de  signe  contraire.  Mais  F  est 
une  fonction  continue  de  u]  elle  s'annulera  donc  pour  une 
valeur  de  u  intermédiaire  entre  Uo — h  et  1/^-^/1.  Elle  ne 
s'annulera  d'ailleurs  qu'une  fois,  car  sa  dérivée  garde  le 
même  signe  dans  tout  cet  intervalle. 

Nous  avons  donc  établi  qu'à  tout  système  de  valeurs  de 
jr,  j',  ...,  tel  que  x  —  .Tq,  y  —  Vo,  ...  aient  leurs  modules 
non  supérieurs  à  A,  correspond  une  valeur  unique  de  u  com- 
prise entre  «o — fi  et  Uq-\- 1i  et  satisfaisant  à  l'équation 
F^o.  L'ensemble  de  ces  valeurs  constituera  une  fonction 
de  ^,  J',  ...  entièrement  définie  dans  ce  domaine,  et  qui  se 
réduit  évidemment  à  «0  a^^  poiml  (-z^o?  J'o?  •••)• 

Soient  d'ailleurs  {x^y,  . . .)  et  (jc  -j-  Ax,  y  -\-  Aj',  . . .)  deux 
points  de  ce  domaine;  u  et  a -x-  \u  les  valeurs  correspon- 
J.  —  I.  6 
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(lanlcs  de  cette  fonction.  Ou  aura 

o  =      F  (  ^-  +  A.r,  j  +  Aj)- a  -]-  lu)  ~  F{jr,  y,  .  .  . ,  ii) 

=1      F'j.{x  -{-0  Aa-,  y,  .  .  . ,  a)  ^.r 

H-  Fy  (^  +  A.r,  y  +  0,  Ai-,  ...,//)  \y  -\-  ..  . 
+  F',^{.x:  -h  Aj7,  y  -h  Aj,  ...,«  +  0,„  \f/  )  \f/. 

Le  multiplicateur  de  A;/  avant  sou  module  plus  grand  ([ue  la 
(îonslanlc  B,  cette  ('([uation  montre  (|ue  lf(  tend  vers  zéro 
avec  A.r,  Aj-,  .... 

Faisons,  en  particulier,   Ajk^.-.=  o.    L'équation   se   ré- 
duit à 

o  =      F^  (x  +  0  Aj7,  y,  .  .  . ,  u)  A.r 

+  F;,  {a;  -4-  Aj7,  j,  .  .  . ,  «  -^  0„,  A//  )  lu  ; 


A« 


F;(j7  +  0  A.37,  y,  .  ..,u) 


f;,(.27  + Ajp,/, .. ., «  +  o,„am) 

et  à  la  limite,  en  faisant  tendre  Ax  vers  zéro, 

F.r(a^,  ,r,  ...,//) 


FU-2?>7>  • 


au 


Les  autres  dérivées -T— 5  •••se  détermineraient  de  même. 
dy 

92.  Théorème.  —  Soient  F,,  ...,  F,,  />  fonctions  des 
m  H-  n  variables  x,  y,  . . .;  ((,  v,  w,  . . .  s  annulant  au  point 
(xo,.}^0)  •••;  '^0,  <^'o?  «l'o,  ...).  Si  Von  suppose  :  i"  quaux 
environs  de  ce  point,  ces  fonctions  admettent  des  dérivées 
partielles  continues  ;  2°  que  le  déterminant 


J  = 


d¥,  dV,  d¥, 

du  ôv  dw 

...  ...»  ... 

d¥^  dK  d¥^ 

du  dv  d^v 


ne  s'annule  pas  en  ce  point,  on  pourra  déterminer  un  sys- 
tème de  fonctions  des  variables  x,y,  . ..  définies  aux  en- 
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virons  du  point  [xq,  j',,,  . . .),  prenanl  rcspeclivonicnt  on  ce 
point  les  valeurs  u^),  t'o,  iv'o,  .  . .  et  qui  enfin,  substituées  à 
ht  place  de  u,  r,  vv,  ...  da/is  les  équations  Fj  =  o,  ..., 
F,i^  o,  les  rendent  identiquement  satisfaites.  Ce  système 
de  fonctions  est  unique,  et  ces  fonctions  admettent  des 
dérivées  partielles . 

Ce  théorème  est  élabli  jwr  ce  qui  précùdc,  dans  le  cas  où 
Ton  n'a  qu'une  seule  éf[uali()n,  et  nous  jxnirrons,  dans  la  dé- 
monstration, supposer  qu'il  ait  été  établi  pour  le  cas  de 
Il  —  I  équations. 

Cela  posé,  pour  que  J  soit  ^  o   [)Our  le  point  ^o,  yo?  •  •  •  I 

//o?  '05  ^^(17  ••  •)  il  f''ut  évidemment  qu'une  au  moins  des  dé- 

.    ,      ^F.    (?F,    ^F,  •      i-rv  I        .         o    • 

nvees  ^^ — > -r — j -^ — >  •••   soit  aillerente  de  zéro,    boit,   par 
(/«o    oVq     divo  ^ 

exemple,  -7-^<*J-  O"  pourra,  daprés  le  théorème  du  n^Ol, 

déterminer  une  fonction  u  de  .r,  y,  ...  ;  c,  (V,  ...  qui  satis- 
fasse identiquement  à  l'équation  F,  =  o  et  qui  admette  des 
dérivées  partielles  aux  environs  du  point  x^^,  y^,  ...;  Vq, 
iVq,  ....  Substituant  cette  valeur  de  u  dans  les  équations  sui- 
vantes F2:=o,  ...,  F,i^o,  elles  prendront  la  forme  sui- 
vante 

Les  fonctions  <I>2,  •••,  ^/n  étant  respectivement  égales  à 
F;.,  . . .,  F«,  admettront,  aux  environs  du  point  Xo,  J'o>  •  •  •  5 
v"o,  iVQ,  . . . ,  des  dérivées  partielles 


ôx 


dx 


d¥j  ôu_ 
du  Ox 


'OV 


(Wj  ùu 
Ou   ôv 


Le  déterminant 


Ji 


1  d^o 


0^ 
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des  dérivées  partielles  relatives  à  r,  xv,  . . .  sera,  en  négligeant 
les  termes  qui  se  détruisent, 


^l'., 

ÔV. 

Ov 

dw 

c)^. 

<?F, 

()i' 

dw 

Ou 


<)F. 

(W. 

Ou 

t^iv 

àF, 

dF, 

Ou 

Ow 

du 


ÔF, 

dF, 
du 

dF, 

dF., 
du 

+ 


_,         ,  du    du  ,  , 

Remplaçant  -r-'  ^i— '  '  •  •  V^^^  leurs  valeurs 
^      '         dv    div  ^ 


dF, 

')F, 

dv 

d^v 

"^FT' 

~'dF7' 

du 

du 

piidrn  é 

1     '      J 

o^a  e  a  — 

cette  expression  deviendra  égale  a  -jp-',  et,  comme  —  a  au 

du 
point  (^o^J'o'  •  •  •;  ''o,  <'o,  ^'t'o,  •  •  •)  une  valeur  finie  et  différente 
de  zéro,  J|  sera  lui-même  fini  et  différent  de  zéro. 

On  pourra  donc,  par  hypothèse,  déterminer  des  fonctions 
p,  (r,  ...  des  variables  indépendantes  ^,  JK,  ...,  qui  satis- 
fassent identiquement  aux  équations  $2=  Or  ^3=  o,  . . .,  qui 
se  réduisent  à  Vq,  (ï'o,  . . .  pour  x  =  Xq-,  y  =yoi  •  ■  ■  «l  q"i 
admettent  des  dérivées  partielles  aux  environs  de  ce  point. 
Substituant  ces  valeurs  de  ç,  iv,  . . .  dans  l'expression  de  ?/, 
on  obtiendra  pour  u,  r,  (v,  ...  des  fonctions  de  x,  y,  ... 
satisfaisant  aux  conditions  requises. 

93.  On  donne  le  nom  de  fonctions  implicites  à  celles 
qui  sont  ainsi  définies  par  un  système  d'équations  non  réso- 
lues 

j  F,(.r,  V,  ...,«,  V,  (V,  .  ..)  —  o, 

(3)  i   ' 

f  F„(x,  V,  ...,?/,  V,  w,  ...)—o. 


La  démonstration    précédente    montre  à  la  fois  que  ces 
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fonclions   //,   i',  »r,    .  .  ,    cxislcnl    il    (juV-llf-^   ;i(lmcllriil    des 
tiérivccs  parllelirs. 

L  expression  ilo  ces  dérivées  |i;iitiillts  s'iihliondiM  dail- 
leuis  aiséinciil  en  (K'-rivanl  les  ideiililt'-s  (^ ,"»  )  jmr  rapport  aux 
diverses  variables  indi-pemiaules.  On  trouvera  ainsi,  en  déri- 
vant par  raj^poil  à  ./•,  par  exemple. 


(6) 


Ox         Ou    Ô.V        Ov    dx        ôw   djc 


dV n       0V„  On        OV „  «je        ()V„  ()\v 
dx         Ou    Ox        Ov    Ox        Om-  Ox 


-h . . .  =  o, 


système    d'équations   lim'aires  dont   la    résolution    donnera 

Ou     Oc     Ow  -  II-  I  1 . 

-i—  >  3— >  -T — j  •  •  •  j  sous  lornie  de  fractions  avant  J  pour  drno- 
Ox    ax    Ox  ,  V 

minateur.  Ce  déterminant  étant  par  livpollièse  une  fonction 

continue  de  x,y^  ...  et  de  w,  r,  w,  ...  qui  sont  elles-mêmes 

continues  en  x,  y,  ...  est  une  fonction  continue  de  x,  y,  — 

D'ailleurs,  au  point  Xo,  jd  .  .  • ,  on  a  «  =  Uq,  c  ==  t'o,  ...  et 

J  ne  s'annule  pas.  Donc,  dans  un  certain  domaine  autour  d».- 

ce  point,  J  sera  encore  difTércnt  de  zéro,  et  les  valeurs  de 

Ou     Oi-  c         ■  1  •  /-\  I 

T~'  Â~'  *"'  iO"i''iic^  P'^^  *t;^  équations  (^i))  ne  [)Ourront  de- 
venir illusoires. 

9i.   Les  considérations  précédentes  fournissenl  la  solution 
d'une  question  importante  : 
Soient 

(7)     "l=/l(-'t'l,  •  • -,  J"«).  •••'  i',n—/,„{^\^---,-i'n) 

m  fonctions  des  n  variables  indépendantes  o^i,  ...,  x„ 
admettant  des  dérivées  partielles  continues.  Nous  dirons  que 
ces  fonctions  sont  indépendantes  s'il  n'existe  entre  elles 
aucune  relation  cpii  permette  d'exprimer  l'une  d'elles  au 
moyen  des  autres. 

Un  système  de  fonctions  tel  que  (-)  étant  donné,  propo- 
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sons-nous  de  reclierchcr  combien  il   conlienl  de  fondions 
indépendantes. 

A  cet  cHct,  formons  le  tableau  des  dérivées  partielles 


^/. 

ÔA 

àA 

d.r,' 

ôx. 

dx„ 

df,n 

àf,n 

àf,n 

d.r,' 

dW         ' 

âx„ 

Avec  les  éléments  communs  à  un  certain  nombre  de  lignes 
de  ce  tableau  et  à  un  nombre  égal  de  colonnes  on  peut 
constituer  un  déterminant.  Construisons  tous  les  détermi- 
nants de  ce  genre.  Nous  pourrons  énoncer  le  lliéorème  sui- 
vant : 

Théorème.  —  Si  l'un  des  déterminants  à  p^  éléments, 
tel  que  celui-ci 


D  = 


dA_ 
âxi 

dfp 


EL 

i)Xp 

d.r„ 


ne  s'annule  pas  au  point  (^,,  .  .  .,  ^„),  et  si  au  contraire 
tous  les  déterminants  à  {p  -h  i  )-  éléments  sont  identique- 
ment nuls  aux  environs  de  ce  point  : 

i"  Les  fonctions  u^,  ....  Up  seront  indépendantes  aux 
environs  de  ce  point. 

2"  Au  contraire,  Up_^i,  .  .  .,  Um  pourront  s'exprimer  en 
fonction  de  u^,  .  .  . ,  Up. 

i"  En  effet,  soient  v^,  .  .  .,  (,«  les  valeurs  de  u^,  ..,  u„i 
au  point  (ç,,  ....  ^„).  Les  équations  (7)  élant  mises  sous 
la  forme 


(8) 


/i— "1 


o, 


/. 


o, 


le  déterminant  des  dérivées  partielles  de  leurs  premiers  mem- 
bres par  rapport  à  X\,  .  .  . ,  Xp^  i'-p+\  ?  •  •  •  ?  ^'m  sera  évidem- 
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iiicnl   ('^al   ;i   ( — i)"'~P]).   Il  sera  donc    (liHV'rcDl   i\c  y.i'ro  un 
point    (ç,,  . . .,  ç„,  f,,  . . .,  r„i)  cl    l'on    pourra    regarder    li's 

('■(liialions  (8)   comme  définissatil  implicitement  .r /',,. 

t/p+t,  . .  -,  n,„  en  fonctions  (1(>  //, "p,  ^p+\,  ■  •  ■^■fn  ;'>i^ 

environs  ilii  point  (\,, Cy,,;^^,,  ...,  ç„).  A  chaque  sjstrme 

(le  valeurs  //, i/p.  .''p+i,  ••■■,  -r,,  sulfisamment  voisines 

(les  valeurs  initiales  c,,   ...,  »'p,  Ç;>+i,  ...,;«  correspondra 

un  système  de  valeurs  de  .r,, r^.  Donc,  réci|>roquem<iil, 

//,.  ....  Il p   pourront,    j)ar   nu   choix    convenaltle  de    valeurs 

de  a',, r„  prendre  tout  svslème  de  valeurs  suffisamment 

voisin  de  c,,  . .  .,  Cy,.  Donc  les  fonctions  //, // .,  smil  in- 
dépendantes. 

:>."  D'autre  part,  "/i+i,  •  •  •.  ihn  sont  aussi  des  fonctions  des 

nouvelles  variables  indépendantes //| ,  ...,  iip^  JCp^i^ ^/z- 

Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'ils  ne  dépendent  pas  de  Xpj^x,  .... 

x„.  Soient  en  eflfet  ui  l'une  quelconque  des  fonctions  ///,+, 

finif  X/i   l'une  quelconque  des  variables  J'/j+i-  ••••  •-'■//;  nous 

Il  '  au, 

allons  montrer  nu  on  a  -r —  =  o. 
•  Oxk 

On  trouve  en  effet,  en  dérivant  les  équations  (8)  par  rap- 
port à  .r/;, 


dxi  dxh      '  '  '  '    dxp  dxk   '    dx^ 


dxy  dxk  dxp  dxk       dxk 

dfi  dxj  _^       ^  ^  ^P  ^  ^  —  ^"1  —  o  ; 
ôx^  dxk      '  '  '       dxp  dx^:       ôxk       dx,; 


d  on, eu  éliminant 


i)v\  dXp 

O.Ck  '  Oxk 


dui  ,       p  àui 

D  - —  =  o,  et  enfin  - —  =0. 

Ox^.  i)Xk 

Donc   Upj^\,   ....  Uni  sont  fonctions  de  «,,  ...,  11  p  seule 
ment,  et  la  seconde  partie  du  théorème  est  démontrée. 
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95.  Le  cas  le  [)lii.s  intéressant  de  celte  analyse  est  celui  où 
m  =  /?.  Dans  ce  cas,  pour  que  les  n  fonctions  //(,  ...,  //„ 
soient  distinctes,  il  faut  et  il  suffit  (|uc  le  déterminant 


da.1 

àfn 


Ml 

àfn_ 


ne  soit  pas  identiquement  nul. 

Cela  équivaut  évidemment  à  dire  que   les  différentielles 
totales 


àfn 

dXy 


-t;"^" 


sont  linéairement  distinctes. 

Le  déterminant  J  se  nomme  le  jacobien  des  n  fonctions 
ii\,  . . .,  Un  par  rapport  aux  variables  ^,,  . . .,  x„. 

On  le  représente  souvent  par  la  notation 

^("n    •  •  •>  Un) 
0{Xi,   ...,Xn)' 

afin  de  rappeler  qu'il  joue  dans  la  théorie  de  ce  système  de 
fonctions  un  rôle  analogue  à  celui  de  la  dérivée  dans  celle 
des  fonctions  d'une  seule  variable.  Voici  quelques  exemples 
de  ces  analogies  : 

i"  Supposons  que  Xt,  ...,  .r„,  au  lieu  d'être  indépen- 
dantes, soient  elles-mêmes  des  fonctions  de  nouvelles  va- 
riables j'i ,  . . .,  j',1-)  définies  par  des  équations 


^i='-?iO\>   •  •  •>.■>'«)• 


Les  fonctions 


l'i=/i{-ri,    ■••,'rn) 

deviendront,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  des  fonctions 
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tle>'i;  ...,j'n,   telles  que 
Cl  l'on  aura  évidemment 
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>/«)> 


à-Tn   àfk- 


Le  déterminant 


d{u,. 


Un) 


à{yu  •■■,j-n) 


formé  avec  les  éléments  -r— ^j  est  évidemment  le  produit  des 
deux  déterminants 


et 


(9) 


à/a 
ÔJTi 

On  a  donc 

0{iii ifn) 


àA 

djCn 

àyn 

àYn 


à{u, 


dJKi,  .  .  .,  n„) 


t^(ji»  •  •  -,7")        à{jri,  .  .  .,jrn)  0{ri, 


Un)   d{jri,  .  .  .,-r„) 


'fn. 


Supposons,    en   particulier,    que   les    variables    x    soient 
exprimées  en  fonction  des  variables   u,    de  telle  sorte  que 

)',,  . . .,  )'„  se  confondent  avec  u^,  . . .,  Ua-  La  formule  précé- 
dente deviendra 


(10) 


<)(«!,  .  . .,  u,i)   d{jci,  . .  .,  jr„) 


Les  formules  (9)  et  (10)  sont  la  généralisation  évidente  de 


90  PREMIÈRE    PARTH:.   —    CIIAPITRi:    I. 

celles  (|iii  (lonnenl  la  dérivée  d'une  lonclion  de  fonclion  ou 
d'une  lonclion  inverse. 

VIII.  —  Lignes  continues.  —  Lignes  rectifiables. 

90.  Lignes  continues.  —  Une  ligne,  élani  définie  comme 
le  lieu  des  positions  successives  d'un  ])oinl  mobile,  sera  re- 
présentée, dans  le  cas  du  mouvement  plan,  par  un  système 
de  deux  équations 

/"et  çp  étant  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  /,  qu'on 
pourra  considérer  comme  figurant  le  temps.  Si  ces  fonctions 
sont  continues,  la  courbe  sera  dite  continue. 

Supposons  que  t  varie  de  la  valeur  initiale  ^o  à  la  valeur 
finale  T.  Si  les  valeurs  finales  de  x,  y  coïncident  avec  leurs 
valeurs  initiales,  la  courbe  sera  fermée. 

Plus  généralement,  si,  pour  plusieurs  valeurs  différentes 
de  t,  X  et  y  reprennent  le  même  système  de  valeurs,  la 
€0urbe  passera  plusieurs  fois  par  un  même  point,  que  l'on  aj)- 
pellera  \\x\  point  multiple. 

La  distance  d'un  point  fixe  (ç,  y,)  au  point  (/,  x^  y)  d'une 
ligne  continue  est  une  fonction  continue  de  ^;  si  le  point  (ç,  r,  ) 
n'est  pas  sur  la  courbe,  cette  fonction  ne  s'annulera  pas;  elle 
admettra  donc  un  minimum  différent  de  z^ro,  qu'elle  atteindra 
pour  une  certaine  valeur  de  t,  et  qu'on  pourra  appeler  la 
distance  du  point  (^,  y,)  à  la  courbe. 

Soient  de  même  (^,  x.,  y)  et  (w,  i,  r,)  deux  points  pris  res- 
j)ectivement  sur  deux  courbes  continues 

^=fit),         J  =  ?(0         et         ^  =  F(,0,         r,=<î>{n).- 

Leur  distance  sera  une  fonction  continue  de  t  et  de  u.  Si  les 
■courbes  ne  se  rencontrent  pas,  elle  atteindra,  pour  un  cer- 
tain système  de  valeurs  de  t  et  de  u,  une  valeur  minimum, 
qui  sera  la  plus  courte  distance  des  deux  courbes. 
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97.  Considérons  enfin  une  coiirl)c  IcrnK-c  C  conliniic 
ri  sans  point  multiple,  décrite  en  faisant  varier  t  de  /„  ;i 
T  =  /o  -f-  fj).  Elle  sera  caraclérisée  par  deux  cfjnations 

OÙ  les  fonctions  F  et  <I>  sont  d('finics  de  /o  i  ^i  -^  w,  et  satis- 
font aux  relations 

F(fo-+-oj)  =  F(^„),  <I.(f„+oj)=r'ï.(^„). 

A  chaque  valeur  de  /  comprise  dans  cet  intervalle  corrcs- 
])ond  un  point  différent  de  la  courbe,  sauf  les  deux  valeurs 
extrêmes  /„  et  /q  +  ^J>  fjn'  correspondent  au  même  point. 

Soient  fit)  et  cp(^)  deux  fonctions  respectivement  iden- 
tiques à  F(^)  et  à<I>(^)  dans  l'intervalle  de  t^  à  t^^-\-  to,  et  dé- 
finies pour  les  autres  valeurs  de  t  au  moyen  des  relations 

/(^  +  co)=/(0,  o{t-^o.)  =  o{t). 

Ces  nouvelles  fonctions  seront  continues,  et  les  équations 

où  t  varie  de  —  ce  à  -j-  ac  représenteront  encore  la  même 
courbe  que  précédemment,  décrite  une  infinité  de  fois,  de 
telle  sorte  qu'à  chaque  pointa:,  y  de  la  courbe  correspondent 
une  infinité  d'arguments  /  difféi^ant  entre  eux  de  multiples 
de  o). 

Cela  posé,  soient 

[tjX^y)  et  (t',  x', y)   deux  points  variables   pris   sur  une 
même  courbe  C  continue  et  fermée,  sans  point  multiple  : 

A  =  y/(x' —  x)--\-  (y — yj-  leur  distance  ; 
t' —  /  =  h  la  différence  de  leurs  arguments. 

Ces  arguments  n'étant  déterminés  pour  chaque  point 
qu'à  un  multiple  près  de  to,  on  peut  évidemment  les  choisir 

de  telle  sorte  que  h  ne  surpasse  pas  —  en  valeur  absolue.  On 

peut  admettre,  en  outre,  qu'il  est  positif,  en  échangeant  au 
besoin  les  deux  points  x,  y  et  x' ,  y' . 
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D'apris  les  propriétés  des  fonctions  conlinucs,  on  pourra, 
<juelle  que  soit  la  quantité  positive  a,  déterminer  une  autre 
(pianiité  ,j  telle  que,  pour  toute  valeur  de  h  moindre  que  |5i, 
on  ait 

l^'-^K-'^,  l/_y|<-^,  d'où  A<a. 

Donc,  si  h  tend  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  A. 

Réciproquement,  si  A  tend  vers  zéro,  il  en  sera  de  même 
pour  h.  En  effet,  A  est  une  fonction  continue  de  t  et  de  A; 
car  la  différence  entre  la  distance  des  points  t^  t  -[-  h  et  celle 
des  points  t  +  <://,  t  -\-  clt  -\- h -{-  dh  est  au  plus  égale  en  valeur 
absolue  à  la  somme  des  distances  du  point  t  au  point  t  +  dt, 
et  du  point  t  -{-  h  au  point  t  -\-  dt  -\-  h  -\-  dh,  lesquelles  dis- 
tances tendent  vers  zéro  avec  dt  et  dh.  D'autre  part,  A  ne 
s'annule  que  pour  h  =  o.  Donc,  parmi  tous  les  systèmes  de 
points  /,  t  -\-  h,  où  h  n'est  pas  inférieur  à  une  quantité  fixe 
,3',  il  en  existera  un  pour  lequel  A  prendra  une  valeur  mi- 
nimum a'  différente  de  zéro.  Donc,  quel  que  soit  d'ailleurs  t, 
A  ne  pourra  s'abaisser  au-dessous  de  a'  sans  que  h  s'abaisse 
au-dessous  de  fj  . 

Si  donc  A  tend  vers  zéro,  Ji  tendra  également  vers  zéro,  et, 
par  suite,  la  distance  du  point  t  à  un  point  quelconque  de 
l'arc  compris  entre  les  points  t^  t  -\-  h  tendra  aussi  vers  zéro. 

^  98.  Cela  posé,  donnons  à  l'argument  l  une  suite  de  va- 
leurs infiniment  voisines  ^o?  t\i  •■'■,  embrassant  une  période  co. 
Sur  les  points  de  C  ainsi  déterminés,  construisons  un  poly- 
gone inscrit  P.  La  distance  d'un  quelconque  de  ses  sommets, 
tel  que  ^/,  aux  divers  points  de  l'arc  de  courbe  titi^i,  et  no- 
tamment à  son  autre  extrémité  ti_^.^,  pourra  être  supposée 
-<  0,  3  étant  une  quantité  infiniment  petite,  indépendante  de 
la  position  du  point  ^/.  La  distance  d'un  point  quelconque  t, 
pris  sur  l'arc  /f^+i,  à  un  autre  point  i'  pris  sur  la  corde 
'/ 1 ît\ ,  sera 

^tti-h     tit'^tti-^        ^J   ;;•+!<     2    0. 
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Le  pol^'gone  P  peut  avoir  des  points  niiilliplcs;  mais  on  en 
déduil  aisémenl  un  pol\gone  réduit  P'  sans  point  multiple, 
et  tel  que  la  distance  de  deux  points  quelconques  /,  /',  pris 
sur  une  partie  de  la  courbe  et  sur  la  partie  correspondante'  der 
ce  polygone,  soit  infiniment  f)elite,  et  cela  uniformément. 

Suivons,  en  effet,  le  contour  du  polygone  P  jusqu'à  ce  que 
nous  arrivions  à  un  point  multiple  a;  soit  ^/^z+i  le  coté  sur 
lequel  il  est  situé.  Continuons  à  suivre  le  polygone  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive  à  un  second  côté  t/,ek^,.  passant  également 
par  le  point  multiple  a.  Les  droites  ?///+i  et  t/it/i^,  ayant  une 
longueur  <;  o  et  se  coupant  au  point  «,  la  distance  des  points 
//et  t/;^,  sera  <<  20,  quantité  infiniment  petite.  La  différence 
t/f^f  —  ti  de  leurs  arguments  sera  donc  <<  t  en  valeur  absolue, 
t  étant  une  quantité  infiniment  petite. 

Si  cette  différence  est  positive,  la  distance  au  point  /,  dun 
point  quelconque  de  lare  ////4.1  . . . //,^.i  sera  <<r,,  y,  étant  un 
infiniment  petit.  La  distance  diin  point  quelconque  t,  pris 
sur  la  partie  ti. . .  ^a  de  cet  arc  à  un  point  quelconque  t'  pris 
sur  la  droite  //a,  sera  donc  <<  y,  H-  0.  D'autre  part,  la  distance 
de  deux  points  quelconques  pris  sur  l'arc  ^a^a+i  et  sur  ];i 
droite  «^a^i  est  <;  20.  Si  donc,  en  décrivant  le  contour  du 
polvgone  P,  nous  nous  abstenons  de  décrire  la  boucle 
ati^t . .  .t/-a,  de  manière  à  substituer  à  la  ligne  polygonale 
titi_^_,  . . .  t/i  la  droite  tia  et,  au  côté  t/ft^+i ,  la  partie  «/a+i  de 
cette  droite,  nous  obtiendrons  un  polygone  réduit  P, ,  ayant 
moins  de  points  multiples  que  P,  et  tel  qu'en  pc«nant  arbi- 
trairement deux  points  t.  t'  sur  une  partie  de  la  courbe  et 
sur  la  partie  correspondante  du  polvgone,  leur  distance  soit 
constamment  -<  a,  a  désignant  un  infiniment  petit,  égal  à  la 
plus  grande  des  quantités  y,  +  0,  20. 

Si  la  différence  ^a+i  —  fi  était  négative,  au  lieu  de  sup- 
primer dans  le  polygone  P  la  boucle  «/,_,.i  ...tka.,  on  suppri- 
merait l'autre  boucle  a/A_i-i  •  •  -ii^i,  et  l'on  arriverait  évidem- 
ment au  même  résultat. 

Si  le  polygone  Pi  présente  encore  des  points  multiples,  on 
y  supprimera  une  nouvelle  boucle,   et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
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ce  qu'on  arrive  ù  un  polygone  réduit  P',  sans  point  multiple, 
et  jouissant  des  mêmes  propriétés. 

*  99.  Ce  nouveau  poljgone  P'  divise  le  plan  en  deux  ré- 
gions. Tune  extérieure,  l'autre  intérieure. 

Nous  allons  établir  qu'il  existe  toujours  un  point  />,  situé 
dans  la  région  intérieure,  et  dont  la  plus  courte  distance  à  P' 
surpasse  une  quantité  fixe,  différente  de  zéro. 

Soient,  en  effet,  A  =  (/q» -^o,  J'o)  t;t  K  =  (/,,Xi,j,)  les 
deux  points  de  la  courbe  C  pour  lesquels  x  atteint  sa  plus 
plus  petite  valeur  X(t  et  sa  plus  grande  valeur  x^.  La  courbe 
sera  formée  de  deux  arcs,  l'un  allant  de  A  en  B,  l'autre  reve- 
nant de  B  en  A. 

Considérons  sur  ces  deux  arcs  deux  points  [t^x,y)  et 
(f',  x',  y),  dont  les  abscisses  soient  comprises  entre  ^o  +  i^ 
et  Xi  —  j5i,   [^  étant  une  quantité  fixe  arbitraire,  moindre  que 

—^ -■    La   distance  de  chacun  de  ces  points  à  l'un  quel- 

2  ^  ^ 

conque  des  points  X,  B  étant  z,  [j,  les  différences  des  argu- 
ments, /  —  ^0:  ^1  —  /?  ^  —  fi^  h  —  t' ^  surpasseront  une  quan- 
tité fixe  y;  et,  comme  l'argument  varie  de  co  quand  on  décrit 
la  courbe  entière,  on  en  conclut  que  t' — ■  t  est  compris  entre 
2y  et  oj  —  2 y.  La  distance  des  points  t  et  t'  ne  pourra  donc 
s'abaisser  au-dessous  d'une  quantité  fixe  cl. 

Gela  posé,  la  distance  entre  deux  points  choisis  à  volonté 
sur  deux  portions  correspondantes  de  la  courbe  C  et  du  po- 
lygone P'  est  <<  a,  a  désignant  un  infiniment  petit.  On  pourra 
donc  déterminer  sur  P'  deux  points  A',  B',  dont  les  distances 
à  A,  B  soient  respectivement  <^a;  et  le  polygone  se  compo- 
sera également  de  deux  arcs  polygonaux,  l'un  allant  de  A'  à 
B',  l'autre  revenant  de  B'  à  A'.  Prenons  respectivement  sur 
ces  deux  arcs  deux  points  (i,'^i),  (i',  '^/),  dont  les  abscisses 
soient  comprises  entre  Xq+  fj  -\-  v.  et  :c,  —  |3  —  a.  Il  existe 
sur  la  courbe  des  points  ^,  t'  dont  les  distances  à  ces  deux-là 
sont  <;  a;  leurs  abscisses  seront  comprises  entre  Xo+  [^  et 
Xi  —  |i;  leur  distance  sera  donc  >>  d,  et  la  distance  des  points 
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(;,  r,),  (ç',  •/■/)  sora  >  c/  —  2  x,  ([uaiiLitc-  (jui  <lo\  icndia,  lor.s(|iic 
a  décroit,  plus  grande  que  d^^  cl\  (Haul  une  quanlllé  quel- 
conque moindre  que  d. 

Cela   posé,    coupons    le    polygone    réduit    par    la    droite 

J7  = -■  Les  points  A'  et  \V  n'étant  pas  du  même  côté 

de  celte  droite,  elle  traversera  chacun  des  deux  arcs  A'B'  et 
B'A'  en  un  nombre  impair  de  points.  En  remontant  cette 
droite  à  partir  de  l'infini  négalif,  on  sera  d'abord  en  dehors 
du  polygone.  Au  premier  point  d'intersection,  on  entrera 
dans  l'intérieur;  on  en  ressortira  au  second,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  droite  en  question 
traverse  d'abord  l'arc  A'B' en  /?i  points  consécutifs,  puis  l'arc 
B'A'  en  fi  points,  puis  l'arc  A'B'  en  ni'  points,  etc.  La  série 
des  nombres  «/,  /«,  ni' ^  . . .  contiendra  au  moins  deux  nom- 
l)res  impairs.  Soit,  par  exemple,  nt'  le  premier  nombre  de  celle 
nature  que  contient  la  série.  Le  nombre  m  +  /i  H-  m'  étant 
impair,  le  tronçon  de  droite  contenu  entre  le  (/«  +  n  -\-  m' y^"^^ 
point  d'intersection  et  le  suivant  sera  intérieur  au  polygone; 
d'ailleurs,  ses  deux  extrémités  sont  l'une  sur  l'arc  A'B', 
l'autre  sur  l'arc  B'A'. 

Considérons  un  point  quelconque  de  ce  tronçon  de  droite. 
La  somme  de  ses  distances  aux  portions  q  et  q'  des  lignes 
polygonales  A'B'  et  B'A'  comprises  entre  les  deux  abscisses 
Xq-\-  '^  -A-  y.  el  Xi  — ■  '^j  —  y.  est  au  moins  égale  à  la  plus  courte 
dislance  de  ces  deux  lignes,  qui  est  ^d,.  Or,  lorsque  le 
point  se  déplace  sur  le  tronçon  de  droite  considéré,  sa  dis- 
lance à  q,  d'abord  nulle,  varie  d'une  façon  continue  et  devient 
plus  grande  que  d^ .  Il  existe  donc  sur  celle  ligne  un  point /^, 

où  celle  dislance  devient  égale  à  — î^-  La  dislance  de  ce  point 

a  q  sera  >>  — 

.2 

D'autre  part,  l'abscisse  de  ce  point  étant  égale  à  !•>  sa 

distance  à  un  quelconque  des  autres  points  des  lignes  A'B'  ou 
B'A',  dont  l'abscisse  est  moindre  queXo-i-^-{-7.  ou  plus  grande 
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fine   .r,  —  ^p  —  a,   sera  au   moins    égale   à  — '—  —  ^  —  a. 

(jiianLllé   qui,  pour  a  assez  petit,  devient  plus  grande  que 

toule  (pianlitc  d-^  inférieure  à  — —  [î.    La  plus  courte 

distance  du  point  considéré  au  polygone  P'  sera  donc  '^  l,  I 
désignant  la  plus  petite  des  quantités  |<i,  et  c/^. 

100.  Cela  posé,  le  lieu  des  points  du  plan  qui  sont  à  la 
distance  a  d'un  côté  du  polygone  P'  se  compose  de  deux 
droites  égales  et  parallèles  à  ce  côté  et  de  deux  demi-cir- 
conférences reliant  leurs  extrémités.  Traçons  ces  droites  et 
ces  cercles  pour  chacun  des  côtés  de  P'.  L'ensemble  de  ces 
lignes  auxiliaires  décomposera  le  plan  en  un  certain  nombre 
de  régions.  Considérons,  en  particulier,  celle  de  ces  régions 
qui  contient  le  point  p.  Elle  est  intérieure  à  P',  et  tous  les 
points  de  son  intérieur  seront  à  une  distance  de  P'  plus 
grande  que  a  Elle  sera  limitée  par  un  contour  fermé  R  sans 
point  multiple,  dont  chaque  point  sera  à  la  distance  a  de  P'. 
Le  cercle  de  rajon  /  —  a,  décrit  du  point  p  comme  centre, 
sera  en  entier  dans  son  intérieur.  Au  contraire,  tous  les 
points  de  la  courbe  C  lui  seront  extérieurs,  car  leur  distance 
à  P'  est  ■<  a. 

Décomposons  le  contour  R  en  éléments  infiniment  petits 
par  des  points  de  division  a,  «',  c(!\  ....  Soient  ab,  a' b' ,  . . . 
des  droites  de  plus  courte  distance  menées  de  ces  points  au 
contour  P'.  Ces  droites  auront  a  pour  longueur  commune. 
Elles  ne  peuvent  rencontrer  sur  leur  parcours  ni  R  ni  P';  car, 
si  cela  avait  lieu,  on  aurait  sur  R  un  point  dont  la  distance  à 
P'  serait  <<  a.  Elles  resteront  donc  dans  l'espace  annulaire 
compris  entre  R  et  P'.  Enfin,  elles  ne  peuvent  se  couper  mu- 
tuellement; car,  si  ab  et  a' b' ^  par  exemple,  se  coupaient  en 
un  point  de  leur  parcours,  on  aurait  évidemment 

ab'  -\-  a' b  <.  ab  -\-  a'  b'  <.'2:l\ 
l'une  des  deux  distances  ab\  a' b  serait  donc  <!  a.  On  aurait 
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donc  ici  encore,  sur  11,  un  point  dont  la  distance  à  1*'  serait 
<a. 

Cela  posé,  soient  rtZ>,  a' h'  deux  lignes  de  plus  courte  di- 
stance consécutives.  A  la  portion  Och'  du  polygone  P',  com- 
prise entre  b  et  b',  correspond  un  arc  BB'  de  la  courbe  C, 
dont  les  extrémités  B,  B'  sont  respectivement  à  une  distance 
<;  a  de  6  et  de  b'.  La  distance  rectiligne  des  points  B,  B' 
sera  infiniment  petite,  car  elle  est  au  plus  égale  à 

Bb  ^  ba  -h  aa'  ^  a'  b'  -\-  6'B', 

quantité  moindre  que  \y.-T-  aa' .  Donc  tous  les  points  de  Tare 
BB'  sont  à  une  distance  infiniment  petite  de  B,  Il  en  sera  de 
même  des  points  de  la  ligne  polygonale  bcb'^  dont  chacun  est 
('•loigné  de  moins  de  a  de  l'un  des  points  de  BB'.  D'ailleurs  la 
ligne  polygonale  hbaa' b')à'  est  également  infiniment  petite. 
Donc  tout  le  contour  polygonal  baa' b' cb  sera  contenu  dans 
un  cercle  de  rayon  infiniment  petit  décrit  autour  de  B,  et  tous 
les  points  de  la  région  intérieure  à  ce  contour  seront  infini- 
ment voisins  de  B. 

Donc  tout  point  de  la  région  annulaire  comprise  entre  II 
et  P'  sera  infiniment  voisin  de  la  courbe  C. 

Le  contour  B,  dont  nous  venons  d'établir  les  propriétés, 
est  formé  de  lignes  droites  et  d'arcs  de  cercle;  mais  ces  arcs 
de  cercle,  s'il  en  existe,  tournent  leur  convexité  vers  l'inté- 
rieur de  P'  et,  en  remplaçant  chacun  d'eux  par  un  polygone  in- 
scrit dont  les  côtés  soient  assez  multipliés  pour  que  la  distance 
du  cercle  au  polygone  soit  moindre  que  la  plus  courte  di- 
stance de  R  à  P'  et  à  C,  on  obtiendra  un  nouveau  polvgone  S 
uniquement  formé  de  lignes  droites  et  jouissant  des  mêmes 
propriétés  que  R,  à  savoir  :  i"  il  n'a  pas  de  point  multiple  ; 
2°  il  contient  à  son  intérieur  un  cercle  de  rayon  fini;  3"  il 
laisse  à  son  extérieur  tous  les  points  de  P'  et  de  G;  4"  tout 
point  de  l'espace  annulaire  compris  entre  P'  et  S  est  infini- 
ment voisin  de  C. 

101.   On  pourrait  considérer  de  même,  parmi  les  régions 
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dans  lesquelles  le  plan  est  décomposé  par  les  lignes  droites 
et  les  eercles  auxiliaires,  celle  qui  est  extérieure  à  toutes  ces 
lignes.  On  verrait  aisément,  par  des  considérations  toutes 
semblables  à  celles  que  nous  avons  développées,  que  tous  ses 
points  sont  à  une  distance  de  P'  plus  grande  que  a;  qu'elle 
est  limitée  par  un  contour  fermé  R',  sans  points  multiples, 
enveloppant  le  polvgone  P'  et  la  courbe  C,  et  dont  tous  les 
points  sont  à  la  distance  a  de  P';  que  tous  les  points  de  l'es- 
pace annulaire,  compris  entre  R'  et  P',  sont  infiniment  voisins 
de  C;  enfin,  qu'on  peut  remplacer  IV  par  un  polvgone  S'  ex- 
clusivement formé  de  lignes  droites  et  jouissant  des  mêmes 
propriétés. 

102.  Il  est  donc  établi  qu'on  peut,  quelle  que  soit  la  quan- 
tité £,  trouver  deux  polvgones  S,  S' sans  points  multiples, 
intérieurs  l'un  à  l'autre,  entre  lesquels  la  courbe  se  trouve 
contenue,  et  tels  que  chaque  point  de  l'espace  annulaire  qui 
les  sépare  soit  à  une  distance  de  C  moindre  que  s. 

Soient  r, ,  r/  les  plus  courtes  distances  de  ces  polygones  à 
la  courbe  G;  ci  une  quantité  moindre  que  y,  et  r/.  On  pourra 
trouver  deux  nouveaux  polygones  S,,  S,,  intérieur  et  exté- 
rieur, dont  l'écartement  à  la  courbe  soit  <^^\\  ils  seront 
évidemment  compris  entre  les  deux  autres. 

Continuant  ainsi,  on  pourra  former  une  série  de  poljgones 
intérieurs  de  plus  en  plus  grands  S,  Sj,  .  .  .,  et  une  série  de 
polvgones  extérieurs  S',  S,,  .  .  . ,  comprenant  toujours  entre 
eux  la  courbe  C  et  s'en  rapprochant  de  plus  en  plus. 

Les  points  du  plan  seront  de  trois  sortes  : 

1°  Ceux  qui,  à  partir  d'un  certain  terme  de  la  série,  de- 
viendront extérieurs  aux  polygones  S',  S,,  .  .  .;  on  les  nom- 
mera/)omf5  extérieurs  à  la  courbe; 

1"  Ceux  qui  sont  intérieurs  à  partir  d'un  certain  moment 
aux  polygones  S,  S,,  ...  ;  on  les  nommera />om/5  intérieurs 
à  la  courbe; 

3"  Ceux  qui  sont  intérieurs  à  tous  les  polygones  de  la 
suite  S',  S',,   ...,  mais  extérieurs  à  tous   les  polygones  S, 
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S|,   ....  Ces  |>oiiils,  (Joui  la  dislancc  à  lacourlK!  est  iiioiiKlfc 
que  loulc  qiianliLc  assignable,  seront  silin'-s  sur  elle. 

Il  est  donc  établi  que  loule  courbe  conliniie  (]  divise  le 
plan  en  deux  régions,  lune  extérieure,  l'autre  intérieure, 
cette  dernière  ne  pouvant  se  n'duirc  à  zéro,  car  elle  contient 
un  cercle  de  ravon  fini. 

103.  Deux  points  intérieurs  y,  q'  peuvent  loiijours  être 
réunis  par  un  trait  polygonal  intérieur  à  la  courbe.  Il  existe, 
en  edet,  dans  la  série  S,  S,,  ...  des  polygones  intérieurs, 
un  polygone  S/  f|ui  les  contient  tous  deux.  Par  les  points  ry, 
7',  menons  des  droites  ([uelconques  qui  coupent  ce  polygone 
en  /•  et  /■'.  Les  droites  qr,  q' r' ,  jointes  à  l'un  des  deux  arcs 
de  S/  fpii  réunissent  /■  à  /'.  satisferont  à  la  cpiestion. 

Deux  [)oints  extérieurs  pourront  être  réunis  d<;  même 
sans  traverser  la  courbe. 

Au  eonlrair^'.  loulc  ligue  coiiliiiiic  1).  (|iii  joint  un  point 
intérieur  y  à  un  ])oint  extérieur  <y',  coupera  nécessairement 
la  courbe  C  Soient  en  effet  11  l'argument  dont  la  variation 
donne  les  divers  points  de  D;  ;/„.  u'  les  \aleurs  de  cet  argu- 
nienl  aux  |)oinls  q.  q' . 

Considérons  l  ensemble  des  valeuis  de  //  comprises  entre 
//y  et  ;/'.  Celles  de  ces  valeurs  cpii  correspondent  à  des  points 
intérieurs  à  C  forment  un  ensemble  boriK-.  Soit  L  son  maxi- 
mum. Le  point  L,  appartenant  à  la  Irontière  entre  les 
points  intérieurs  et  les  points  extérieurs,  sera  sur  la  courbe  C. 

lOi.  Une  ligne  L  continue  et  sans  points  multiples,  tracée 
dans  l'intérieur  d'un  contour  continu  C  sans  [)oiiil  multiple 
et  ayant  ses  extrémités  sur  ce  contour,  partage  l'intérieur 
de  C  en  deux  régions  séparées. 

Plus  généralement,  considérons  une  région  II  du  j)l.in  limi- 
tée :  I  '  par  n  contours  fermés  sans  points  multiples  (j,,  .... 
(j,,^  extérieurs  les  uns  aux  autres;  2"  j)ar  un  autre  contour 
analogue  Co  qui  les  contient  dans  son  intérieur.  On  |)ouria. 
sans  partager  R  en  régions   séparées,    tracer  /i   lignes  cont^ 
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ntics  r^i,  ...,  \j„,  r(-iinissanl  respectivement  les  contours 
(^1,  .,.,(j/^aii  contour  (^o-  Mais,  cela  fait,  toute  nouvelle 
ligne  continue  \j„j^t,  juij^nant  deux  (|uelconf|ues  des  points 
frontières  de  il,  divisera  l\  en  deux  régions  dislinclcs. 

On  exprimera  cette  propriété  d'une  manière  abrégée  en 
disant  que  Vordre  de  connexité  de  R  est  égal  à  /î  -+-  i . 

Ces  propositions  sont  évidentes  dans  le  cas  où  Cq,  C|,  ..., 
C«  sont  des  polygones,  et,  si  ces  contours  sont  courbes,  nous 
avons  vu  qu'on  peut  les  considérer  comme  des  limites  de 
polygones. 

lOo.  CouvvBEs  RECTiFiABLES.  —  Cousidérous  unc  courbe 
définie  par  les  équations 

Soient  to,  t^ ,  ....  t,,^  T  une  série  de  valeurs  du  paramètre  l  ; 
■^otyo'i  -^1)  J'i!  •  •  •  '  ^1  Y  les  valeurs  correspondantes  de  J", 
y.  Le  périmètre  du  polygone  inscrit  à  la  courbe,  et  dont  ces 
|)oints  sont  les  sommets,  sera 


(  I  )  ^  V'V^V  +  l  —  •^■A-)'  ^  1  JA  +  l  —    V/:  j-. 

Si  cette  somme  tend  vers  unc  limite  déterminée  et  con- 
stante, lorsque  les  intervalles  t/,_^,  —  t/{  dans  lesquels  on  a 
divisé  l'intervalle  T  -^  t^  décroissent  indéfiniment  d'ampli- 
tude, celte  limite  représentera  la  longueu/'  de  l'arc  de 
courbe  correspondant  à  cet  intervalle. 

Pour  que  celte  limite  existe,  il  faut,  en  premier  lieu,  que 
la  somme  (i)  ne  puisse  pas  croître  indéfiniment  par  un  choix 
d'intervalles  quelconque.  Or  l'expression 


est  au  moins  ('gale  à  {j-h+s  —  ■'''/,  |  cl  à  |^'a+i — J'k\,  mais  ne 
peut  surpasser  la  somme  de  ces  quantités.  Pour  que  cette 
première  condition  soitremplie,  il  est  donc  nécessaire  et  suf- 
fisant que  les  sommes 
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soient  liiiiit<'i-s  i-l .  |i;iiMii(f.  <|>i(*/'(/)  ct  S(  /)  soient  <!('>  fnnc- 

I  II  ill-<    .1    \  .1  I  I   il  II  III    In  illli'i-  , 


l<H».  Sii|>|(<tot>it:%  t  «II»-  «itnililinn  rrniplir,  ri  ^oii  I.  !••  niiixi- 
iiuiiii  (lu  |M-nini''tri'  des  |)ol\^'iiiii-s  pDssiMrs.  Il  r.iinlr.i  cncdri- 
i|iH'  \r  péniMi'li  r  «If  tonl  poK^'onr,  pour  Irijurl  Ir»  inln- 
N.lllr^     /,  .  ,  /j    siitit     sn||l>,i|i||lirllt      jHllts.     Hojl     ;iU'*"»l     XoiMIl 

(|u'uii  vouili'.i  lie  !.. 

(  !li**r(-lioii-<  il  r\|iiiiii'i  ^iii.ilx  li<|ii>-iii<-nl  ««'Itt*  condilion. 
Nous  >avons  luwl  il  .ili<ml  71  i|iii-  !'•>  lonctions  _/"(!-♦- 0), 
'i(/  -r-  0  ),  /'(  /  —  0).  -i  t  —  0  I,  où  0  f>l  un  infininii'nt  pclil  po- 
silif,  lenil'i.t  \.f  >  .{.  *  limii.  -   /"  /    .    ...     ;    /        ...     f  '        «>  ■. 

•fC-o). 

(]r\.t  jiosr,  soit  i*  Ir  prniiiiln'  d  un  |»Mlv>;onr  II  roncspon- 

(Lint  iiii\  poiiit'^  (le  division  / li,,   ...  (*t  soil  /  un  point 

(pieleompie  inleriiK-dMire  entre  (>,  et  U.\-  iulrodiiison>  deux 
nouM'.iiix  |ioiiit>  de  disi>iitii  /  o  e!  /  'j  (•j;aleineiil  com- 
pris dans  rinlerv.ille  de  t/,  à  t/,^,.  Le  nouveau  polv^one  II' 
ainsi  ohlcnii  diUV-r.int  t\\i  premier  par  le  remplacomenl  de 
riiii  de;  SCS  C(Jtés  par  une  li^'ne  hriséc,  son   p('rini("'lrc  V  seni 

Introdiiisoiis  le  nouveau  point  de  di\ixi.iii  /.  \..ii«,  «.l.iii n- 
drons  un  troisif'-nie  polv;,'()ne  II'(pii  (lifTt-ie  de  II'  p  tr  le  rem- 
placement ijii  enli'  i|tii  imiil  le-.  j»oinl-.y"(^  —  0  .  ,  <  I 
/((  -+-  0  I.  ■:.  (  0  1  par  les  deux  li;,'iies  (pii  joi;;;neiil  i  •■■.jxcli- 
vemenl  ces  deux  points  au  point  /".  /  i.  -j.    f  ). 

Sup|)osoiis  (pie  0  dt'croisse  ind«'-liniinent  :  le>  points /"('/  —  o), 
.p(/  —  o)  el/{t  -f-  o).  3(/  -+-  0)  tendront  vers  les  points  fixes 
/(/  —  o),  ■s{t  —  o)  ct/(/  -h  o).  riit  -r-  o);  et,  si  le  point/(^/), 
^{t)  n'est  pas  sur  la  portion  de  dr(»ite  (pii  joint  ces  deux 
points,  nous  obtiendrons,  p.n-  radjoiielion  du  nouveau  point 
do  division  /.  un  accroissement  de  pt'rinu'-tre  lini.  Soit  a  cet 
accroissement.  Le  pt'rimètre  du  nouveau  j)olyj;(>ne  étant  au 
plus  i';;;il  ,1  L,  (  rjiii  il  il  p(d  vgouc  II  lie  pourra  surpasser  L  —  a, 

et  cela  (pielipie  rapprocln's  (pie  soient  les   points  /„.  /, 

t/, tant   (]ue  le  point  t  ne  fer;i  pis  partie  de  cette  suite. 
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ÏNoiis  ailivoiis  (Jonc  à  ce  rcsiilUiL  (|ue,  pour  toiile  valeur 
de  t  comprise  dans  l'intervalh»  de  /„  à  T,  le  point  /(^),  çp(f) 
doit  être  s«ir  le  segment  de  droite  (pii  joint  les  poinlsy"(/  +  o), 

«?('  +  o)et/(/— o),   cp(/  — o). 

107.  Celte  condition  est  suffisante.  J*^n  eflTel,  soit  z  une 
quanlili''  rpielconque.  On  pourra  déterminer  une  division  en 
intervalles  /„,  ^i,  ..  .,   /a,   ..  .,  T,   telle   que  le  périmètre  1* 

du  polvyone  correspondant  soit  >>  L —  -• 

Soit  /q,  /, ,  ....  l'j  ^  ...  une  autre  division  en  intervalles 
assujettis  à  la  seule  condition  d'être  tous  moindres  qu'une 
quantité  fixe  o  ;  nous  allons  montrer  que,  si  o  est  suffisam- 
ment petit,  le  périmètre  P'  du  polvgone  ainsi  obtenu  sera 
plus  grand  que  L  —  t. 

Considérons,  en  elTet,  un  troisième  polygone  obtenu  en 
prenant,  pour  points  de  division,   tous  les  points  tk  et  tous 

les  points  i'^ .  Son  j)érimètre  P"  sera  ^  P  >  L  —  -• 

Evaluons,  d'autre  part,  la  différence  entre  P'  et  P',  en  sup- 
posant que  0  ait  été  pris  <<  o',  o'  désignant  le  plus  petit  des 
intervalles  /y^^,  —  tk-,  auquel  cas  deux  quelconques  des  points 
tk  seront  séparés  au  moins  par  un  point  de  la  série  t'- . 

Soient  //  le  nombre  total  des  points  de  la  première  divi- 
sion; n'  le  nombre  de  ceux  de  ces  points  qui  n'appartiennent 
j)as  à  la  seconde  division.  Soient,  enfin,  t/,  l'un  de  ces  der- 
niers points,  t'-  et  t[_^^  ceux  des  points  t'  entre  lesquels  il 
tombe.  Le  côté  t'-  t'-^^  du  polygone  P'  sera  remplacé  dans  P" 
par  les  deux  côtés  t'-  //,,  tj^t'-^^. 

Or  la  distance  t'^lh  diflere  de  la  distance  (/a —  t>,  h)  d'une 
quantité  au  plus  égale  en  valeur  absolue  à  la  distance 
{t'i,f/i — o);  de  même  ^a//+)  diflere  de  (^a,  //,+  o)  d'une 
(juantité  au  plus  égale  en  valeur  absolue  à  (^/^_,i  ^a+o); 
enfin  /)'/^,  diffère  de  (^a — t),  /a+o)  [lequel  est  égal  à 
(/a —  o,  /a)  4-  (^A,  ^A+  o)]  d'une  quantité  au  plus  égale  en 
valeur  absolue  à  (t'- ,  ^a— o) -f- (^a+ o,  t'^■^^).  On  aura  donc 

t'î  tk  +  ti, L'i^^  —  t\  t\^ ,  ;;  2  (  ^; ,  </,  —  o )  4-  2  ( tk  +  o,  ^;^ ,  ) . 
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Or  les  distances  [t'- ,  /^ —  o)  et  (<a+  Oi  ^/+()  tendent  vers 
zéro  avec  5.  On  peut  donc  trouver  une  quantité  Oy;,  telle  que, 
pour  toute  valeur  de  o  inférieure  à  oy;,  chacune  de  ces  dis- 
tances soit  moindre  que  ^;  on  aura  dès  lors 

A  chaque  point  ti^  de  la  première  division  qui  n'appar- 
tient pas  à  la  seconde,  correspond  ainsi  une  quantité  o/;.  Si 
nous  prenons  pour  o  une  quantité  moindre  que  la  plus  pe- 
tite des  qiumtités  o, ,    .  .  .  ,  o^,  ...    et  o',  nous  aurons  donc 

P" _  p'  ^\    (  t',  t,.  4-  t;,  t-^,  -  l- 1-^,)  =  n'  -L  -  î  , 

^/,  2  ti       î 


d'où 


P'=P"-  -  =  L 

^  2  ^ 


108.  Si  Tare  de  courhe  compris  entre  les  points  tç^  et  T  a 
une  longueur  déterminée  L,  et  qu'on  prenne  un  point  t 
quelconque  intermédiaire  entre  ^o  et  T,  les  deux  arcs  par- 
tiels ^o' 6t  ^T  auront  également  des  longueurs  déterminées 

L',  L",  et  l'on  aura 

L'+L"=L. 

En  effet,  L  est,  par  définition,  le  maximum  du  périmètre 
des  polygones  inscrits  à  l'arc  t^T.  Parmi  ces  polygones,  il 
en  est  qui  n'ont  pas  de  sommet  en  /;  mais,  en  intercalant  ce 
nouveau  sommet,  on  ne  fait  qu'accroître  le  périmètre.  On 
peut  donc,  pour  la  détermination  de  L,  ne  considérer  que 
les  polygones  qui  admettent  t  pour  sommet.  Or  ceux-ci  sont 
formés  de  deux  polygones,  inscrits,  lundans  l'arc  ^o  ^)  l'autre 
dans  Tare  tï .  En  appelant  P,  P',  P"  les  périmètres  des  trois 
polygones,  on  aura  toujours 

P'4-P"=P. 

Donc,  P  étant  limité,  P'  et  P"  le  seront  également,  et  L, 
maximum  de  P,  sera  la  somme  des  maxima  partiels  L',  L". 
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Tl  résullc  de  là  que  l'arc  t^^t^  où  le  point  t  est  considéré 
comme  variable  de  /q  à  T,  est  une  fonction  de  /,  essentielle- 
ment positive  et  croissante.  Nous  la  désignerons  pars.  Cher- 
chons quelles  nouvelles  conditions  sont  nécessaires  pour 
qu'elle  soit  continue. 

i09.  Lorsque  t  s'accroît  de  la  quantité  //,  raccroissement 
de  l'arc  est  évidemment  égal  à  la  longueur  de  l'arc  compris 
entre  les  points  ^  et  ^  +  h.  Intercalons  donc,  entre  t  eit  ^  Ji, 
une  série  de  valeurs  intermédiaires  t^^  ...,  t,t\  écrivons, 
pour  plus  de  svmétrie,  ^o  et  <„_,.,  à  la  place  de  <  et  <  + A; 
l'accroissement  cherché  As  sera  le  maximum  de  l'expression 


0 

lorsqu'on  fait  varier  le  mode  de  division  de  l'intervalle*,  on 
aura,  par  suite, 

5'f(^!)-?(0- 

Faisant  tendre  /,  vers  i,  les  seconds  membres  de  ces  iné- 
galités tendront  respectivement  vers 

fit-i-o)-f{t)     et     o(;-i-o)-o(0. 

Si  donc  ces  expressions  ne  sont  pas  nulles,  As  ne  pourra 
décroître  indéfiniment  avec  /i,  et  l'arc  sera  discontinu. 

En  changeant  le  signe  de  /?,  on  verra  de  même  que  l'arc 
sera  discontinu,  si 

f{t-o)-/{t)     et     o{t-o)-o{t) 
ne  sont  pas  nuls. 

110.   Supposons,  au  contraire,  qu'on  ait 

/(^-o)=/(^-o)=/(0, 
o{t  —  o)  =  ç(;  +  o)  =  o(0, 
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ce  qui  expriruc  (|im>  /(/)  cl  '^(/)  sont  continues.  L'arc  s  ser;i 
lui-inèinc  continu. 

Kn  elFcl,  on  aura  (T2) 

?(0=?.(0-  'fî(0, 

y, ,  /o,  'i,.  'j_,  étant  des  fonctions  continues  et  non  décrois- 
santes. On  aura,  [)ar  suite, 


1 


.Vf    i/(^A-^,)-/(^A)n 


n 

■Il 


l/iih-.^)  -  Ait,)  -  Mh^i)  -^  Aih)\' 

ri  (  ^/.-l  )  -   'f  1  (  ^A-  )  -   ? 2  (  ^/.-^l  )  +   ?2  (  «A  )  I 


0 

Or  chacun  des  quatre  termes  de  cette  expression  tend 
vers  zéro  avec  A,  puisque  /,,  f^i  cJ),  '^i  sont  des  fonctions 
continues. 

Nous  nommerons  courbes  reclifiahles  celles  dont  Tare  a 
une  longueur  déterminée,  fonction  continue  de  t.  D'après 
ce  que  nous  venons  de  voir,  on  les  reconnaît  à  ce  caractère 
que  les  fonctions  y(/)  et  '■i(^)  sont  continues,  et  à  variation 
liniitée. 

111.  Si  les  fonctions  f{t)^  '■?(')  ont  des  dérivées  conti- 
nues au  point  <,  l'arc  s  aura  lui-même  une  dérivée,  égale  à 
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On  a,  en  cfTct, 

/(//,.H,)    -f{t,)^-f{-.,)   (0,^1-   //,.), 

Ta  cl  T^  clant  compris  cnlrc  t^  et  /a^-i  et,  a  forliori,  cnlre  / 
et  t-\-  h. 

On  en  conclut 


Oi'  V'/'"('^A)-+--f'-(-Â)   difTère  de    ^'f^t) -h  :^'-{t)    d'une 
quantité  moindre  en  valeur  absolue  que 


D'ailleurs  les  fonctions/'  et  cp'  sont  continues  ;  donc,  en  pre- 
nant h  assez  petit,  on  pourra  rendre  \f'{~k) — /'(O  I  ^^ 
\'^'{~'k)  —  'f'(^)I  iwoindres  qu'une  quantité  positive  quel- 
conque £. 

On  aura  donc 

Donc 

(  2  )  j-  y  V^[y\^A-+l)-/(^;t)]'^[T(^A+l)-?UA)J^ 

sera  compris  entre 


et 

Multiplions  indéfiniment  les  valeurs  intermédiaires  ^,,  ..., 
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/yi,  ..  .:  la  somme  (:î)  tendra  vers  -,  ,  (lui  sera  encore  com- 
^  /i      ' 

pris  entre  les  deux  nombres  ci-dessus. 

Si  h  décroît  indéfiniment,  on  |)ourra  faire  tendre  en  même 

temps  t  vers  zéro,  et  l'on  aura  à  la  limite 

11m  j^  =  v//"(0-+-?'n^)- 

112.  La  région  R  du  plan  intérieure  à  une  ligne  recli- 
fiable  (fermée  et  sans  point  multiple)  est  toujours  cpiar- 
rable. 

Partageons,  en  ellet,  le  p('-ri mètre  L  de  cette  ligne  en  arcs 

égaux  de  longueur  -,  et  décomposons  le  plan  en  carrés  de 

côté   -•    Il  est   évident  rrue   chacun    des  n   arcs   obtenus   ne 
n  ' 

pourra  rencontrer  plus  de  quatre  de  ces  carrés.  La  somme 

des  aires  des  carrés  qui  rencontrent  la   frontière  de  R   est 

I  -         '  I  - 
donc  au   plus  égale  à    in—,  = Cette  expression  tend 

vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment;  B  est  donc  quarrable. 

113.  Une  courbe  dans  l'espace  peut  être  représentée  par 
trois  équations 

Elle  sera  continue,  si  les  fonctions  J\  '^,  'l  le  sont. 

Nous  appellerons  longueur  d'un  are  de  cette  courbe  ta 
limite  du  périmètre  d'un  polygone  inscrit. 

Des  raisonnements  identiques  à  ceux  des  n°^  lOo  à  111 
montrent  : 

1°  «Que  pour  que  cet  arc  s  existe  et  soit  une  fonction  con- 
tinue dé  ^,  auquel  cas  nous  dirons  que  la  courbe  est  recli- 
fiable,  il  faut  et  il  suffit  quc/(^),  'f(O)  'K^)  soient  conti- 
nues, et  à  variation  bornée; 

i"  Que  .s  est  une  fonction  croissante  de  l: 
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3"   Que  si  ./(/),  ^{l),  '^'(O  aJ'iifil^lenl  au  point  /  des  déri- 
vées eonlinues,  s  admettra  une  dérivée,  égale  à 


IX.  —  Fonctions  élémentaires. 

114.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  passer  en 
revue  certaines  fonctions  particulièrement  simples,  que  l'on 
désigne  sous  le  nom  de  fonctions  élémentaires. 

Fonctions  rationnelles. —  Considérons  l'expression  Ajc", 
où  A  est  une  constante  el  n  uri  entier.  En  lui  appliquant  la 
règle  du  n°  75  pour  former  la  dérivée  d'un  produit,  il 
viendra 

(Aj7")'         I         I  n 

i\x"-  XX  X 

(A^")'  =:/iA.r"-'. 
La  dérivée  d'un  polynôme  entier 

A.r"  +  B^"'-i-.  .  . 
sera  donc 

/iAj?"-'-i-  mBa-'"-'-h.  .  .. 

Celle  d'une  fonction  rationnelle  - -,  quotient  de  deux  poly- 
nômes, s'en  déduira  immédiatement  (75). 

115.  Logarithme.  —  On  donne  le  nom  de  logarithme 
arithméticjue  de  ,r  à  la  fonction  définie  par  l'équation 


.og,r=  / 


a 


la  variable  x  étant  supposée  positive. 

Cette  fonction  a  pour  dérivée  —,  et  s'annule  pour  x  ^=  \ . 

Elle  est  d'ailleurs  croissante. 

On  a,  d'après  cette  définition,  y  désignant  une  seconde 
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variable  positive, 

jï  dxY        dx        dy         ,.  ,. 

ctLogxy  =  — ^  ^ 1 — ■—  :=  dLo^x  -h  a  Log  )•, 

°    -^         xf  X         y  °  "" 

d'où 

hogxy  =  Log.r  4-  Log/  +  C. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  [)OSons  x  =^  i,  y  =^  i;  les 
logarithmes  s'annulent  tous;  donc  C  =  o,  et 

(i)  Logo^j  =  Log^ -i- Logj. 

Pour  la  valeur  particulière  y=      ■>  cette  équation  devient 

(2)  Logj7  +  Log-  =z  o. 

Si  X  tend  vers  x,  il  en  est  de  même  de  son  logarithme. 
Soit,  en  effet,  a  un  nombre  quelconque  >  1;  dès  que  x  sera 
devenu  plus  grand  fjue  a"^  on  aura 

Log  j;  >■  Loga"  >-  n  Log<7, 

quantité  qui  tend  vers  oc  avec  Ji.  Loga  étant  positif. 

Si  X  tend  vers  o,  Log\r  tendra  vers  —  x  en  vertu  de  l'é- 
quation (2). 

116.  Exponentielle.  —  Le  logarithme  de  x,  étant  une 
fonction  croissante,  ne  reprend  jjas  deux  fois  la  même  va- 
leur. 11  a  donc  une  fonction  inverse.  On  la  nomme /b/ic^/o/t 
exponentielle,  et  on  la  représente  par  c".  Cette  fonction  est 
ainsi  définie  par  l'équation 

.  X  =z  Lo^y. 

Elle  croît  avec  j?,  est  égale  à  zéro  pour  x  =^  —  a:  ;  à  1  pour 
X  =^  o]  à  ce  pour  j?  z=  -h  X.  Pour  .r  =:  i ,  elle  prend  une  va- 
leur déterminée  e,  que  nous  calculerons  plus  tard. 
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Klle  a  pour  dérivée 

dy  _  _i_  _   ^_.    X 
dx         dx        -^  ~ 
dy 
Donc 

(3)  {e^)'~e^. 
Posons  eniîn  dans  la  formule  (i) 

Logx  =  //,         Log7  =  c; 

d'où 

Logx/  ZL-  u  +  f. 

On  en  déduit 

j?  =  e",  J=:e'',  ^J  :=£"+" 

et,  par  suite, 

(4)  e"e"=:e"+". 

En  particulier,  si  r  = —  //,  il  viendia 

(5)  e"e-"  — I. 

117.   Fonction  x'" .  —  Nous  désignerons  par  le  symbole 
x'"-  la  fonction  définie  par  l'équation 

(6)  ^,  —  g/«L0ï,.^ 

X  étant  une  variable  positive. 

Si  m  est  un  entier  positif,  elle  est,  d'après  la  formule  (4), 
le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  e*-"^'  ou  x]  si  /«  est  négatif, 

ce  sera  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  —  •    Si  m  est  une 


P 
sance  </, 


fraction-,   on   aura,   en    élevant    l'équation   (6)  à   la  pui> 

yq-_^eP^° '■'-=.  xP. 


Donc  y  sera  la  racine  positive  de  l'équation  binôme  ci-des- 
sus. Cette  racine  |)Ositive,  évidemment  unique,  se  nomme  la 
racine  q""'^  arilliniélirjue  de  xP. 
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Généraicmcnl,  v  =  J:'"  tendra  vers  o,  i,  -f- x  lorsque 
niLo'^x  leiidni  rcspeclivemenl  vers  — ce,  o,  4-^-  Si  (Jorn 
on  suppose  /n  |)ositir  cl  croissanl  indélininicnl.  x'"  Icndru 
vers  o  ou  vers  td  sulvaiil  que  x  <C  i  ou  .r  >>  i . 

On  a  évidemment 

(  ~\  X'"  JC"  ::::i  (-"'Log.igi  Loç.r  __  g(  m  4-/i)  Log.>  -— -  j^m-i-ii 

(  8  )  (  X'"  ) "  =  e"  ''"»  •* ""  ^  e'""  '■"K •'■  =  ^"' "  . 

On  trouve  enfin,   en   appliquant   la    règle   pour    (l<'ri\er   le> 
fonctions  de  fonctions 

(  9 )  {^'"Y  ~-  e'"  '-°" •'  —  —  X'"  ~  —  ni .1'"  - ' . 

lormuh;    (jui    n'avait    été    établie  jusqu'à   présent   (jue   pour 
//i  entier  [josilir. 

118.  Fonctions  Irigononiétriques.  — Les  fonctions  sinjr', 
cosor,  tanga;,  col^  étant  définies  comme  dans  les  éléments, 
il  est  aisé  de  déterminer  leurs  dérivées. 

Remarquons  d  abord  que,  si  1  on  change  x  en  x  ~r  h.  \{> 
accroissements  de  sin^  et  de  cosx  seront  les  projections  de 
l'arc  II  sur  les  deux  axes  coordonnés,  et  leur  module  ne  pourra 
surpasser  h.  Donc  sinx  et  cosj:^  sont  continus. 

On  a  en  second  lieu 


d  oi 


.h  1     ,        ,  /' 

2  sin  —  =  corde  li  <i  n  <. -i  tanjr  -  > 

'2  1 


.    h 

,         2  sm  — 

h  2 

ces  —  < 


h 


Si  /?  tend  \ers  zéro,  cos-  tend  vers  i;  donc 


.    /i 
2  sm  — 
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Cela  pose,  on  a 

sin(.r  -+-  /i)  —  sin.î; 


(sin  x)'^:::  lll 


h 


(10) 


.    h 

2  SI  11  -  .  , 

=z  lira  — - — -  cos  (  J7  H —  1  =  cos  J7 


et,  par  suile, 
(ij)     (coso:)'    = 

(12)    (tang.r)'  = 

(i3)    (cot^)'    = 


:z= —  Slll  J^^', 


sin^ 
cosx 

cos^ 
sin  j: 


cos-.r  4-  sin- J7 
cos- j: 

cos^  J7  +  sin^.r 


119.  Fonctions  trigonoméfriques  inverses.  —  Si  nous 
faisons  parcourir  à  la  variable  x  la  suite  des  valeurs  com- 
prises entre  kr: et  A-+  -j  la  fonction  ?^=^  sin.r  prendra 

^  22  '■ 

successivement  les  valeurs  comprises  entre  —  i  et  +  1 ,  et 
chacune  une  seule  fois.  On  peut  donc  réciproquement  con- 
sidérer X  comme  une  fonction  de  a,  définie  dans  l'intervalle 
de  —  I  à  4-  I . 

Cette  fonction  'Ja('<)'  i'^^ei'se  de  sin.r,  admettra  une  dé- 


rivée égale  à 


(-0'^- 


(^5ln.^■j         cosx'        i  j (fi 

le  radical  devant  être  pris  avec  sa  valeur  arithmétique;  car, 

lorsque  x  est  compris  entre  k~ —  -  et  Ati -f-  ->  son  cosinus 
^  ^  22 

a  le  signe  de  ( —  i)'^. 

La  dérivée  précédente  cesse  d'ailleurs  d'exister,  en  deve- 
nant infinie,  pour  les  valeurs  extrêmes  u  =^±  i . 

120.   Considérons  l'arc  de  courbe  représenté  par  léqua- 
lion 


v.vni.vrtLEs  réelles.  i  i3 

Aux  deux  extrémités  de  cet  are,  on  a  rc>i|)oeti\eiiieiil 

X  ^  kr.  —  -  )  //  —  si n  (  /. \  r~  —  (  —  i)''\ 


u  -—  si n  (  /.  -  —  7  )  "—  — 


2 

jrz=  kr.  -{-  -■,  </ =  sinf /.T  4- -  j  =       (—')''• 

Si  donc  A"  est  un  nombre  pair  2/;/,  on  auia  |)Our  //  :^  i , 

X  :=  2  «î  r  H —  j 

et  pour  M  =  —  I , 

J"  =  2/«-  —  '  • 
Donc 

?2/«(l)  =  im-  -r-    -,  ?2m(—  l)  =  2W-  —        • 

Au  contraire,  si  A"  est  un  noniltre  impair  un  --  1,  011  aura 

'fa/«-Hi(i)  =  (2m  +  i)-  —  -■)  'f2/«+i(—  0  =  (2/"  +  1)-  +  Y 

Il  résulte  de  ces  formules  qu'on  a 

L'arc  de  courbe,  représenté  |)ar  l'équation 

se  raccordei'a  donc  à  ses  deux  extrémités  avec  les  arcs  repré- 
sentés par  les  équations 

Oir  se  trouve  donc  naturellement  conduit  à  considérer 
l'ensemble  de  ces  divers  arcs  comme  constituant  une  courbe 
unique  dont  ils  seraient  les  tronçons,  et  les  fonctions  'f;<{if) 
comme  formant  autant  de  branches  d'une  fonction  unique, 
laquelle  aura  pour  chaque  valeur  de  u  une  infinité  de  valeurs 
J.  -  I.  S 
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(lislinclos,  iui  li(Mi  (rtinc  seule,  comtne  nous  l'avons  admis 
jii.s([irà  présenl.  CeLLc  fonction,  inverse  de  sin^,  se  repré- 
sente par  arcsin.r;  et  nous  désignerons  par  Arcsin^  celle 
de  SOS  blanches  (pii  corres()ond  à  /,■  :^  o. 

121.    Soil 

Il  =  008,3?  1=-  sin 

Si  Ton  désigne  jiar  arccos?/  la  fonction  inverse,  on  aura 
,07  =  arc  ces  a ,  —  ■ —  .r  :=  arc  sin  u, 


(•4) 


arc  ces  u  ^ arc  sin  u, 

2 

I  I 


(arc  C05m)';=  —  (arc  sin  «)'=  — :: 


le   signe   dépendant,    comme   tout  à   l'heure,   de    celle    des 
branches  de  la  fonction  que  l'on  considère. 

lâ^.    L'inversion  de  la  Ibnclion 

u  =  tangj? 

donne  lieu  à  des  considérations  analogues  aux  précédentes. 
Si  l'on  fait  varier  .r  entre  A'Tzet  (/.'  +  i)?:,  u  prendra  tontes 
les  valeurs  réelles,  chacune  une  seule  fois.  On  pourra  donc 
considérer  réciproquement  x  comme  une  fonction  de  ?/, 
inverse  de  lang\r.  Cette  fonction  '}a(«)  admettra  pour  dé- 
rivée 


(tangj?)'  I  +  tang-j?        i -+- //- 

Les  diverses  fonctions  ^^{i/)  pourront  être  considérées 
comme  autant  de  branches  d'une  fonction  à  valeurs  mul- 
tiples, que  l'on  représente  par  arc  tang?/.  Nous  désignerons 
par  Arc  tangw  celle  de  ces  branches  qui  s'annule  pour  n  =  o. 
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X.  —  Dérivées  et  différentielles  d'ordre  supérieur. 

123.  Soit  //  = /'(x)  une  foiicliun  de  a",  îivanl  une  d»'-- 
rivéc  II'.  Si  celte  nouvelle  fonction  admet  cllc-niènu'  une 
dérivée,  on  la  représentera  par  u",/''(x)  ou  D-//  cl  <>ii  rap- 
pellera la  dérà'ée  seconde  dr  //. 

La  dérivée  de  u'  sera  la  (/c/ncc  lioisicine  de  ;/,  cl  >e 
représentera  par  u"',/"'{x)  ou  D^«;  et  ainsi  de  suite. 

La  dilTérentielle  u' dx  de  la  fonction  a  est  une  nouvelle 
fonction  de  x  dont  on  pourra  chercher  la  difTérentielle. 
Cette  nouvelle  difîerentielle  dépend  de  la  relation  quon 
voudra  établir  entre  la  variable  ./■  et  laccroissenient  dx 
qu'on  lui  fait  subir.  Si  1  on  admet  que  cet  accroissement 
ait  une  valeur  constante,  indépendante  de  x,  cette  difJéren- 
tiellc  sera  évidemment  égale  à  u"  dx  .dx  =  u'  dx-. 

Or  soient  D  le  domaine  dans  l'intérieur  duquel  f{x)  est 
supposée  définie;  E  l'ensemble  des  points  intérieurs  dont 
l'écart  à  la  frontière  est  moindre  qu'un  nombre  fixe  o;  pour 
tous  les  points  de  E,  on  pourra,  sans  risquer  que  x -\- dx 
sorte  du  champ,  assigner  à  dx  une  même  valeur  constante 
de  module  <C^;  dx  étant  ainsi  constant  dans  E,  la  dilTé- 
rentielle  de  u' dx  y  sera  égale  à  u"  dx  .dx  =^  u'  dx'-.  Cette 
expression  se  nomme  la  différentielle  seconde  de  u,  et  se 
représente  par  d-ii. 

Si  l'on  fait  décroître  o  indéfiniment,  E  s'étendra  de  manière 
à  englober  successivement  chacun  des  points  intérieurs  à  D; 
ce  qui  permettra  d'étendre  la  définition  précédente  de  d- u  à 
tout  l'intérieur  de  D. 

De  même,  d- a  aura  une  différentielle  u"dx^\  ce  sera  la 
différentielle  troisième  de  «,  et  on  la  représente  par  dUi. 
Continuant  ainsi,  on  aura 

du    =  u'  dx, 
d- u  z^  u"  dx^, 

d'^u  —  u'^"'  dx", 
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d'où 

, du  „ d-u  ^^^j d'^  a 

dx  djc"^'  dx"^ 

Chacune  des  dérivées  successives  de  u  est  ain>i  un  quo- 
tienl  de  différentielles,  ce  qui  donne  une  nouvelle  manière, 
1res  souvent  employée,  de  représenter  ces  quantités. 

124.  Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  Aj",  la  fonc- 
tion f{x)  prendra  un  accroissement 

^/\x)=f{x  +  \x)-f{x), 

que  nous  appellerons  la  différence  première  àe  f{x). 

La  différence  de  la  différence  première  sera  la  différence 
seconde,  et  se  représentera  par  A-  f(x),  et  ainsi  de  suite. 

Posons,  pour  abréger  l'écriture, 

f{x-\-n  \x)  ^=/". 
On  aui-a,  d'après  la  définition  précédente, 
(i)  /«—/'»-!+ A/«-i 

ou  symboliquement 

(■2)     /"=  (I  +  A)/«-'=  (I  +  A)V"--  =  .  ..=  (14-  A)"/". 
On  aura  réciproquement 

AV"= A/1  -  A/0 =.r-/'  -/'+/« =r -  2./-'  +/», 

et  généralement 

(3)  A"/°=/"  + A/"-'4-B/«-2_|_...  +  K/", 

A,  B,  . . . ,  K  étant  des  coefficients  numériques. 

Pour  les  déterminer,  prenons  la  différence  des  deux  mem- 
bres de  l'équation  (3).  Il  viendra 

A"  +  '/"  =  V"  +  A  A/"-'  +  ...  -1-  K  A/n. 
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.Mais  IV-qualion  (i)  peut  èlrc  mise  sous  la   foriue  -ivuiho- 
li(juo 

V"-'=(/-o/"-'. 

Donc 

A"-'/"=  (/-  0  [/"  ^  A/—  +  .  .  .  H-  K/o]  =  (/-  0  A"/". 
On  aura  donc,  en  changeant  //  en  n  —  i ,   . .  ., 

(4)    AV"  =  (/-  0  A"->/°=^-  ••=(/-  •)"-'  V"=  (/-  0". 

pourvu  que,  le  développement  eflcclué,  on  remplace  le  der- 
nier terme  ( —  i)"  par  ( —  O'V  "• 

125.  Les  signes  d'opération  1)  et  A  peuvent  être  permul<'< 
entre  eux;  car  on  a  évidemment 

DA/(.r)  =  D[/(ar  +  A,r)-/(^)] 

En  posant,  pour  plus  de  clarté, 

on  aura  donc 

cp'(^)-=A"-'/'(-^)- 

Cela  posé,  appliquons  à  la  fonction  '^{jc)  la  formule 

0  étant  compris  entre  o  et  i. 
Il  viendra 

On  aura  de  même 

A''-'/'(j:)  =  A.r.A'^--/"(^  -^Oi  A^), 

0,  étant  compris  entre  o  et  i,  etc.;  et,  par  suite, 

\''  f{x)  =Aj:"/''(j:'H-6  Aj-h-6,  A:cH-.  .  .) 
=  Ax'»/«(^  +  t  ^x), 

t  étanl  compris  entre  o  et  n. 
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Divisant  par  Ax"  et  faisant  tendre  Aj?  vers  zéro,  on  aura 
à  la  limite,  si  /"{x)  est  eontinue, 

120.  Soit  II  =f[x,  y)  une  fonction  de  plusieurs  variables 
inde|iendantes  x^y\  ses  dérivées  partielles  -r^»  y-  pourront 
admettre  elles-mêmes  des  dérivées  partielles. 

Nous  désignerons  les  dérivées  partielles  de  -—  |)ar/,!j.(  j-,  )), 

f'.ix,  y)  ou  par  D;,,.  /",  D"' . /'ou  enfin  par  -r-4,  -r — V"  '  celles 

.r.i)\      .  j        [  .t.) ./ 7      .vyj  1       j^2    dxôy 

^le  ^^  par  /;,(^,r),  ./,V(-^,J-)  o^^  D;,./,  D;,/  ou  -^-^, 

En  ffénéral,   -r ; r — '- —   représentera  la  fonction  dé- 

^  '   ôx'"  Oy"  ôxi\  . .       ^ 

duile  de  _/ en  y  effectuant  successivement  ni  dérivations  par 
rapport  à  x,  puis  n  dérivations  par  rapport  à  r,  puisyj  déri- 
vations par  rapport  à  x,  etc. 

127.   Posons 

^i/(-^>  j)  =/(^'/ +  V)  — /(-^^  j)- 

On  aura  évidemment 

(   ^y^J\^^,y)  =/(^^  +  Aj:,  j  +  Aj)  — /(  J7  -f-  A^,  j) 
(6)  -/(a',j-  +  Aj)+/(^,j) 

(  =AA,/(^,j-). 

Posons,  ponr  plus  de  clarté, 

^i/(^:J')  =  ?(-^.' j)- 
On  aura 

^^xf{'^iy)  —  '^{^^''^^'X-,y)  —  o{x,y) 

=  U'xi-^'  +  0  Aj:,  j  +  Aj)  — /;(^  -i-  6  Aj:-,  7)]  A^ 
=  fxy{^  +  0  -^^.-7  +  e,  A/)  Aj  A^. 
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Si  la  fonction  yj!  est  continue  au  point  .r.  j',  on  aura,  on 
Taisant  tendre  \x  et  \j'  vers  zéro. 

Si  f"y,c{^iy)  est  coulinue  au  point  ^-j  j',  on  trou\era  de 
même 

et,  en  vertu  de  l'égalité  ((>), 

Nous  obtenons  donc  le  théorème  fondamental  suivant  : 

Théorème.  —  Si  les  dérivées  partielles  f'j.^  J'y,  f'j.y^  j'y  ^. 
existent  aux  environs  du  point  x,  y\  si,  de  plus,  f'^^.  J'y  j. 
sont  continues  en  ce  point,  ces  deux  dérivées  partielles 
seront  égales. 

On  voit  par  là  que  deux  dérivations  successives,  opérées 
par  rapport  à  deux  variables  différentes  x^v,  peuvent  (sous 
les  conditions  précédentes)  être  interverties  sans  changer  le 
résultat  final.  On  en  déduit 

Am+'i-¥p  +  ...  f  f)m+n+i>  *  ...  f 

(9)  ■ 


dx'"  ôy"-  dxi'. . .  '    ôx'"-^''  '  •■•  df"^-- 

en  opérant  d'abord  toutes  les  dérivations  relatives  à  x,  puis 
celles  relatives  à  )'. 

128.   On  voit  aisément  cpion  aura  en  général 

^"'  ^r/i^,  y)  =  j^-yvJi^^  +  ^  ^^'''  y  +  ^1  ^y)  ^^"'  ^j"- 

t  étant  compris  entre  o  et  /?«,  tx  entre  o  et  n. 

Si  donc  la  dérivée  partielle  d'ordre  ni  -f-  /^,  qui  ligure  au 


I20  l'UEMIÈKE    l'AKlIE. 


second  inemLro,  est  continue  au  point  x,  y,  on  aura,  en  fai- 
sant tendre  Ax  et  Ay  vers  zéro, 


Oj^-"^  ay"  A.i'"  Aj" 

J;29.   Considérons  maintenant  la  différentielle  totale 

df  =  —  dx  H — ^-  dy 

ux  ùy    "■ 

de  la  fonction  f{x,  r).  J^a  différentielle  de  celte  différen- 
tielle, prise  en  supposant  dx  et  dy  constants,  se  nomme  la 
différentielle  seconde  dey",  et  se  désigne  par  d'-f.  La  diffé- 
rentielle de  d-f  sera  la  différentielle  troisième  d/^J,  et  ainsi 
de  suite. 

On  a,  d'après  cette  définition, 

""  /  —  -^-^,  d-^  +  '■, — V-  dy    dx  +  ^; — — -  dx  +  -— ,  dy     dy 
■'       \dx^  ôx  ôy    ^  J  \âx  df  à/-    ^  J    -^ 

=  -T-^,  dx-  +  -2  -r — ^~  dx  dy  -(-  r-^,  dy- 
ox-  Ox  Oy  Oy'^    ' 

et,  plus  généralement, 

f)m  f  A  m  f 

d"'f=z  ~--^  dx'"  -f  m ——  dx'"-^  dy  +  .  .  . 

•^       Ox'"  Ox'"-'  Oy  -^ 

m[m  —  %)...{ m — //  -h  i)         à'"  f 

H ^ ^ ''—r-  dx'"-"  dy" 

\.i.  . .  Il  Ox'"--"  dy"  -^ 

0'"f  ^ 

-h . .  .  -+-    <-^  dy'" 
Oy'"    '' 

OU,  sous  forme  symbolique, 

Cette  formule  étant  vérifiée  pour  df  el  d-f,  il  suffira  d'é- 
tablir que,  si  elle  est  vraie  pour  un  nombre  m,  elle  sera 
vraie  pour  /;;  h-  i . 

Pour  cela,  différentions  cette  formule.  Nous  obtiendrons 
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évidemment  un  résullal  de  la  forme 

(l'ii^l  f  Am  f-l  f 

•^        Ox'"-^^  '  ()x'"  Oy  ■^ 


dx'"^^-"  dv"  4-  .  .  .  -^  -: -,  dv' 


"  "  ôx'"-^'-"  ôy"    ■  j    ^■•-       ^j^ 

11   reste    à    vérifier   l'expression    des    coefficients    numé- 
riques A. 

Or,  le  terme  général 


ar  rapi 
n  et 


provient  de  la  difiérentialion  par  rapport  à  x  du  terme  en 
dx/^'^dy"^  de  l'expression  de  d"'^  et  de  la  dilférentiation 
par  rapport  à  )'  du  terme  précédent.  Ces  termes  ayant  res- 
pectivement pour  coefficients 

m  {ni  —  i).  .  .{m  —  n  -\-  \)  m(  m  —  i  ) . . .  (  m  —  n  -h  t  ) 

I  .  2  .  .  .  /i  }  .2  .  .  .  {/l  —  I  ) 

A„  sera  égal  à  la  somme  de  ces  deux  quantités,  soit  à 
m  {m  —  ]) .  .  .(  m  — ■  n  +  2)  f         m  —  n  -^ 


i  .2.  .  .  {n  —  i) 

{ m  -h  i) 01 .  .  .  ( m  —  n  -{-  2) 

^3  ■ j 

I  .■:>..  .  /i 

ce  qui  confirme  la  formule. 

130.   Soient  u  et  c  deux  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables.  On  aura  s:énéralement 


/  d"'{(n')  =  i'  d"  u  -+-  m  ^/"'-'  u  d%'  -^  .  . 
(12)'  m{m  —  \']..Am  —  n+\) 


i  .2. .  .  /i 


d"'-"ud'v-i-...^ud"'i' 


En  efiet,  A;/,  Ac  étant  les  accroissements  de  u  et  de  f.  on 
aura 

A(«f)  =^  («  +  \u)  (t  -f-  Ac)  —  iiv  =z  V  \ii  —  Il  Ar  -f-  \u  Ar. 

Négligeant  le  terme  du  second  ordre  A;^  Ar,  et  remplaçant 
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lit,  At'  par  leurs  valeurs  prineipales  du  et  dv,  on  aura,  pour 
valeur  principale  de  Awr, 

dm-  -^  V  du  -\-  a  dv, 

ce  qui  confirme  la  formule  pour  m  ^  i . 

D'ailleurs,  en  la  supposant  démontrée  pour  le  nombre  /??, 
on  verra,  comme  précédemment,  qu'elle  est  vraie  poi;r 
m  -H  I , 

131.  Plus  généralement,  soit  V  =  /"(?/,  v)  une  fonction 
quelconque  de  u  et  de  r,  a  et  v  étant  encore  des  fonctions 
d'une  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes  x,  y.  Propo- 
sons-nous de  déterminer  les  différentielles  successives  de  V. 

On  a  pour  la  différentielle  première,  ainsi  que  nous  l'a- 
vons vu, 

rtV  n^  -r—  du  H — ^r/r. 
au  av 

Pour  calculer  la  diflerentielle  seconde  c/- V,  il  faudra  diffé- 

rentier  cette  expression.  Or  ~~  et  -^  sont  des  fonctions  de  ?/, 
^  ou       ov 

r,  qui  ont  respectivement  pour  différentielles 

-^  du  +    ,— ^c-  fA',      -— -  du  +  ^  dv. 

D'autre  part,  du^  dv  dépendent  de  x^  y^  ...  et  ont,  par 
définition,  pour  différentielles  d'^u,  d'-v.  Appliquant  la  règle 
trouvée  pour  différentier  un  produit,  il  viendra  donc 

c/2  V  =     -c^,  du  +    ,      ,    dv     du  +      ,    -,    du  +  -^dv     r/c 
\au^  auOv      J  \duoi'  Ov'-       / 

-+-  -^  d^u  -+-    f-  d-v 
ou  or 

=  -v4  «'«-  4-  2  -— — -  du  di-  +  -r-4  dv'--\-  -r-  c^«  +  v"  «  <'• 
c//r  c/^  c/v^  (;t'^  Ou  0^ 

Une  nouvelle  différentiation  donnerait  f/*V,  et  ainsi  de 
suite. 
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On  voit,  par  les  formules  fjui  précèdent,  (pie  d\  a  la 
même  forme  que  si  //,  r  étaient  des  variables  indépendantes: 
mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  dilTércntielles  suivantes  : 
'/-\  ,  par  e\em|)le,  contient  des  termes  en  (P  (/  et  <•/-' r  (pii 
n'existeraient  pas  dans  celte  hypothèse. 

XI.  —  Changements  de  variables. 

13!2.  On  a  souvent  l'occasion  de  substituer  aux  variables  qui 
(iiiurent  dans  une  formule  de  nouvelles  variables  avant  avec 
les  premières  une  liaison  connue.  Nous  sommes  actuelle- 
ment en  mesure  d'indiquer  les  règles  à  suivre  j)Our  efifecluer 
cette  opération  lorsque  les  fonctions  à  transformer  con- 
tiennent des  dérivées.  Nous  allons  les  exposer  en  commen- 
(  aiit  par  les  cas  les  plus  simples. 

PiioblIlmi;    I.    —     Soil  y  =  F(j;)    une    fonction    de    x 

!■    ■    >  .        dy     d'Y  ,-. 

(i)-anl  pour  dérivées  successives  —>  ;t-^  '  ••••   Supposons 

(jiie  a",  au  lieu  d'être  une  variable  indépendante,  soit  lui- 
même  fonction  dhine  nouvelle  variable  t^  et  soient  x' , 
.r".  ....  y  ,j'".  .  .  .  les  dérivées  successives  de  x  et  de  y  par 
rapport  à  t. 

On  demande  de  trouver  les  relations  qui  existent  entre 

y  étant,  par  rapport  à  /.  une  fonction  de  fonction,  on  aura, 

par  la  règle  connue, 

dy 
dx 


r  =  -^  ■^■ 


Dérivant  de  nouveau  par  rapport  à  /,  en  remarquant  que 

dy 

-;— est  une  fonction  de  ./",  (lui  est  lui-même  fonction  de  /,  on 


„       d-y  dv    „ 

•^  dx-  dx 
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Dérivant  encore,  on  trouvera 


dx*  ax-  dx 


X 


Jiesolvant  ces  équations  par  rapport  a  -j--,  ;t-^'  ••'  on 
trouvera  réciproquement 

dy  _  y'  d^y  _  jc' y"  —  y' x" 

dx        x'  dx'^  x''^ 

On  remarquera  qu'en  appelant  d^x,  d'^x^  .  .  .,  d^y^  d\y 
les  différentielles  successives  de  x  et  de  y  par  rapport  à  la 
nouvelle  variable  t,  on  aura 


x'  =  ^^y         y 


d,  X  ,       djY  ,,       d:  X 

dt  -^  dt  dC- 

d'où 

dy  >•'  d^  y 

dx       x'       d-^x 

Donc  la  dérivée  de  )'  par  rapport  à  x  reste  égale  au  rapport 
des  différentielles  de  x  et  de  j',  quelle  que  soit  la  variable 
indépendante. 

L'expression  des  dérivées  suivantes  est  au  contraire  chan- 
gée. On  aura,  par  exemple, 

d-y   _  di  X  d\y  —  r/,  v  d\  x 
dx'  d^  x'-^ 

133.  PnoBLÎiME  U.  —  Soit,  comme  précédemment , 
K  =  F(^).  Posons 

(2)  X=f{t,u),  y=:r^{t,u). 

A^oiis  aurons  trois  équations  entre  x,j',  /,  u.  On  peut  donc 
considérer  x,y,  u  comme  des  fonctions  de  t.  Gela  posé,  on 

demande   d'exprimer  -^,   —-,,  •••  en    fonction  de  t,   //, 
■*  dx     dx''  '' 

du     flf^  u 

dt'  'cW'  "" 
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Prenons  les  dérivées  successives  des  équalions(a)  par  rnp- 
|)orl  à  la  nouvelle  variable  indépendante  /.  Il  viendra 

,,^àf       df  du 
ot        au  dt 

,       c^'i        d'^  du 
ôt         Ou   dt 


ÔL"^        "  ôt  Ou   dt        du-   di-         du   dt- 

„ d-o  ô'o    du        à-o  du-        do  d^  u 

^  ~~dr-  ~^'^  dTdu  Tt'^  du''  'cil}  ^  Jîi'dt' 


On  n'aura  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  les  expres- 
sions (i). 

I3i.  Applications.  —    \"  Soient  x  =  p  cos^,  )'  =  o  sinO. 
On  demande  rexpiession  de  la  quantité 


R  = 


0+£)' 


d-  y 


(nous  la  rencontrerons  dans  la  théorie  des  courbes,   sous  le 

do    rf^o 


nom  de  rayon  de  courbure)  en  fonction  de  p,  0,  -j^  ? 


On  aura 


,       do        ,  .    , 

■x  =  ~  ces 6  —  p  sinO, 

d'j    .        ' 

Y  :=^  -^  sin  0  4-  p  cosO, 

u       d^o        „  dp    .    ^  . 

X  z^  -—7  cosO  —  "2-^  sin  0  —  p  cosO, 
d^^  f/O 

y"=  -—^  sin  6  -h  2  -^cosO  —  p  siiiO 
•^         db^  dfi  ^ 
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Cl 


^yiy        /         y2Y2_  (^'2  +  y2)^ 


'  +  ^j    =r+'^ 


x'f"  —  y'ûc"' 


^"+y"=-±i  +  r 


.y_  v'^''=(-^cosO—  p  sinôV— ^sin6  +  '2^cos6-p  sinO 

'dp    .  A/d'^P        .  (i?    ■    , 

-f  sinO  +  p  cosO       -^cosO  —  2  — -  sinO  — pcosO 

_     dp^  d''p 


d?^ 


^^+P^ 


c/p^         ti^'^p 
'^d^'~~'^d¥' 


13o.  2"  Z,e5  <ie//^  variables  x  et  y  étant  liées  par  une 
équation,  on  demande  d'exprimer  les  dérivées  x\  x" ,  . . . 
de  X  par  rapport  à  y  en  fonction  des  dérivées  y\  y".  .  . . 
de  y  pcir  rapport  à  x. 

On  a,  par  le  lliéorème  sur  la  dérivée  dos  fonctions  inverses, 


I 


Prenons  la  dérivée  de  celte  équation  par  rapport  à  la  nou- 
velle variable  indépendante  }'.  En  remarquant  que  j)'',  f\  . .  . 
sont  des  fonctions  de  x,  qui  lui-même  est  fonction  de  -)-,  le 
lliéorème  sur  la  dérivée  des  fonctions  de  fonction  donnera 


X"  —■—  ^ 

y 


'~Fi  +  — n-   l^î    = 
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136.  I^es  fondions  de  plusieurs  variables  donnent  lieu  à 
deux  questions  analogues,  (jue  nous  allons  traiter. 

Problème  III.  —  Soit  z  une  fonction  de  deux  variables  r , 
y.  On  pose  x^=/{t,  u),  y  =  'j,(t,  u),  t  et  u  étant  deux  nou- 
velles va  fiables.  On  demande  d'exprimer  les  dérivées par- 

ô-  z  .         .         , 

)  -T— 7>  •■•  en  fonction  de  l,   u. 


...       àz     d 
tielles  -T— ) 


ô'-z 


dx    Ov    ôx^    dx  dy    ôy 
âz      ()z     (V-  z  " 
f)i     Ou      ôt- 

z  étant  f'oncliou  de  x,  y,  qui  sont  eux-mêmes  fonctions 
de  t^  «,  sera  une  fonction  composée  de  ces  deux  nouvelles 
variables.    Prenons    ses    dérivées    partielles    successives;    il 

viendra 

dz  ôz  dx       ôz  ôy 

dt        dx  ôt    '    dy  dl 


dz 
du 


dz  dx 

dx  du 


dz  dy 
dr  du 


dz      dz  1        r  •  1 

i)uis,  en  remai'quant  ciue  -;— >  -c—  sont  des  lonctions  de  x.  )', 
'  11       ,1^.     f)y  .7 

eux-mêmes  fonctions  de  u  et  de  r. 


d'^ 
~dt'- 


('.) 


dx-   dL        dx  dy  dt  J  dt 
f  d'-z    dx  ^  d^  f)y\  dv 

*"  \  dx  dy  ^  ^  dy-   d!  )  '(h 

d-z  / dx 

dx^^yw 

dz  d^x        dz  fjt^ 

^  dx-  df  "^  dr  dT 


dz  d^x 
dx  ~dtF 
dz  d^ 

^  dy    dt' 
d'. 


d-z     dx  dy       d' z  ( dy\- 
^  dxdy  ~dï  'dt  ~^  dy-  \dï ) 


(5) 


(6) 


d'-z 
dtdu 


d'z 
du- 


d'-z 


_  d-z  de  dx 

dx^   dt  du 

d'^z  dy  dy        àz    d-x 

dy-  dt   du        dx  dt  du 

dx-\duj        ^  ox dy  du  du 
dz  d-x        dz  d-  V 
dx  du^  '^  dy  du^ 


dr  dy        dx  dy\ 
dx  dr  \  dt  du        du    dt  / 


dz    d'y 


dy  Ot Ou 
"  dV^ 
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On  calculcrail  de  même  les  dérivées  troisièmes,  etc. 
Cela  posé,  les  équations  (3),  linéaires  en  -r-^»  -r^-,  permettent 

d'exprimer  ces  quantités  en  fonctions  de  -,"  ?  -r--  et  des  déri- 
i  ^  at     au 

vées  partielles  de  x  et  y^  lesquelles  sont  des  fonctions  con- 

,  „  Il  -  dz     dz 

nues  de  /,  ii.  i^ortant  ensuite  les  valeurs  trouvées  pour  -r— >  -r— 

'  '■  o.c     oy 

dans  les  équations  (4),  (5),  (6),  on  pourra  les  résoudre  par 

,   d^-z       d^  z       d^z      ,         ,  ,       j  '  •    '        ] 

rapport  a  ^; — -■>  -^ — ^5  -; — :\  de  même  pour  les  dérivées  des 
^  ^  ax^    ôjc  oy    Oy-  ^ 

ordres  supérieurs. 

Cette  méthode  est  évidemment  applicable  à  des  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

137.  Remarque.  —  On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que  la 

d('rivée  partielle   --~  d'une  fonction  de  deux  variables  x,  y 
*  ôv 

est,  par  définition,  la  dérivée  de  z  considéré  comme  fonction 
de  .r,  y  restant  constant.  Si  nous  remplaçons  y  par  o{x.,  11), 
de  telle  sorte  que  les  nouvelles  variables  indépendantes  soient 
X  et  u,  la  nouvelle  dérivée  partielle  par  rapport  à  x  sera  la 
dérivée  de  z  par  rapport  à  x.,  u  restant  constant.  De  ce 
changement  de  définition  résulte  naturellement  un  change- 
ment dans  la  valeur  de  cette  dérivée  partielle. 
Soit,  par  exemple,  z  =  F(x,  y).  On  aura 

Mais,  après  le  changement  de  variable,  on  aura 

ôz        dV        d¥  do 
•-       '  ^  Ojc-       av       00  ÔJC 

138.  Exemples.  —  i"  Soient  J",  r,  ;  trois  variables  indé- 
pendantes. Posons 

X  -=z  at  -[-  bu  H-  cv^ 
y  z=  a'  t  -\-  b'  u  -\~  f'r, 
^r=a"Z  -h  b"  u  4-r"i\ 
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rt,  ^,  r.  .  .  .  étant  des  constantes  clioi-iies  de  telle  soile  (|iie  la 
substitution  soit  orthogonali',  cest-à-dire  qu'on  ;iil 

[j:--  -h  y-  -f-  ^■-  =  /2  _^  «  '  +  (-2. 
Cette  condition  fournira  le  système  d'équations  suivant, 

a-  -\-  a"-  —  a"-  -^  i , 
h-  4-   />'-    -i-   h"-    —  I , 

C-  4-     c'-     -;-     C  "-     :=  I  . 

ab  -h  «'  /''   —  a"  h"  =r  (), 

CCI  -4-  c'(/'  -f-  c"  a"  :=  o, 
ou  le  sui\anl.  (jui  lui  est  éi|ui\  aient,  comme  on  sait. 


(7) 


Soit  maintenant  V  une   tonelion   quelconque  de  u\    \-,   :■. 
Considérons  les  deux  expressions 


(j-v     (r-\  ^  â^ 

(|ui  se  présentent  dans  un  -j^and  iiomLre  de  problèmes,  et  que 
M.  Lamé  a  nommées  les  paramètres  différentiels  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  de  la  fonction  V.  Proposons-nous 
de  les  exprimer  au  moyen  des  dérivées  j)artiellcs  de  V  par 
J.  -  I.  ,j 
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r;i|)|i()il  aux  nouvelles  Nuriablcs  /,  u^  r.  On  aui'a 

=  a- \-  a \-  a  -^—  , 

Oy  Oz 


ùi 


ùx 


OU  ux  ()y  oz 

()i-  ox  (jy  Oz 


0-\ 


ai'  a  y 


dx  à  y  Oy' 


a-  (  a  -r —  -+  a'  -^ r h  a"  —~- 

ax  Oz  Oy  Oz  Oz- 


)x  0. 

,d-y      „j-v      ,,â^\ 

Ox-  Oy'  OZ' 


dx  ôz 

(T-y 

dyâz 

d'y 

dx  dv 


2  a  a   - — ^,-  H-  2  a  a 


âvOz 


âz  àx 


,,^2v         ,r-\     ,,,,^-v 

Ox-  Oy  Oz- 


nbb 


âx  à  y 


■ib'b" 


Ov-  Ox-  Oy- 


iCC 


,  d-\ 


Oy  Oz 
0-'  \ 

0'\ 


2  b"  b 


0'-  V 
Oz  Ox 


Ox  Oy 


Oy  Oz  Oz  Ox 


Ajoutons  les  carrés  des  trois  premières  équations.  Il  vien- 
dra, eu  tenant  compte  des  équations  (-), 

/jv\^    io\y    /'owy    ,  o\y    /oxy    /oyv 
[-oïl  ^  {ôJlJ  +  (>'•  j  ^-  [^')  ^  U-J  -^  \^J  ' 

Les    trois    suivantes,    ajoutées    ensemble,    donneront    de 
même 

Ot^         Ou-        Oi'-        Ox'^        Oy-        Oz- 
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Lu  J'oinie  des  para n)ilri's  di (fricntich  ii'rs!  tlniir  jnis 
(iltrirr  par  une  subslitulioii  (>rlli(>i;un<ilt'  rj/rctitrc  sur  Irx 
rariablcs,  cl  c'est  à  ccUc  circt)iislaiicc  ([uc  ces  e\|ir<'ssioiis 
(loivenl  leur  imporluncc  en  Analyse. 


\\\\).     .'."    I Visons 

z  :r- p  sinO  cos'J>,  >        i  siiiO  siii'l/. 


NisO, 


cL   nroposons-noiis   (rcxprimer    les    [laranièlrcs    (lillViciil  icU 
(l(^  \  en  loiiclion  des  noii\  elles  variables  o,  0,  ■!/. 

Le  (•liaiii;eiiiciil  de  variables  (|iii  |)i('(r(lc  t(|iii\aiil  ('Nidiiii- 
iiicnl  aii\  deux   suivanis,  u[)érés  siieeessi\  tniciit, 

.r  ^^  /•  COS'];,  y  — : /■  sill'!/,  z  z::^  z 

.1 

/•znosinO,  ']>  zii 'i;,  3=:pcosO. 

J'vireeliious  le  premier  ehan|^emenl  i\c  \ariahles.  Il  Niciidia 

<)\     . 


<)/■  ~  (Il 


)r        ().i         '        ()v 


()\ 


à-l 


/•  siii'^  +  -T—  /eos'i/, 
O-v  '         or 


l'ii'j      11  1^1 


()-V    . 


2.1. 


-^  =    ,  -  cos-'i^  +  2 eos'i/     n-!/-;-  -      -sin--^, 

Or'^         ô.t-  '  Or  Of         '  '         Oy- 

<r-\      ô'\   ,  .  ,,  à^\     ,  .    ,        ,       (V-y   ., 

:rr     /-  Sin-'i/  —   î   -; /-  Slll'!/  COS 'i  -{-   -  - — :  /-  CO? 


ày 

du- 


ÔY 


(  )ii  en  (li'diiil  iiuiiU'dialcDicnl 


ôr 


r'  \0'l)  ~\0.il  '^{ôfj 


ôr-        /■-   dY         r  ôr         ôv^         ôy- 

1  V        II  '^^  ()-  \  .  ,      .    ,  ,  ,        , 

l'adleii!'^.     —  cl  -r— ,    n  oui  tvidcmmenl  pas  eliani;<'.  Les 
uz         Oz- 
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paramètres  cliflTérenliels  deviendronl  donc  rcspecllvemenl 

fdvy     I  /d\y-    /dvv 


et 


Le  second  changement  de  variables  qui  nous  reste  à  effec- 
luer,  à  savoir 

^=z:pCOsO,  /"r^psinO,  'l^i/, 

n  altérera  évidemment  pas  -— j  -^^-^   et  Iranstormera  respec- 
tivement 


/âvy-     I  /ôvy 

(^p-^     "^    p2    ^()F    ^    p      (^p  ' 


Enlin  on  aura  les  relations 

av     àv     ^     ^N^  .  ^^ 

— —  =:  -—  cosO  4-  ^—  sinO, 
dp         à:-  or 

dV  d\      .    ,       d\ 

-=--ps.nO+-pco..O, 

d'où  l'on  déduit,  en  éliminant  -r— ' 

dz 

d\         .    ,  d\        cosO  d\ 

—-  =:  sin  0  — i — -  • 

dr  dj  p       ao 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  précédentes, 
on  aura,  pour  le  premier  paramètre  dilTérentiel, 


'd\\-       I   ,d\ 


dV  \' 


5in^0  \  d'ij 


dp  J        p-  \d^)  J 
et  pour  le  second 

d-y        j^d-\'  1         d'V        2  dV        rotO  dV 

1)^  '^y-  "^  ^  p--^siii--o  â^  ^  p  "J7  "^  ~"f'  ~(F) 
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1  iO.  l'aoBLÈME  W.  —  -Soit  z  une  Jonction  de  x,y.  Po- 
sions 

(8)     jr  =  /{t,it,i>),  y  =  -:^{t,i/,i-),  z  =  -l{t,u,r). 

On  demande  d'exprimer  les  dérivées  i)arlieUes  -r^j  -r^> 

'  ôx     Oy 

—^,5  •••  en  fonction  de  /,  a^  v  et  des  dérivées  partielles 

dv    ()<'•     d'V 
0/    Ou    Ot' 

z  étant  une  fonction  de  .r,  y,  les  qiuinlilés  x,y,  r  seront 
des  fonctions  de  t  et  de  u,  en  vertu  des  trois  équations  (8). 
Prenant  les  dérivées  partielles  de  ces  équations  par  rapport 
à  ces  nouvelles  variables,  11  viendra 

(le  _d/       ôfôv^  ^  _  ^/  ^  '^  ^ 

ôt        Ot        Ov  Ot  Ou        Ou    '    Oi'  Ou 

Oy Oo       O'j'  Or  Oy ^-j    ^    0-^  Oi' 

Ot        Ot        0\'  Ot  Ou        du        Ov  Ou 

Oz  _0^       &^0y  0^  _  0''j  ^  &^  0^^ 

Ot        Ot        Ov  Ot  Ou       Ou    '    Ov  Ou 

Ot-  ~  Ot-    '    ^^  OtOv  Ot    '    Ov-  \0t)  '^  Ov  Ot-' 


On  n  aura  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  les  équa- 

o     <   //-      I  11       I  ■  •  Oz     Oz     0- z 

lions  ( -3  )  a  (o),  lesquelles  détermineront  -c— ,  -t->-^— ,  »  •••• 

-   ^     ^   '        ^  Ox-    Oy    Ojc- 


XII.  —  Changements  de  variables  dans  les  intégrales 
définies. 

1  il  .*  Soient  X  eV  t  deux  variables,  liées  par  la  relation 

X  =  o{t). 

Nous  admettrons  que  pour  tous  les  points  t  d'un  domaine 
borné  K  :  i°  la  fonction  '^  conserve  une  dérivée  continue  et 
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(lin'orcnLe  de  zéro;  2"  à  deux  valeurs  dislincles  de  /  corres- 
jjoiidenl  deux  valeurs  de  .r  loujours  distinctes. 

Celte  seconde  condition  serait,  d'ailleurs,  une  consé- 
quence de  la  première  si  E  était  d'un  seul  tenant;  car  il 
serait  formé  des  nombres  compris  entre  deux  nombres  fixes 
t„,  T,  et  si  X  prenait  la  même  valeur  ;  pour  deux  valeurs 
différentes  t[  et  ^2  de  la  variable  t,  a:  —  ç  s'annulanl  pour 
ces  valeurs,  sa  dérivée  '^'(^)  s'annulerait  pour  une  valeur 
intermédiaire,  ce  qui  est  contraire  à  notre  première  hypo- 
thèse. 

A  l'ensemble  E  des  points  t  correspond  un  ensemble  E'  de 
points  x^  et  si  t  décrit  un  ensemble  parfait  E,,  de  longueiir 
mesurable  et  intérieur  à  E,  x  décrira  un  ensemble  parfait  E,, 
intérieur  à  E'. 

Soient 

/  un  point  de  E)  ; 

t  -i-  dt  un  point  infiniment  voisin  ; 

X  et  X  -+-  ^x  les  points  correspondants. 

On  aura 

A._r  =  ('f'(0  -^P^)dt, 

R  tendant  uniformément  vers  zéro  avec  dt  dans  le  domaine 
E|.  Si  donc  dt  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  convenable- 
ment choisi,   R  sera  constamment  moindre   qu'un   nombre 

...  r  I  ■^■•*'  I  1  ■  . 

arbitraire  s.    Le  rapport     — .    restera   donc    compris    entre 

^I  -h  s  et  m  —  £,  M  et  m  désignant  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  I  o'(/)  ]. 

On  en  conclut  que  E',  a  une  longueur  mesurable.  Décom- 
posons, en  effet,  la  droite  lieu  des  points  l  en  éléments  in(i- 
uimenl  petits  dt^,  dt-x-,  ••••  La  somme  des  éléments  qui 
contiennent  des  points  de  la  frontière  de  E,  sera  infiniment 
petite.  Soit  dt^  l'un  de  ces  éléments;  les  points  de  E,  qu'il 
contient  étant  à  des  distances  au  plus  égales  à  dt^  de  Tun 
d'entre  eux  /a,  leurs  correspondants  seront  à  des  distances 
du  point  .r/,  qui  correspond  à  tu  moindres  que  (M -f- £ )<:///;  ; 
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ils    seront  donc  tous    conlenus  tlaiis  un  scgnicnl   o/,  de  lon- 
gueur moindre  que  2 (M  -t-  c")  dti^. 

La  réunion  des  segments  o/,  (orme  un  ensemble  contcmmt 
la  frontière  de  E, ,  cl  doiil  la  longueur,  (Uanl  au  plus  t-i;al<'  ;i 

^0     <2(M-T-s)^r//,, 

est  infiniment  petite.  Donc  E,  a  une  longueur  mc>uraldc. 

1412.  Soit  maintenant  f{x)  une  fonction  tic  la  \ariahlc  jr, 
bornée  dans  E,  ;  on  aura 

/u-)=/[?(o]  =  iuo, 

F  étant  une  fonction  de  /,  bornée  dans  E,. 

Nous  allons  montrer  que  Tintégrale,  soit  par  excès,  soit 
par  défaut,  de  la  fonction  f{x),  prise  dans  l'intérieur  de 
E, ,  est  égale  à  l'intégrale  correspondante  de  la  fonction 
F(/)| '-p'(^)  I  prise  dans  l'intérieur  de  E,. 

Considérons,  par  exemple,  les  intégrales  par  excès.  Dt'-- 
composons  E,  en  éléments  mesurables  infiniment  petits  c//,. 
dt.,.  ...  et  E',  en  éléments  correspondants  A.r, ,  Lr^,  •  • .  éga- 
lement mesurables.  Soient  Ma- le  maximum  de  Fu)|cp'(/)| 
dans  l'élément  c/tk',  M '^.  celui  de/(\r)  dans  l'élément  lx/<.  Il 
faut  prouver  que  les  deux  sommes 


y M.v/^/,;,  yMiiAj:-^. 


tendent  vers  la  même  limite. 

Soit  tfi  la  valeur  de  f  à  l'origine  du  segment  c//a  ;  on  aura 

\ljc,\  =  \<,'{t,)^K,\\dl,\, 

I  Ka  I  étant  <<  e  si  les  éléments  sont  assez  petits.  D'autre 
part,/(.r)  et  F(i)  n'étant  que  deux  expressions  diirérenles 
de  la  même  quantité,  le  maximum  de  F(^)  dans  l'élément 
|<://a|  sera  Ml,  et  celui  de  F(/)|  'f'{t)\  sera  compris  entre; 
M'^rik  ciM^^Na,  fik  et  Na  désignant  le  minimum  et  le  maximum 
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(le  \'S)'(t)\  dans  cel  élrmenl.  Comme  on  a 

M);  I '^'(//,)  I  sera  compris  entre  les  mêmes  nombres.  On  aura 
donc 

]  £/f  I  élanl  au  plus  égal  à  N/, —  n/f. 

Or  la  fonction  |cp'(^)|,  étant  continue  dans  E,,  l'est  uni- 
formément; si  donc  les  éléments  sont  assez  petits,  on  aura 

Cela  posé,  la  dilfércnce 

yM;.|A,_r/,|-y  .M,.|./^/,| 


sera  égale  à 


y{Y\,-M',s,)\dt, 


Désignons  par  |j.'  le  maximum  du  module  de  f{oc)  dans  E,  ; 
le  module  de  la  somme  ci-dessus  sera  moindre  que 

et  tendra  vers  zéro  avec  s. 

La  démonstration  serait  toute  semblable  pour  les  inté- 
grales par  défaut. 

Siy(j7)est  intégrable  dans  le  domaine  E',,  ses  intégrales 
par  excès  et  par  défaut  coïncideront;  il  en  sera  de  même  des 
intégrales  de  F(<)c5'(^)  dans  E,  ;  cette  fonction  sera  donc 
intégrable  dans  ce  domaine. 

143.  Remarque.  —  Si  nous  supposons  la  fonction  y(j:r) 
bornée  dans  E',  nous  pourrons  faire  croître  le  domaine  E, 
dételle  sorte  c[ue  son  aire  tende  vers  l'aire  intérieure  de  E; 
celle  de  E',  tendra  vers  l'aire  intérieure  de  E',  et  l'égalité 
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démontrée  ci-dessus,  deviendra  à  la  liniile 

sans  qu'il  soil  nécessaire  de  supposer  que  E  et  E'  soient  me- 
surables. 

44-4.  Supposons  en  particulier  que  E  cl,  par  suite,  E' 
soient  d'un  seul  tenant;  E  sera  (orme  par  les  valeurs  de  /, 
pour  lesquelles  on  a 

/^  et  T  étant  deux  nondjres  fixes;  E'  par  les  valeurs  de  x  pour 
lesquelles 

Xo  et  \  étant  les  valeurs  correspondantes  à  l^y  et  T. 

L'intégrale  de/(x),  dans  le  domaine  E',  sera  représentée 
par 

.X 


f 


si  X  >>  j^o  ;  par  cette  même  quantité  changée  de  signe,  dans 
le  cas  contraire. 

De  même,  Tintégrale  de  F  (t  )  '^'  (  f)  dans  E  sera  représen- 
tée par 

.T 

F(OI'f'(OK^ 


X 


si  T  >»  t„  ;  par  cette  expression  changée  de  signe,  si  ï<^  ^)- 

D'ailleurs  |'^'(^)|   est  égal  à  'f'(^)  ou  à  — 'f'(0'    suivant 

que  cette  dérivée  est  positive  ou  négative.  La  dernière  inté- 


grale sera  donc  égale  à 


/ 


T 

F[l)'^'{t)dt 


ou  égale  et  contraire,  suivant  que  (T  —  to)'^'{t)  est  positive 
ou  négative.  Mais  cette  quantité  a  le  même  signe  que  X  —  Xq, 
■car  lorsque  t  croît,  x  croît  aussi,  si  cp'(f)^o,  et  décroît  au 
contraire,  si  z>'(t^  <^o. 
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On  il  donc,  dans  tous  les  eus. 


x 


J\ji-)dx=  I    F{t)'^'{t)dl. 

On  peut  donc  formuler  la  rèj^le  suivante  pour  le  changement 
de  variable  dans  les  intégrales  simples. 

Remplacer  dans  la  différentielle  à  intégrer  x  par  o{t), 
dx  par  'z>'{l)  dt\  prendre  pour  limites  de  V  intégrale  trans- 
formée les  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  an- 
ciennes limites. 

145.  Passons  au  cas  des  intégrales  doubles. 

Soient  x,  y  et  w,  v  deux  couples  de  variables,  liées  par  les 

relations 

œ  :=o{u,  c),  y  =  o^{u,  v). 

Nous  admettrons  que,  ])Our  tous  les  points  (//,  r)  d'un  do- 
maine borné  E  :  i°  les  dérivées  partielles  de  '^5,  '^j,  restent 
continues;  2°  que  leur  jacobien  J  reste  différent  de  zéro; 
3°  qu'à  deux  points  [a,  (')  différents  correspondent  deux 
points  [x^y)  toujours  différents. 

A  l'ensemble  E  des  points  («,  c)  correspondra  pour  les 
points  (^,  J')  un  ensemble  E',  et,  si  (//,  r)  décrit  un  ensemble 
parfait  et  mesurable  E),  intérieur  à  E,  {x,y)  décrira  un 
ensemble  parfait  E',  intérieur  à  E'. 

146.  Soient 

{u,  «•)  un  point  de  E,  ; 

{il  -\-  du^  r  -\-  f/c)  ==  (U,  \  )  un  point  infiniment  voisin  ; 

{x^y)    et    (j:  +  A  J",  r  H- A  )■)  =  (X,  Y)    leurs    correspon- 
dants. 

On  aura 


4    (^'^    1        ^?  J 
^.x  =  --^  du  -r-  -^  «r 
au              ov 

-i-  R  du  -, 

-  R,  dv 

z=  dx  '\-  R  du  -+-  Ri  di-, 

Al-  =  -^  du  -+-  -^  dv 
•^         du              dv 

-i-Rodu- 

r-  R3  dv 

^dy  -h  H-^du  -i-  F^3  dv. 
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J^,  l{,.  \\<,  K:i  Iciulanl  uuifoniK'incnl  vers  zéro  avec  clu,  ch' 
dans  tout  le  domaine  E,.  SI  donc  {  du  j  et  j  f/f  [  ne  surpassent 
pas  un  nombre  o  suffisamment  petit, 

I  \\  (lu  —  R ,  r/c  I     et     i  K^  du  -r-  Hj  dv  \ 

resteront  moindres  (pic 

t[\du\-^\d^-\^, 

z  pou\ant  tHre  choisi  aussi  polit  tpi  on  \oudia. 

La  distance  d'y  des  deux  j)oints  (;/,  r ),  (  //  +  du.  r  -f-  r/r) 
est  donnée  par  la  formule 

ch-  --^  (/(/'-  —  f/(-, 

et  la  distance  Is  de  leurs  correspondauLs  par  celle-ci 

A.v-  r=  A.r-—  Ar-. 

En  désignant  par  ds  sa  valeur  princi[)alc,  on  aura 

ds-  ^:  dx-  -\-  dy-  z=  l  ~-  du  -i — —-  d^'  \  -r-  {  -r^  du  H p-!  d\-  | 

\du  dv      J        \du  di-        ' 

—  M  du-  ~  2  \  du  dr  -i-  P  rA% 
en  posant,  pour  abréger, 


-=m^ 

-m 

-(^y^ 

-m 

J«  di' 

du   dv 

r  f/.s'-  1,1  1  1  ''<^C 

Le  rapport  -^  ne  dépend  que  de  ?/,  i'  et  du  rapport  -,—  ; 

sa  valeur  ne  sera  donc  pas  altérée  si  Ton  v  remplace  du,  dv 
par  des  quantités  proportionnelles  a.  ^j  telles  que  1  on  ait 
a-  -;-  ^j-  =  I  ;  il  se  réduira  alors  à 

d'c>  d'^  ^V      /^?i  „   ,    ^'fî  3 


a-+-  ^p  1    ^- 


y«  £?('    /         \du  du  ' 

C'est  une  fonction  de  //,  v.  a,  ^3  continue  et   toujours   po- 
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silive;  car  elle  ne  pourrait  s'annuler  que  si  l'on  avait  à  la 
fois 

-^a+-^P  =  0,  -r^a+     .'-p  — O, 

àii  ôv  on  Ov 

d'où  J  =  o,  ou  a  ==:  ^  ^  o.  Or,  par  hypothèse,  dans  loul  le 
domaine  E,  J  est  ^o  et,  d'antre  part,  a--\-^-  =  \.  Donc 
celte   fonction   admet  nn  maximum  M-  et  un  minimum  />?- 

tous  deux  positifs.  Donc   enfin   le  rapport  -7-  est  toujours 

compris  entre  les  deux  nombres  positifs  fixes  M  et  m. 

D'autre  part,  |  A.ç  —  cls  |  est  au  plus  égal  à  la  distance  des 
points  [x  +  ^x,  y  4-  Aj'-)  et  [x  +  dx,  y  +  dy)^  laquelle  ne 
peut  surpasser  elle-même  la  somme  de  ses  projections 

\lx  —  dx\-\-\^y  —  dy  |  —  1  li  du  +  lli  dv\^\  Rj  du  +  H3  dv  \ 

<  2  E  [  I  f/«  I  +  I  (i(^  I  ]  <  4  £<:/a. 

,  A.ç         ds        A.v  —  du  ,  •    1    ■ 

i^e  rai)port  -^  =  -^ — I , sera  donc  compris  lui  aussi 

'  ^         ds        ch  d<z  ^ 

entre  deux  nombres  fixes  M  -f-  4£  et  m  —  \t. 

liT.  Il  résulte  de  là  que,  si  (w,  v)  décrit  une  ligne  recti- 
liable  de  longueur  L,  la  ligne  correspondante  décrite  par 
(jc,  y')  sera  également  rectifiable  et  aura  une  longueur  com- 
|)rise  entre  ML  et  /?iL.  Car  si  l'on  inscrit  à  ces  deux  lignes 
des  polygones  correspondants  quelconques  à  côtés  infini- 
ment petits,  le  rapport  des  côtés  homologues  et,  par  suite, 
celui  des  périmètres,  seront  toujours  compris  entre  M  H-  4- 
et  m  —  4s-  D'ailleurs,  si  les  côtés  deviennent  suffisamment 
petits,  on  pourra  faire  décroître  s  autant  qu'on  voudra. 

148.  Gela  posé,  admettons  que,  le  point  (?/,  r)  restant 
lixe,  on  fasse  parcourir  à  du  et  à  dv  toute  la  suite  des  valeurs 
de  o  à  p,  p  étant  un  infiniment  petit. 

Le  point  (m  -i-  du^  v  -1-  dv)  =  (U,  V)  décrira  un  carré  Q 
de  côté  p,  et  son  correspondant  (^H- A.r,  y-\-Ly)  =  (X,  Y) 
se  confondra  sensiblement  avec  le  point  (ç,  r,)  qui  a  pour 


I 
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i4« 


coordonnées 


ç  =  .r  4-  a.v  ^:  u-  -^ — ji  du  H — p-  a»', 
ou  Ov 

r,  ^  T  M-  clY  =  r  H — x-du  H — r^dv. 
^         ou  ov 

Ce  dernier  point  (ç.  r,)  décrit  un  parallélogramme;  car  si, 
d\-  étant  nul,   on    (ait  varier  du  de  o  à  c,  (i,'/',)  décrira  un 

,      ,     .  .       .  r>j       Oo^ 

seirment  de  uroite  a\anl   pour  proiections  V-^i  -r- =  î   et  si, 
o  1  I      .1  Ou''  Ou  '  ' 

d'autre   part,  assignant  à  </(/  une  valeur  lixe,  on   fait  \aricr 

c/r  de  o  à  p,  (ç,  ■'^,  )  décrit  un  autre  segment  de  droite  a\aiit 

0'^       0'^,        ,^  .       .  ,  •     1  , 

[>our  projections  y^  p,  Tï^?*  projections  étant  indépen- 

dantes de  du,  la  direction  et  la  longueur-  de  ce  nouveau  seg- 
ment n'en  dépendront  pas  non  plus. 

L'aire  de  ce  parallélogramme  P  sera,  d'après  une  formule 

connue,  égale  à 

Oo        <9cp, 
Ou  '       Ou 


Oo 


d's>, 


Ov  '       Ov 


J| 


D'autre  part,  ses  côtés  seront  au  plus  égaux  à  Mp  et  son  pé- 
rimètre p  à  4  jM  2. 

149.   Quant  au  point  (X,  Y),   sa  distance  au  point  i  ;,  y,) 
est,  comme  nous  l'avons  vu.  moindre  que  la  quantil»'- 


9.  t  [  1  du 


d.\\ 


et  a  fortiori  moindre  que  4=^p- 

Si  donc  on  construit  deux  nouveaux  parallélogrammes 
P'  et  V .  l'un  extérieur,  l'autre  int(''rieur  à  P,  et  dont  les  côtés 
soient  distants  de  ceux  de  l'  de  la  quantité  'jsp,  la  région  Pv 
du  plan  décrite  par  le  point  (X,  \  )  contiendra  P",  mais  sera 
contenue  dans  P'.  Or  la  différence  des  aires  de  P'  et  de  P" 
est  évidemment  égale  à  -i.^f^.p  et,  par  suite,  au  plus  égale 
à  32M£3-.  Mais  elles  comprennent  entre  elles  l'aire  P,  égale 
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à  |J|p-.  Elles  sont  donc  comprises  toutes  deux  entre 
[  I  J  I  H-  32  Ms]  p-  et  [  I  J  I  —  oaMs]  p-.  Il  en  sera  a  fortiori 
de  même  pour  les  aires  intérieure  et  extérieure  de  R.  Celles- 
ci  coïncident  d'ailleurs,  comme  nous  allons  le  voir. 

150.  En  effet,  soit  plus  généralement  E2  un  ensemble  me- 
surable quelconque  contenu  dans  E)  (qui  ])ourrait  être  d'ail- 
leurs identique  à  E,)  ;  l'ensemble  E',  décrit  par  (j?,  >')  lorsque 
(w,  (')  décrit  Eo  est  également  mesurable. 

En  effet,  décomposons   le  plan  des  u^   v  en   carrés  Q  de 

coté  0,  La  somme  \  Q,deceuxde  ces  carrés  ([ui  rencontrent 

la  frontière  F2  de  Eo  tend  vers  zéro  par  hypothèse.  A  cliacuu 
d'eux  Q/  correspond  un  parallélogramme  P^  d'aire  moindre 
(pie  la  quantité 

[  I  J,- 1  +  32  M  s]  f  =  [  I  J/ 1  +  32  M  e]  Q,-, 

,T/  désignant  la  valeur  de  J  en  un  sommet  du  carré  Q,. 

L'ensemble  de  ces  parallélogrammes  formera  un  domaine 
mesurable  et  parfait,  enveloppant  la  frontière  F!,  de  El  et 
dont  l'aire  sera  au  plus  égale  à  la  somme  des  aires  des  paral- 
lélogrammes P^-  (qui,  en  général,  empiètent  en  partie  les 
uns  sur  les  autres).  Mais,  en  désignant  par  \x.  le  maximum 
de  I  Jj  dans  Eo,  on  aura  évidemment 


^P;==(-x^32MO^<^. 


quantité  qui  tend  vers  zéro  avec\  (^/.  Donc  E',  est  bien  me- 

surable. 

On  trouve  d'ailleurs  aisénient  l'expression  de  l'aire  de  E, . 
En  effet,  à  chaque  carré  Qa  intérieur  à  E,  correspond  dans 
E',  un  élément  R/f,  mesurable  comme  on  vient  de  le  voir,  et 
dont  l'aire  sera  de  la  forme 

R;,=  [|J,!  +  r,,,]Q,, 

■(,h  étant  un  infiniment  petit,  de  module  <'  3 2 Aïs. 


VAIIIABLF.S    Hl-IU.LKS.  liJS 

L'aire  de  E'  sera  é\idemmciil  é;;alc  à 


o" 


mais  (111  a 


limyil,^_liM.y[|J,.|-^r./,](^)/,; 

^a-^k    <32MsVo,.<32M£E,, 

expression  dont  la  limite  est  zéro.   On  aura  donc  |)Our  Taire 
cliercliée 

E;=:limVlJ,.10,.=.Ç     \^\de. 

151.  Soit  maintenant  y (j:,  y)  une  fonction  de  .r,  y,  bornée 
dansE', .  Posons  _/(o,  cp,  )  =  F(;/,  r).  L'intégrale,  soit  par  dé- 
faut, soit  par  excès,  de  f{x,  y)  dans  le  domaine  E',  sera  égale 
à  l'intégrale  correspondante  de  F(a,  v)\i\  dans  le  domaine  E, . 

Décomposons,  en  effet,  le  plan  des  ?/,  v  en  carrés  de  côté  p. 
Soient  Q/t  Tiin  d'eux  qui  soil  intérieur  à  E,  ;  R^-  l'élément 
correspondant  de  E'^ ,  et  considérons,  par  exemple,  les  inté- 
grales par  excès.  Désignons  par  IM^  le  maximum  de  F  (//,  v)  |  J  | 
dans  Qa  ;  par  M^.  celui  Aq  f[x ^  y  )  dans  R/,.  Il  nous  faut  mon- 
trer que  les  deux  sommes 

^M,0,,  ^M;,  15,  ^.^MÂ[  I  J,  I  -\-  -^./..] Q/.- 

tendent  vers  la  même  limite. 

Or  le  maximum  de  F(;^,  v)  =:/(j:,  >-)  dans  Q/f  est  évidem- 
ment M);.;  et  celui  de  F(?/,  r)]  J,  est  égal  à  M),.v/,-,  Vk  dési- 
gnant une  quantité  intermédiaire  entre  le  maximum  N^  et  le 
minimum  n^àe  |  J  [  dans  Q/^.  D'ailleurs,  J  étant  continu  dans 
E|,  la  différence  Na —  /?/,  et  a  fortiori  la  différence  |Ja  |  —  '-'a^ 
tendra  vers  zéro  avec  o,  et  cela  uniformément. 

Cela  posé,  on  aura 

y  Ml  R,  -Y  M/,Q,  =:y  [  I  Ja-  1  -r-  V.  ]  M;.Qa-  -y  v,M;..Q, 

_-=y[|J/,l-v/,+  r,,]M;Q,. 
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Or,  si  p  Icnd  vers  zéro,  |  J^]  —  va  et  r^  tendent  nniforniément 
vers  zéro,   M^,  reste  au-dessous  d'une  limite  llxo  M';  enfin. 

\  Qa  a  pour  limite  l'aire  de  K,  qui  est  finie.  Donc  la  diffé- 
rence ci-dessvis  tend  bien  vers  zéro. 

152.  Si  la  fonction  f{x^y)  reste  bornée  dans  tout  le  do- 
maine E',  l'égalité 

^J{^r,y)de  =  ^^Y{u,,)\}\de, 

qui  vient  d'être  établie,  donnera  à  la  limile,  en  faisant  tendre 
E|,  E',  vers  E  et  E',  la  relation 

sans  qu'il  soit  nécessaire  de  supposer  que  E  et  E'  soient  me- 
surables. 

lo3.  Des  considérations  toutes  semblables  s'appliquent 
aux  intégrales  triples.  L'analogie  est  telle,  qu'il  nous  suffira 
d'indiquer  la  marche  du  raisonnement. 

Soient  .r,  y,  z  et  f,  a,  v  deux  séries  de  trois  variables  liées 
par  les  relations 

Lorsc[ue  [t,  u,  v)  décrira  dans  l'espace  un  domaine  E,  {•X',j',  :•) 
décrira  un  domaine  correspondant  E'. 

Supposons  :  1°  que  dans  tout  le  domaine  E,  les  dérivées 
partielles  de  cp,,  cpo,  '^3  soient  continues,  et  leur  jacobien  J  dif- 
férent de  zéro;  o."  qu'à  deux  points  (11,  v)  différents  corres- 
pondent toujours  deux  points  (.r,  y)  différents. 

Si  (t,  ii^ç)  décrit  un  domaine  parfait  et  mesurable  E,  in- 
térieur à  E,  (.r,  j',  :;)  décrira  un  ensemble  correspondant  E, . 
intérieur  à  E'. 

Soient  (;,  w,  »'),  et  (/  -h  dt^  u  -j-  da^  v  -h  dv')  =  (T,  U,  V) 
deux  points  de  E,  infiniment  voisins  :  leur  distance  di  sera 
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(lonnce  par  hi  rormulr 

ds-  =  dl'  -f-  du-  +  <:/i--, 
et  celle  A\  (le  leurs  correspondants  par  la  lorniulc 

\s-  —  lx-+  A>---1-  \z-, 
<'xprcssion  dont  la  valeur  principale  est 
ds^  =^  dx-  +  dy- -\-  dz' 

z=z     -^'  dl  4-  --—  r/«  -r-  -7-  «i-     -i-  .  .  . 

V  (^^  ()'/  6^1'         / 

=z  M,  c/^-  +  M2  du-  -\-  .M3  dv-  4-  .i  \i  <:/«  d<,' 

H-  2  N,  <^i'  dt  -^  1  \;j  rf^  <f  «, 

°"-S(l^)'    ^-IK^S)'    ^-S(^)' 

Si  I  <^/^  1<  1  du  1,  I  f/e  j  ne  surpassent  pas  un  nombre  donné  p, 
la  distance  des  deux  points 

(x  +  A.r,  y  -f-  Av,  c  +  A,.)  =  (X,  Y,  Z) 

et 

(j:-  -f-  c/.r,   r  -{-  f/j,  ^  -f-  dz)  =  (;,  T,,  r) 

sera  moindre  que  3  3[  |  c//  j  +  j  du  ]  +  |  (i»-  j  ],  t  ne  dépendant 
(jue  de  0  et  tendant  vers  zéro  avec  lui. 

A5 

On  en  déduit  que  -y-  est  compris  entre  deux  nombres  po- 
sitifs fixes  M  et  /??.  Si  donc  (T,  U,  V^)  décrit  une  ligne  recli- 
liable,  il  en  sera  de  même  de  son  correspondant  (X,  \,  Z). 

Si  (T,  U,  V)  décrit  un  cube  Q  de  côté  p,  (;,  7,,  !^)  décrira 
;ilors  un  parallélépipède  P,  de  voUnne  |  J  |  p'  et  dont  les  côtés 
seront  au  plus  égaux  à  Mp  et  l'aire  A  au  plus  égale  àGM-p-. 

Le  point  (X,  Y,  Z)  est  d'ailleurs  à  une  distance  de  (  H,  r,,  v) 
moindre  que  3s[|  dt  |  -h  J  du  \  -+-  \  dv  |]  et,  u  forliori,  moindre 
(pie  ()3o.  Si  donc  on  construit  deux  parallélépipèdes  P' et  P', 
l'un  intérieur,  l'autre  extérieur  à  P,  ayant  leurs  faces  paral- 
lèles à  celles  de  P  et  à  la  distance  ()îp  de  ces  dernières,  le 
domaine  H  décrit  par  (\,  Y,  Z)  contiendra  P',  mais  sera  con- 
.1.  —  I.  10 


l46  l'KEMlÈRK    l'AKTlE.   —    CHAPITRE    I. 

lenii  dans  P'.  Or  la  dilïcrence  des  volumes  de  P'  cl  de  P"  est 
évidemment 

On  en  conclul,  comme  aux  n°*  loO  à  152  : 

1"  Que  le  domaine  décrit  par  {x,  y,  z-)  lorsque  (/,  a,  r) 
décrit  dans  E)  un  domaine  mesurable  est  mesurable; 

2"  Que  si  /(^,  J',  -■)  =:•  F(/,  «,  (')  est  une  fonction  bornée 
dans  E, ,  on  aura 

',')"  Que  si  /{x^y,  z)  est  bornée  dans  tout  le  domaine  E' 
mesurable  ou  non,  on  aura  encore 

154.  On  traiterait  par  des  procédés  tout  semblables  le  cas 
des  intégrales  multiples  d'ordre  quelconque  ;  mais,  l'intuition 
géométrique  faisant  ici  défaut,  il  faudrait  traduire  en  langage 
analytique  les  démonstrations  relatives  à  l'aire  du  parallélo- 
gramme ou  au  volume  du  parallélépipède  et  en  faire  l'exten- 
sion au  cas  de  plus  de  trois  variables.  Nous  ne  nous  y  arrê- 
terons pas. 

4o5.  Soient  (?/,  r)  un  point  d'un  plan  et  [x^y,  z)  un  point 
de  lespace,  lié  au  précédent  par  les  équations 

jo~o^{i(,v),         y  —  '^.,{ii,v),         ^7-'^3(,/,  r). 

Nous  admettrons  que  j)our  les  valeurs  de  (^/,  r)  comprises 
dans  un  domaine  E  :  i"  les  dérivées  partielles  de  O),  c^o!.  ^a 
restent  continues;  2"  les  trois  jacobiens 

au    dv         du    ôv 

du    ai'        du   di' 

P <??!  d^,       dfo^  d<fi 

du    dv        du    dv 
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ne  s'annulcnl  j)as   siimiltanémeiiL;    3"   à  deux  points  (/^^) 
distincts  cori-espondcnt  deux  points  (-P,JK,  ^)  distincts. 

Le  point  («,  r)  décrivant  un  domaine  E|  borné  et  parfait, 
intérieur  à  E,  le  point  {j^,j',  z)  décrira  une  surface. 

loC).   Soient 

(//,  1')  lin  point  de  E,  ; 

(m  -h  du^  ('  +  c/i')  =  (U,\  )  un  autre  point  infiniment  \()i>in  ; 

(x, y)  cl  (x  -^  ^x, y  -{-  \\-)  =  (X.,\  )  leurs  correspondant >. 

On  aura 


\x  ^  -—■  du  H -^  rtr  -+-  R   du  -^ 

ou               Ov 

lîi  r/r, 

A)'  =  -v-^  du  H r^  <7r  4-  H-,  du  -t- 

II,  ^/r, 

A;  =  -p-  du  H p-di'  +  R;  <i?«  4-  r>5  f/r. 

Posons 

ds-  =--  du-  -+-  di'-, 

Ay-  =:  AJ7-  H-  AjK"  -F-  A;^. 
(>ette  dernière  quantité  aura  pour  valeur  principale 

ds-  =  dx-  -h  dy^  H-  dz-  =  M  du-  4-  2  \  du  dv  +  P  dv^, 

ds 
On  verra,  comme  au  n"  146,  que  le  rapport  -j-  reste  con- 
stamment compris  entre  deux  nombres  positifs  fixes  M  et  m. 
Si  nous  supposons  que  \da\  et  \di'\  ne  surpassent  pas 
un  nombre  o  suffisamment  petit,  |  B-  ,  |l^i|?  •••  resteront 
moindres  qu'une  quantité  arbitrairement  choisie  £,  et  la 
distance  des  points   (X,\,Z)  et 

(;,  T,,  C)  =  {x  4-  dx,  y  4-  dy,  z  +  dz) 

[cV  a  fortiori  [a  différence  Aç  —  ds)  sera  ai  plus  éga'e  à  la 
quantité 

I  [U/«^R,^i^|4-...<3E[|^«I  +  I«r.'I]  <C:>zd's. 
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Le  lapnorl  -7   restera  doue  compris  cnirc  iNI  +  6t  cl  /;?  —  6s. 

On  en  concluL,  comme  au  n"  147,  que,  si  (U,\  )  décrit  une 
lii;ne  rectifiable,  la  ligne  correspondante  déciile  par  (X,Y,  Z) 
sci-a  ('gaiement  rectifiable. 

lo7.  Si  le  point  (U,\  ),  })artant  de  la  position  initiale  {u^  «'), 
se  meut  dans  le  j)lan  des  ;/,  r,  le  point 

ç  =r  ,r  H — -^  du  H r-  dç , 

du  ôv 

T;   ^     )     H r—  du    -f-         '-  dV, 

OU  OV 

L  =  -  ^ — 7^ -  «/<  -\ — ^^  rt<' 

décrira  wn  plan,  dont  l'équation 

A(^  -  .r)  +  P.(r,  -  j)  +  C(:  -  z)  =  o 

s'obtient  en   éliminant  du   et  dç  entre   les   trois   équations 
ci-dessus. 

Supposons  que  du  et  dç  varient  de  o  à  p,  le  point  (U,  V) 
décrira  un  carré  Q,  et  les  projections  du  point  (ç,y,,  v)  si^h' 
les  plans  coordonnés,  des  parallélogrammes,  avant  respecti- 
vement pour  aires  |  A  [  Q,  ]  B  |  Q,  ]  C  |  Q.  Le  point  (;,  r, .  "Ç) 
décrira  donc  dans  l'espace  un  parallélogramme,  d'aire 


AJais,  si  p  est  infiniment  petit,  le  point  (X,\  ,  Z)  décrira  un 
élément  de  surface  infiniment  voisin  de  l'élément  plan  décrit 
par  (H,  /j,  v);  nous  sommes  donc  conduits  à  lui  attribuer  une 
aire,  avant  pour  valeur  principale 


fl,  par  suite,  à  définir  de  la  manière  suivante  l'aire  Ù,  de  la 
portion  de  surface  décrite  par  (x,v,z-)  lorsque  {ff^ç)  dé- 
crit ]î!,  : 

jNous  décomposei'ons  E,  en  carrés  infiniment  petits;  nous 
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iinil[ij)lic'rons  chacun  de  ces  carrés  ()/,  par 
V/Ajf.4-B|.4-C|., 

A/,,  Vif.,  C/,  claiil  les  \alours  de  A,   l>,  C  en   un  de  ses  som- 
mets. La  limite  de  la  sonnne 

(|ui  n'est  anlie  chose  (|uc  l'intégrale  douhlc 


Sk; 


rej)résentcra  l'aire  demandée  <>,. 

Supposons  maintenant   que  E,   tende   vers   E;   ti|    tendra 


\crs  une  limite  ii,  éyale  à 


S.v'^ 


-hB^-hC^^/(' 


158.  Eorsque  la  surface  décrite  par  le  point  1-2",^',  -■)  est 
un  plan,  Taire  1)  est  susceptible  d'une  mesure  directe.  Il  faut 
donc  établir  que  notre  définition  nouvelle  n'est  pas  en  dis- 
cordance avec  cette  notion  déjà  acquise.  En  désij^nant  par 
a.  |j,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  j)lan,  nous 
aurons 

A       lî        C n ^ 

notre  formule  devient  donc 

Or  X  I  A  I  de  est  bien,  comme  nous  l'avons  montré  (lo()\ 
Taire  de  la  projection  de  il. 

lo9.  Nous  devons  encore  monlroi'  (jue  Taire,  définie 
comme   nous  lavons  fait,   ne  dépend  ([ue   de   la   nature   de 
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la  surface   (Ic'ci'iU'  par  (.^,J',  :■)  cL  non  du  choix,  parliculicr 
(les  \arlal)lcs  anxiliaircs  //,   r.   Posons,  en  efl'el, 

//i,  Ti  étant  (len\  nouvelles  variables  qni  parcourent  un  do- 
maine F  lois(|uc  (//,  r)  parcourt  le  domaine  E.  On  aura 

cl,  en  a|^pelant  J  le  jacohien  de  /'),/;>, 

A  —  ^'^  —  —   -^^  —  =  AJ 
'        diii  t>c,         rjci   c///, 

B,=z:BJ, 

C,=  GJ. 

L^expression  de  l'aire  en  fonction  des  nouvelles  va- 
riables ?/|,   Ti    sera 

Sv/A-^  +  B^-rCl  r/ei  =  ^  vA'+  B^-^C^  I  J  I  «fei. 
Or  celle  intégrale  est  bien  égale  à  l'Intégrale 

prise  dans  le  champ  E  (152). 

XIII.  —  Formation  des  équations  différentielles. 

IGO.  On  nomme  équation  iliffcrentielle  de  Vordie  n 
toute  équation  entre  une  variable  indépendante  x,  une  fonc- 
tion y  de  cette  variable  et  ses  n  premières  dérivées. 

101.  Soit  >'  une  fonction  qiielconfpie,  définie  par  l'équa- 
tion 

(.)  F(.r,j)  =  o. 
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lùi  pieiiaiit  les  dérivées  de  celle  ('•(jiialion,  il  viciidr;i 
dF       âF    , 

()-V  (PF      ,      <PF    „       ÔF    „ 

Toulc  é(jualion  déduile  de  la  coinhinaison  de  ces  équations 
avec  la  pro|)osée  sera  une  équation  diUerentielle  à  laquelle 
satisfait  la  l'onclion  y.  Parmi  ces  équations,  il  conviendra  de 
rechercher  celles  qui  ont  la  forme  la  plus  simple  ou  la  plus 
avantageuse  pour  le  but  ([u'on  se  [)ro[)Ose. 

1G2.  Il  arrive  souvent  que  des  fonctions  dont  l'expression 
contient  des  transcendantes  ou  des  radicaux  satisfont  à  des 
('•([nations  (li{r('rentielles  d'où  ces  transcendantes  ou  ces  radi- 
caux ont  disparu. 

Soit,  par  exemple, 

y  =z  arc  sin.r. 
On  en  déduit 


Il    % 
ou 


l'rcnant  la  dérivée  de  cette  ('-([uation  et  supprimant  le  fac- 
teur commun  ■>.y,  on  aura  réqualion  du  second  ordre 

(2)  (1  — j?2)  y"_^j'— o. 

On  j)eut  di'duire  de  celte  équation  une  formule  r(''currente 
commode  pour  le  calcul  des  dérivées  successives  de  y.  Pre- 
nons en  elfet  la  dérivée  /»'«'""=  de  cette  équation;  il  viendra, 
en  appliquant  la  formule  connue  qui  donne  la  dérivée  ni"'"'" 
d'un  produit, 

(i_^i.2)  j('«+2)_  2ma^rf"'^-"—  m  {m  —  i)/-'"^ 

—  ^.y(,n+l}  —  /ny^'"'  ^=  o 
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et,  en  réduisant, 

(,  _  a--)  )/("'+-)  —  (2/??  +  i).r_yf"' ■»-''  —  /?i-jf"''  =  o. 

Celte  formule  se  simplifie  pour  la  valeur  particulière  jc  =  o. 
Si  l'on  désigne  par  j'oi  ^''u^  ...  ce  ([ue  deviennent  alors  i\ 
y' .  .  .  .,  il  viendra 

On  aura,  par  suite, 

yo  =  o,         r';'=22r;  — o,         ...,         r'„2"'  =  o, 

jy^'  =  3^j;=:±i^.3s 

5 

j;^'-"  =  ±i^3^..(2«-i)^ 

163.   Considérons  en  second  lieu  l'expression 

y=i  (,r  +  v'o?-—  i)". 

Prenons  la  dérivée  logaritJimiqiie  des  deux  membres. 
c'esl-à-dire  la  dérivée  de  leurs  logarithmes;  il  viendra 

y' (œ  +  \Jx'^  —  i)' n 


y  X  —  \J  X-  —  I       sj  X-  —  I 

d'où 

(^- —  l)  j'^=:  /î-J', 

OU,  en  prenant  la  dérivée  et  supprimant  le  l'acteur  commun 

(3)  (j^-— i)j"h-^x'— «-j'  =  o. 

Prenant  la  dérivée  w^''"'"''  de  cette  équation,  on  aura  la  for- 
mule récurrente 

(a--—  i)  j('"+2)  _^  2/?i^7('«+-i) 

4-  m  {m  —  i)  jC")  +  ^j("M-i)  _^  m  jC")  —  /i2j-('«)_-_:  o 

ou,  en  réduisant, 


VAiiiAiii.rs  i(i':i:i.i.i;s. 
Pour  ./•  --  (>.  celle  rormulc  se  r('(liiil  à 


i53 


(4 


.  .1  // 

J  0 


{m-  —  /i-)y\^' 


104.  l/éqnalion  clillVicnlicllc  (  ^)  siil)>islciait  c\  idciiimcnl . 
ainsi  que  la  formiih'  (  f  )  f|iii  en  est  la  conséquence,  si  l'on 
changeait  le  sii;iicdii  radical  dans  l'expression  dey.  Elle  suh- 
sislera  encore  si  Ton  pose 

y  =  C  (.r  +  v/^^^^^^iV  4-  C'  (,r  -  ^CT^^ ,)"  , 

C  et  C  étant  deux  constantes  quelconques,  car  le  résultat  de 
la  substitution  de  cette  quantité  dans  le  premier  membre 
de  (3),  étant  évidemment  éqal  à  G  fois  le  résultat  de  la  sub- 
slitulion  (le  (.r  +  y/x- — il"  plus  (7  fois  le  résultat  de  la 
substitution  de  (jl'  —  \^x'-- —  i  )",  sera  nul. 

Soit,  en  |)articuliei-,  C  =  C'=  ;;,  et  supposons  /?  entier  cl 
positif.  L'ex[)ressioii 


r=\(.r-~ 


\'j;- 


0"  +  K-- 


\''- 


')" 


étant  développée  suivant  la  formule  du  binôme,  les  puis- 
sances impaires  du  radical  se  détruiront,  et  l'on  obtiendra 
évidemment  un  polynôme  entier  de  la  forme 

y  =  \„.r"  4-  A„_,.r"-2  +  .  .  .  +  A„...,,.r"-^/'  ^  .  .  .  . 

Le  coefficient  A„  peut  se  calculer  aisément.  On  a  eu  ellt'l, 
en  (lixisant  j)ar  x"  et  faisant  tendre  .r  vers  y:^ 

y 
A,,=  lim  -^ 

='"4ï('-\/^ii)""î('V^)T-="-'- 

Pour  calculer  les  autres  coefficients,  on  remarquera  (pion 
a,  en  général, 

yl-'P=i.-y....{n-ip)\„^,,, 
r«-2/'-2  =  ,  .o.  .  .(„  _  2/;  -  2)A„_,„_„ 
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d'où 

A„_,,,_,=  An-,p{n  —  2/>)  {n  —  9.p  -  i)  -«-^^-.^^ 

J  0 

(»ii,  (l'aprrs  la  (onmile  (4), 

—  \  (/^  —  ^/>)  (n  —  2p  —  i) 

{/t —  2p  —  2)- —  /i^ 

Cette  relation  permettra  Je  calculer  successivement   lou> 
les  coeHicients,  en  parlant  du  premier. 
Posons 

.r  ■=  cos'^, 

(Toù 


\,  a--  —  1  =3  <  sin  cp; 
il  viendra 

y  ^  }^(  ces 'j  -+-  i  sin  '^  )"  H-  |  (cos -i  —  {  sin  '^ )'* 
ou,  d'après  une  formule  que  nous  établirons  plus  loin, 

_^  =  |(  cos  n  Ci  H-  /  sin  /'  'f  )  H-  ^^  (  cos  n  o  —  /  sin  no) 
=:  cos  no  =;  cos/j  (arc  cos^). 

Nous  venons  donc  d'obtenir  le  développement  de  cos/i.5, 
suivant  les  puissances  de  cos'j. 

i6o.    Soit,  comme  dernier  exemple,  Texpression 

d"(jc^'—  })"■ 

y  =  — -^^ 

•^  djc" 

Posons,  pour  abréger, 

(.r-— j)"  =  z.. 

En  prenant  la  dérivée  logarithmique  de  cette  expression, 

il  viendra 

9,nœ    z' 

X- —  I         z 

ou 

{x^ —  i)  -:' —  2nxz=zo. 
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Prenons  la  dcrivt'f  (ii  -'-  i  )''""'  il<'  celle  éqiKilion  ;  mi  irmi- 
vera 

{x'-—  i):;"'^*J  +  in  -f- i)  2.r-("^'J  -\-  ^"  "^"'^"9.3'"' 

-  -jw-r- ''  +  •'  —  ^«(/i  -t-  i)  ;;'"^  r- o 
on,  en  remplaçant  z"    par  j'cl  rédnisani, 

(  ./•■-  —  1  )  j>  "  —  2  .ty'  ~  /l  {/l  -^  l)  y  ::_  <J. 

!()().    (yonsidérons  une  ((jualion 

contenant,  outre  les  variables  ./•,)•,  /f  eonstanles  r, r,^. 

(]elte  équation  représente  une  infinitt-  de  fonctions  distinctes, 
(jue  l'on  obtiendra  en  donnant  successivement  aux  constantes 
tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles.  Toutes  ces  fonctions 
satisferont  à  une  même  équation  différentielle  de  Tordre  n. 
(|u  il  est  facile  de  former.  Prenons,  en  effet,  les  n  premières 
dérivées  de  cette  é(iualion  ;  on  obtiendra  les  nouvelles  équa- 
lions  suivantes 

ôx-       ôy  " 
ôx'    '   ^  dx  Oy  ^'  "^  (Jf-  ■^'  '~^  àf-^  ~'  ""' 


tjx"  ()y 


-j""  =  o- 


l'entre  ces  é<[uations  et   la   ])roposée,   éliminons   les  con- 
stantes C| c.,:  nous  obtiendrons  l'érpiation  cberclu'e 

167.    (Considérons,  [)ar  exemple,  léqualion 


où  A  et  B  sont  des  constantes  délermim'es  et  ).  un  parami'-lre 
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variable.  Celle  ('(Hialioii,  eonsidérée  au  poinl  de  vue  géonié- 
lri(|iic,  représcnle  ua  sjslènie  de  coniques  homofocales.  (Si 
nous  supposons,  pour  fixer  les  idées,  A^B,  les  fojers  réels 
seront  sur  l'axe  des  x,  à  la  distance  ±  y/A  —  B  de  l'ori- 
jj;ine.) 

Prenons  la  dérivée  de  celle  équation;  il  viendra,  en  sup- 
primant le  facteur  commun  2, 

X  y  y' 


A  ^  À        15  -T-  A 
Des  équations  précédentes,  on  déduil 
I  y'  I 


A  -h  À      œ'-y  —  ooY        B  -f-  /.     y-  —  ^yy' 

A  +  X  =  ^ITJZj^',  B  +  ).  =  v^  -  xyy. 

y  "       -  -^ 

Eliminant  ),,  on  aura  ré(|ualion  différentielle  de  ce  système 
de  coniques 

r*  )■'  —  .r  )■ 

A-B=-^,— ^-j-  +  ^r/ 

ou 

^r )'_>■'-  4-  {.V-  —  )■-  —  A  +  B  )  j  '  —  xy  r=  o. 

168.   Considérons  Téquation 

X-  -\-  y-  H-  2  (7 .r  -î-  '2  by  +-  c  =z  o, 

f|ui,  considérée  au  point  de  vue  géométrique,  représente 
l'équation  générale  des  cercles.  Cette  équation  contenant 
trois  constantes,  l'équation  différentielle  qui  s'en  déduit  sera 
du  troisième  ordre.  Pour  l'obtenir,  nous  formerons  les  dé- 
rivées successives 

,r  -I-  y  y'  -H  «  -1-  by'  =  o 

(nous  avons  supprimé  le  facteur  2  pour  plus  de  simplicité  ), 

i+7'-4-jj"-t-  by"  =  o, 

'^y'y"  -^yy'"  -+-  ^\y'"=o. 

Kliminanl  b  entre  ces  deux  dernières  équations,  nous  ob- 
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liendrons  X équation  di JJV'i-enliellc  des  cercles 

(  '  +  y"  +yy")  y'"  -  y'  (  3  r' j"  +ry")  =  o 

ou,  en  réduisant, 

169.'  L'équation   difrércntielle  des  coniques  a  été  obtenue 
par  M.  Halphen  de  la  manière  suivante  : 

L'ordonnée  r  dune  conique  est  définie  par  1  équation 

y  =  a.r  ^-  b  zzz  {p.r-  -f-  iqx  -\-  r)'. 

On  en  déduit,  par  des  dérivations  successives, 

_  1 
y'  =z  ait  {pjc  -+■  <])  {px--^  2qx  -H  /•)    -, 

_i  _  3 

y"=.±p{px--\-iqx-^r)    -  —  {px  ^q)-  {px- ^  2qx  ^  /)    - 

_^  pipx'^-{-  iqx  -h  /•)  —  { px  -i-  q)' 

{ p x-  -\-  1  q X  -i-  r)'^ 

_  ^         P'—  n- 


(/?>r--f-  iqx  -i-  /■)- 
d'où 
(5)  y"~^'=  px^'-^iqx^r 

ipr-q'-Y 
(i.  en  elTectuant  trois  nouvelles  dérivations, 

((3)  [f'i)=.o. 

Si  la  conique  est  une  parabole,  p  sera  nul.  Le  second 
membre  de  l'équation  (5)  ne  contenant  pas  de  terme  en  x-, 
deux  dérivations  suffiront  pour  faire  disparaître  les  autres 
constantes.  L'équation  différenlielle  des  paraboles  sera  donc 


(7)  (/'    ^j=o. 

Il  est  aisé  d'obtenir  les  équations  (6)  et  (-)  sous  forme 
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(lé\  clc>|)pùc.   Oïl  a,  CM  cfïcl, 


CIIAIMIKE     I. 


y 


'i\' 
"  i 


%   y"      3  y'" 


'y 


2    ^.1'      i  -,IV 

3 ,/  J     y 


8_0    ../'        3     ,-"'3  _i_  a.   y"      S  ,.'"i.'V 


y"  y 


h\y"  Vy^-tj"  'y'' 


Porlanl  ces  valeurs  dans  les  équalioiis  (6)  et  (7),  chassanl 
les  dénoniinaleurs  et  supprimant  le  facteur  commun  u/A  vien- 
(lia,  ])Our  réqualioii  générale  des  coniques, 

et,  j)Our  celle  des  paraboles, 

170.  Clierclions  enfin  la  condition  pour  que  des  lonclions 
j'f,  y^i  •••1  Xii  dune  même  variable  x  soient  liées  par  une 
(■(pialion  linéaire  à  coefficients  constants 

Cl  Vi  -+-  C2  joH-  •■•-(-  G„  7-„  =  o. 


Prenant  les  dérivées  successives  de  celte  éqnatiou,  il  vien- 


dra 


Cij'i       -t-G,y;       -^...+  C„7;,       =0, 


et,  en  éliminant  les  constantes. 


ji       y-i 

y'i       y'i 


yn 
y'n 


J  II 


On  verra  dans  le  Calcul  inléyral  que  cette  condition   est 
suffisante. 
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171 .  On  doriiK'  le  nom  {\' r«ju<ilioii  aux  drri^u'es piirticlles 
d'ordre  n  à  loulc  équation  cnlrc  des  variables  indépen- 
dantes JT),  x-2i  ••  -,  Xp,  une  lonclion  z  de  ces  variables  et  ses 
dérivées  partielles  des  n  premiers  ordres. 

172.  Soit 

F(./-,,  .  .  .,  ./>,  z.  Ci,  .  .  .,  c„)  —o 

une  équation  contenant  n  constantes  arbitraires  et  définissant 
une  fonction  z  des  p  \ariables  indéj)endantes  j:,  ,  .  . .,  Xp.  ()t\ 
pourra  joindre  à  celle  ('-(piation  ses  //  dérivées  partielles 

f)V        (W    <)z  _ 
dxy        ôz   dxi 


ÔF        ()V    àz  _ 
df,,       Oz  àxp 


])ar  rapport  à  chacune  des  variable?  indéjjcndarites  x,,   . 

PiP  -^  ^)   1  .  ■    ■  -Il        1  1        I 

Xp^  puis  ses dérivées  partielles  du  second  ordre 

â'F  â'F      ôz        (r-F  /  OzY-      ÔF  â'z 

o. 


Ox\  Oxidz  âx^    '    àz-  \âxij        ôz  Ojc 


et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le  nombre  total 

/        ,      ,  p<p-^f)  ,   pip  ^i). . .( p-h  :^  —  f) 

h=zi-\-p-r- î-  .  .  .  +  - — ■ 

'2  I  .  2  .  .  .  p 

des  équations  ainsi  obtenues  surpasse  le  nombre  n  des  con- 
stantes arbitraires.  Eliminant  ces  n  constantes  entre  les  /. 
équations,  on  obtiendra  un  système  de  A' —  n  équations  aux 
dérivées  partielles  d'ordre  p,  à  chacune  desquelles  z  satisfera, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  c,,  .  .  .,  c„. 

173.   Considérons   maintenant    la    fonction    :;    délinic   jiar 
1  équation  plus  i,n^nérale 

r  L  J"],  .  .  . ,  Xp,  z,    ç,  (a,.  .  .  .  ,  a^,_j  ),    ç,  (  _i,,  .  .  .  ,  P/,_]  ),    .  .  .  J  r=  c>, 


i6o 
«  )  1 1    a , 
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''•'  '■'■  .  (h'signciiL  dos  fonctions 


connues  de  X|,  ...,  Xp^  z-,  et  cpi,  cp^,  ...  des  fonctions  arbi- 
traires. Joij;nons  à  celte  équation  ses  dérivées  partielles  suc 
cessives  des  ordres  i ,  2,  . . .,  p.  Nous  obtiendrons  ainsi 


I  +/^  + 


p(p-^  0 


/j  (  />  -4-  I  ) . . .  (  />  +  0  —  I  ) 


=  A 


('■(jualions,  dans  lesquelles  figureront  les  quantités  suivantes  : 
i"  Xf,  . . .,  .Vp,  z  et  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  p  ; 

■>"   la   fonction   -i,  et  ses  dérivées  partielles  -,--?   •••7    t^-'— ' 
^2*  ?  •  •  •  jusqu'à  l'ordre  p.  la  fonction  '^2  6t  ses  dérivées  par- 


lielies  —^5 


■  jusqu'à  l'ordre  p,  etc.    l^e    nombre   /  de  ces 
dernières  quantités  sera  évidemment  égal  à 

( p  —  ])p. . .( p  -i-  p  —  lY 


I  +  />  —  1  + 


1.2. 


/>  désignant  le  nombre  des  fonctions  cp,,  'p^,  .... 

Donnons  successivement  à  p  les  valeurs  i,  a,  3,  ....  11 
arrivera  nécessairement  un  moment  oîi  le  nombre  /c  des  équa- 
tions surpassera  le  nombre   /.  En  effet,  en  changeant   0   en 

V.    1  11',-  1         p(p-hl)...(p-[-p) 

0  -h  1 ,  on  accroît  le  nombre  des  équations  de 

'  ^  I . 


{? 


(p  —])n.  .  .(  p 


1) 


tandis  tiue  le  nombre  /  s'accroît  de  /> 

^  !.■>...  (p  +  l) 

quantité  inférieure  à  la  précédente,  si  P  +  }'>ii{p  —  •)• 
Donc,  dès  que  p  surpassera  /?(/>  —  i) — p^  k  croîtra  plus 
rapidement  que  /et  finira  par  le  surpasser.  A  ce  moment,  on 
pourra  éliminer  entre  les  A"  équations  obtenues  les  fonctions 
p,,  ...,  o„  et  leurs  dérivées  partielles;  on  obtiendra  ainsi 
/,  —  /  équations  entre  .r,,  ...,  Xp,  z  et  ses  dérivées  |)ar- 
lielles  jusqu'à  l'ordre  0,  et  la  fonction  z  satisfera  à  ce  sjs- 
lème  d'(''(piations,  de  quelque  manière  que  soient  choisies  les 
(onctions  aibitraires  'i,,  ...,  '^„. 

Nous  allons  faire  quelques  applications  de  cette  th(';orie. 


VARIABLES    UÉELLES.  iGl 

17  i.   Supposons  d'abord  que  l'équation  qui  détermine  :; 
soit  de  la  forme 

(8)  F(«i,  a.,  .  .  .,  Up)  =  o, 

(fi,  ....  Up  désignant  des  fonctions  connues  des  variables  in' 
dépendantes  .r,,  . . .,  Xp  el  de  z.  Si  l'on  conçoit  que  z  ait  été 
remplacé  par  sa  valeur  en  X[,  ...,  Xp,  u,.  ...,  Up  devien- 
dront des  fonctions  de  x^■,  ...,  Xp  seulement,  ayant  pour 
dérivées  partielles 


dxi 

duy    dz 

dz    dxi  ' 

Dxp«i  = 

dui 
dxp 

-+- 

dui    dz 

dz    dXp ' 

dxi 

dup    dz 
dz    dxi  ' 

D^^  Up  = 

dUp 
dxp 

-f- 

diip    dz 
dz   dxp 

Pour  que  ces  fonctions  soient  liées  par  une  relation  telle 
que  (8),  il  faut  et  il  suffît  que  leur  jacobien  soit  nul  :  on 
pourra  donc  écrire  immédiatement  l'équation  aux  dérivées 
partielles 


D^.,«,      ...     Dj.p?/i 


Dj.,  Up     ...     D^^  Up 


à  laquelle  z  doit  satisfaire. 
\  oici  quelques  exemples  : 

175.   L"équation 

(9)  x  —  az  =  -:.{y  —  bz) 

représente  un  cvlindre  parallèle  à  la  droite  {x  =  az.  j'=  bz). 
Eu  effet,  cette  surface  a  une  infinité  de  génératrices  recti- 
lignes  parallèles  à  cette  droite  et  données  par  les  équations 

x  —  az  =  -^{'^), 
y—bz  ='x, 

a  étant  un  paramètre  constant  pour  une  même  génératrice, 
mais  variable  d'une  génératrice  à  Tautre. 
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En  faisant  varier  la  forme  de  la  fonction  o,  on  aura  une  in- 
finité de  cjlindres  différents.  Ils  satisfont  tous  à  une  même 
équation  aux  dérivées  partielles,  que  l'on  peut  écrire  immé- 
diatement. 

En  effet,  l'équation  (g)  établissant  une  relation  entre  les 
deux  fonctions  x  —  az,  y  —  hz  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y^  le  jacobien  de  ces  fonctions  sera  nul,  ce  qui 
donnera  l'équation 


dz  ôz 

dx  dy 


dz 
dx 

dx 

dz 

,  dz 

dy 


dx 


176.   L'équation 


où  '-ù  est  une  fonction  arbitraire,  représente  un  système  de 
cônes  ayant  pour  sommet  le  point  (a,  6,  c)  et  pour  généra- 
trice les  droites 


L'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  cônes  s'obtiendra 
en  égalant  à  zéro  le  jacobien 


{z-cY 


{x  —  a) 


dz 


{z-cY 


y  —  b   dz 

{z  —  c)-  dx 
dz 


iy~^) 


dy 


{z-cY 


ce  qui  donne,  en  effectuant  les  calculs  et  chassant  les  déno- 
minateurs. 


dx 


dy 
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177.   L'équalion 

.r-  +  j)'--f-  z-  T=  ■i{ax  -ï-  by  -r-  cz) 

représente  un  système  de  surfaces  de  révolution  dont  les  pa- 
rallèles 

ax-^by-\-cz^^% 

sont  perpendiculaires  à  Taxe  —  =  ^  =  -• 
i      ^  abc 

Ces  surfaces  satisferont  à  l'équation 

dz  dz 

1  X  -f-  ^-r—     a  -;-  c^— 

ax  ox 


dz 


•^  ov 


dz 

ÔY 


OU 


bx  —  ay  :=  (cy  —  bz)  -r-^-h  (az  —  ex)  -t^> 
-^       ^  -^  '  dx      ^  dy 


178.  Une  fonction  u  de  plusieurs  variables  x,  y,  z  est  dite 
homogène  et  d'ordre  n  si  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 


Il  résulte  de  cette  équation  qu3  c  '^  a  est  fonction  de  —  et 

de  ^-  On  aura  donc,  en  égalant  à  ziro  le  jacobien, 

-ra  *^"  ï  I 

dx  z  I 

-n  ^"  I 

"T"  O  -        - 

du  ,  X 


y 


dz 


ou,  en  eîFecluant  les  calculs  et  chassant  le  dénominateur  c""^". 


du  du 


du 


X  -T •-  >•  -T h  z  -^  ■=  nu. 

dx      "  dy         dz 
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179.  Comme  seconde  application  de  la  lliéoiie  générale  do 
rélimiiialion  des  fonctions  arbitraires,  considérons  un  sys- 
Irmc  de  />  fonctions  2,  a,,  . .  .,  y.p_i  des  p  variables  indépen- 
dantes ^1 ,  .  .  . ,  Xp,  déterminées  par  le  système  des  équations 
simultanées 

J"  1  (  J'i,  .  .  . ,  ^'p,  z,  a,,  .  .  . ,  y-p-1,  '-^1,  .  .  . ,  'i„)  =  o, 
y 

AV("^i'  •  •  ■  '  "^/"  ■^'  ^1'  •  ■  •  '  ^/j  -1'  'fi'  •  •  •'  T«)  -—  *-*j 

où  C5,,  . ..,  0,1  désignent  des  fonctions  ai'bitraires  de  a,,  ..  ., 

"J-p^K  •  Nous  allons  montrer  que  z  satisfait  à  une  équation  aux 

dérivées  partielles  d'ordre  /?,  indépendante  de  ces  fonctions. 

Formons,  en  effet,  la  dérivée  partielle  de  F)  par  rapport  à 

^1  ;  elle  se  composera  : 

,-,  ^F,        dV.    àz      ,       ,  ,  .    .        , 

i"  Des  termes  -^ 1 ^ r — ,  dus  a  la  variation  de  j-,  et 

OJCi         oz   oj-i 

de  z]  nous  les  désignerons,  pour  abréger,  par  D,.  F,; 

-2"  Des  termes      -r \ — ^—  — ^-  +  .  .  .     -^ — 5  <jus  a  la  varia- 


lion  de  a,  ;  nous  les  désignerons  par  D^j  F,  -r— ^j 

3"  Des  termes  analogues  D^;, F,  -t-^5  •  ■  -i  dus  à  la  variation 

des  autres  paramètres  a^,  .... 

Réunissant  tous  ces  termes,  on  aura  l'équation 

D.,.,F,  +  D,F,|iL+D..F,|îl+...  =  o. 

Les  dérivées  partielles  par  rapport  à  Xo,  . . .  donneront  de 
même 


Eliminant  entre  ces/»  équations  les /j  —  1  quantités  Dj^^  F,, 
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I3.,F. 


,  il  \icndia 


^     p         ()a,        Ô:i,  '  :-  O. 


Ce  déterminant,  clcvcloppc-,  sera  de  la  forme 
AD,,r,+  BD,.,F,  +  ...  =  o, 

A,  B,  . . .  étant  des  fondions  de  -r— ^»  -r-^j  •  ■  ■  • 
Les  équations  Fo  =:  o,  ...  donneront  de  même 


AD,,Fo+BD^.F, 


:=0, 


Éliminons  entre  les  équations  qui  viennent  d'être  obtenue? 
les  rapports  des  coefficients  A,  B,  ...  ;  il  viendra 


Dx.F,     D,,Fi 
D^  F,     D^.F, 


Le  premier  membre  de  celte  équation  sera  une  fonction 


oe  JTj ,  . . . ,  X pi  -•■) 


il 


,  «,, 


'    ■'■p-ii    7^1  ;    •  •  •  ■>    i'ii 


que  nous  désignerons  par  F^,^,. 

Désignons  par  Djr  F^^,  la  portion  de  la  dérivée  partielle 

de  Fy,+,   par  rapport  à  Xi  qui  provient  de  la  variation  de  Xi, 

à^  dz  1     I         A 

z,  -, —  7  ...  j  -; — ;  on  trouvera  de  Ja  même  manicre  une  nou- 

velle  équation 


p■^-2 


D.,F,         D,,F, 


=  o, 
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dans  laquelle  figurcronr,  outre  les  quantilcs  précédentes,  les 
dérivées  secondes  de  ;:. 

Continuant  ainsi,  on  obtiendra  une  suite  d'équations 


h\z=o, 


'^i>=o, 


r+i 


o, 


p+n 


O, 


entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  p  —  i  -j-  n  quantités 
y.,,  ...,  y.p_i,  cp,,  ...,  cp,j,  ce  qui  donnera  une  équation  aux. 
dérivées  partielles  d'ordre  n. 


180.  Exemple.  —  Cherchons  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  réglées.  On  nomme  ainsi  celles  qui  sont 
engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite.  Les  génératrices 
dune  telle  surface  auront  des  équations  de  la  forme 

F,  ^r  ^  —  az  —  a  =  o, 
Y,_  —  y--bz  —  ^^o. 

Trois  conditions  sont  d'ailleurs  nécessaires  pour  déterminer 
le  mouvement  de  la  droite.  Ces  conditions  permettront  d'ex- 
j)rimer  trois  des  coefficients,  par  exemple  «,  Z?,  [^,  en  fonc- 
tion du  quatrième,  a. 

Appliqvions  la  méthode  précédente.  Nous  formerons  l'équa- 
tion 


F.= 


D.Fi 

DyFi 

Oz 
dx 

Oz 
dy 

D.F, 

D,F, 

dx 

= 

i—  - 
dx 

dy 

L'équation  suivante  sera 


Dr  F, 


D^F3 


dz  dz 

b^-      I  —  b-r- 

dx  dy 


,-6|)d.F, 


dx     ■' 


ou,  en  remplaçant  i  —  ^ -r^  par  «  ^^  et  supprimant  le  fac- 


leur  commun 
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o  =  a  Dx  F3  -h  t  Dy  F3 

d'-z        ,     d-'-z    \        ,fO'-z^,  d-z\ 


=zal  a 


b'^-r-  ]  -\-Ola 


a 


dx-  ôx  dj  )         \    dx  dy 

d"-  .    d'-z         ..d'z      „ 

2  ab  -. — ,-  -\-  b^  -j-^  =  Fj. 


"W) 


dx-  dx  dy  Oy- 

On  trouvera  de  même  l'équalion  suivante 

G  =r  Fj  =r  a  D.r  F.  -i-  6  Dj,  F. 

fi^~  fPz  d^  z  d^  z 

=  a'^,-^3a'-b^^^3ab^-^^-^b^^^- 
dx^  dx-  dy  dx  dy  dy^ 

On  n'aura  plus,  pour  obtenir  réquation  aux  dérivées  par- 
tielles, qu'à  éliminer  le  rapport  -  entre  les  deux  équations  V  >, 
etFr,. 

181.  Considérons  enfin  une  fonction  z  définie,  ainsi  que 
les  paramètres  a,.  . . . ,  a^_,.  par  un  système  d'équations  de 
la  forme  suivante 


(10) 


J  [Xy,     .    .    .  ,    Xp,    Z,    '^i-     .    .    .   ,    ^/J— 1)    'fl  •     •    •    •   î    'f/J  )    *^1 


Prenons  les  dérivées  partielles  de  /  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes  x, ,  . . . ,  Xp.  En  vertu  des  équa- 
tions (10),  ces  dérivées  se  réduiront  à  leurs  premiers  termes 
Dx, /,  .  . . ,  Dx  /.  On  aura  donc 

D,,/=o,         ...,         D,^/=o. 

Désignons  ces  équations  par 

F,r=o,         ...,         F^=:o. 

On  en  déduira,  comme  dans  le  problème  précédent,  une 
suite  de  nouvelles  équations 
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Ces  équations,  joinlcs  aux  précédentes  cl  à  la  primitive 
/*=  o,  fourniront  un  système  de p  -\-  n  équations,  entre  les- 
quelles on  éliminera  a,,  ...,  a^^,,  cp,,  ...,  cp^.  L'équation 
résultante  sera  encore  de  l'ordre  n.  En  effet,  F,,  ...,  F^ 
contiennent  z  et  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre; 
Fyr,+i  contiendra,  en  outre,  celles  du  second  ordre,  etc.  ;  enfin 
Fp_^.,l_^  contiendra  celles  du  /i''"^  ordre. 

182.  Exemple.  —  Cherchons  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  développables.  On  nomme  ainsi  celles  qui 
sont  définies  par  le  système  des  deux  équations 


f=z  —  'xx—  pj  — Y 


Da/=o, 


fj  et  V  étant  des  fonctions  de  a. 

On  en  déduira,  d'après  la  méthode  précédente. 


pui 


Fi  = 

dx  ~  dx 

'■^-Ty-Ty-'- 

d'z          â'z 

17    

âx^       dx  ây 

l's^ 

d'z          (T-z 
dx  dy       dy- 

o, 


Ce  sera  l'équation  cherchée. 
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CHAPITRE  II. 

VARIABLES   COMPLEXES. 


I.  —  Fonctions  synectiques. 

183.  L'inlroducllon  des  nombres  irrationnels  ne  suffit 
pas  encore  pour  rendre  résolubles  toutes  les  équations  algé- 
briques. Il  est  nécessaire  pour  cela  de  faire  intervenir  une 
dernière  notion,  celle  des  nombres  complexes. 

Soit  P  =  A/'"-H  Bf'"~' -h. . .-}- R  un  polynùme  entier,  à 
coefficients  réels,  contenant  une  indéterminée  i.  En  le  divi- 
sant par  /-+  I,  on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

Nous  conviendrons  de  négliger  les  multiples  de  i- ~t- i ,  et 
de  considérer  comme  équivalents,  et  représentant  un  seul 
nombre  complexe  (ou  imaginaire^,  tous  les  polynômes  qui 
donnent  le  même  reste.  Parmi  ces  polynômes,  le  plus  simple 
est  le  reste  a-\-bi  lui-même,  qui  sera  la  forme  normale  du 
nombre  complexe.  La  manière  la  plus  simple  de  former  ce 
reste  consiste  à  remplacer  partout  dans  P  i-  par  —  i,  r'  par 
—  i,  i^  par  -f-  i ,  i-'  par  /,  etc. 

Sf  ^  =  o,  ce  nombre  sera  réel;  si  a  =  o,  on  dira  qu'il  est 
purement  imaginaire;  si  a  =  b  =  o,  il  sera  nul. 

Un  nombre  complexe  a  -f-  bi  peut  être  représenté  géomé- 
triquement par  un  segment  de  droite,  dont  les  projections 
sur  deux  axes  rectangulaires  0.r  et  Oy  soient  respectivement 
a  et  b.  Soient  p  la  longueur  de  celte  droite,  o  Tanglc  qu'elle 
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fail  avec  OX;  on  aura 

pcosc3=:a,         psin<f  =  6, 

a  .  h 


=  \Ja-  +  6^ 


p 


T^a  quantité  p,  qui  doit  être  prise  positivement,  se  nomme 
la  valeur  absolue  ou  le  module  de  a  -{-  bi;  on  la  représente 
par  la  notation  [  a  -+-  bi  \  ou  mod(<7  -+-  bi). 

L'angle  o  est  Vargunient  de  a-\-bi\  il  n'est  déterminé 
qu'aux  multiples  près  de  2  7r,  lorsque  a  el  h  sont  donnés. 
Le  module,  au  contraire,  est  entièrement  déterminé;  il  ne 
s'annule  que  si  l'on  a  simultanément  «  ==  o,  Z>  =  o,  d'où 
«  4-  5/=  o. 

Deux  nombres  complexes  a  -+-  bi  et  a  —  bi,  qui  ne  diffè- 
rent que  par  le  signe  de  la  partie  imaginaire,  sont  dits  con- 
jugués entre  eux.  Ces  nombres  ont  le  même  module,  ainsi 
que  les  nombres  —  a  —  bi,  —  a  -\-  bi,  qui  leur  sont  égaux  et 
opposés. 

Si  la  droite  représentative  du  nombre  a  +  bi  a  son  point 
de  départ  à  l'origine  des  coordonnées,  son  autre  extrémité 
sera  au  point  x  ^^  a,  y  =  b.  Ce  point  se  nomme  \ajjfixe  de 
a  +  bi. 

18 i.  Soient  a  +  bi.  a.'  -\-  b' i,  . . .  des  quantités  complexes. 
Leur  somme 

(  (7 -h  «'  H-  .  .  .  )  +  (  6  4-  6'  -h  .  .  .  )  f 

sera  évidemment  représentée  par  la  résultante  des  droites 
qui  représentent  séparément  les  nombres  a  -+-  bi,  a! -\-  b'i.,  .... 
D'après  les  propriétés  connues  de  la  résultante,  nous  pour- 
rons énoncer  la  propriété  fondamentale  suivante  : 

Le  module  cV une  somme  de  quantités  complexes  ne  peut 
surpasser  la  somme  de  leurs  modules  ;  mais,  dUiutre  part, 
il  est  au  moins  égal  au  plus  grand  de  ces  modules,  dimi- 
nué de  la  somme  des  autres. 

On  peut  remarquer  encore  que,  si  les  directions  des  droites 
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composanles  sont  loiilcs  comprises  dans  rinlf'-rirur  iriiii 
angle  d'ouverlure  inférieure  à  t.,  la  résullanle  y  sera  égale- 
ment contenue. 

Donc,  si  les  termes  d'intc  somme  ont  des  nigumcnis 
dont  les  différences  /ni/tuel/es  soient  toutes  •<  t:,  l'ari^'u- 
nient  de  la  somme  sent  inti-rmédinirc  entre  les  cirgumi-nts 
de  ses  termes. 

La  différence  de  deux  nombres  complexes  a  ~f-  Oi^  ft' -~-  l>  i 
sera  définie  par  l'expression 

{a  — a')  -\-{b  —  b')i, 

dont  le  module  sera  compris  entre  la  somme  et  la  difTérence 
des  deux  nombres  a  H-  bi,  a'  -\-  h' i. 

185.  Le  produit  des  deux  nombres  a  —  bi,  a'  —-  b'i  sera 
donné  par  la  formule 

(rt  -h  bi)  (rt'-i-  b' i)  =  art'-br  {ba' -\-  ab')i  -h  bb' i-, 

ou,  en  divisant  par  /- —  i  et  ne  gardant  que  le  reste, 

{aa'  —bb')-\-{ba'-^ab')i. 

Ce  résultat  prend  une  forme  plus  intéressante  si  Ion  met 
en  évidence  le  module  et  l'argument  des  deux  facteurs  consi- 
dérés; on  aura  alors 

a  -r-  bi   ^=  p  ( ces  '^  H-  <  sin o  ) . 
ff'-r  b'  i^=  p'(cos'f'-^  t  sin;p') 

et,  pour  le  produit, 

pp' [ces»  cos'i' —  si  no  sino'-h  t(sin'^  coso'  -+-  siii'^'  cos'i)] 
=  pp;[cos('^--'y)-T-i-sin(o-'y)]. 

Donc  le  module  d' un  produit  est  le  produit  des  modules 
des  facteurs,  et  son  argument  la  somme  de  leurs  argu- 
ments. 

18G.  Le  rappoit  des  deux  nombres  a -\- bi  et  a' -~  b' i 
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sera  le  nombre  x  -V y i  fl"!,  mulliplié  par  le  diviseur,  re])ro- 
tluit  le  dividende.  On  devra  donc  avoir 

a  -r  hi  =  (a'-t-  h' i)  {x  -\- yi)  =  a' x  —  b' y  +  i{b'x  +  «'/)• 

Celte  équation  se  déeompose  dans  les  deux  suivantes 

a' X  —  b' y  =  a,         b'x  -\-  a' y  =:  b, 

d'où  l'on  lire 


aa 


bb'  ba'—ab' 


Le  problème  comporte  donc  une  solution  unique  et  tou- 
jours admissible,  si  le  diviseur  «'+  b' i  est  difFérent  de  zéro. 

Il  est  manifeste  que  les  règles  du  calcul  algébrique  s'éten- 
dent aux  nombres  complexes. 

187.  On  dit  qu'un  nombre  complexe  variable  x  +  iy  tend 
vers  une  limite  fixe  c  +  di,  si 


1  X  +  0'  -  (c  +  di)  \z=zs/{x~  c)2+  (7  —  dY' 

tend  vers  zéro. 

Cette  expression  est  au  moins  égale  à  |  .r  —  c  |  et  à  |  j'  —  d\. 
Elle  ne  peut  donc  tendre  vers  zéro  que  si  x  tend  vers  c  el y 
vers  d. 

Cette  condition  est  suffisante,  car  on  a 

\  X  -h  iy  —  c  -\-  di\^\  X  —  c  |  +  |  j'  —  d\, 

et  les  deux  termes  du  second  membre  tendent  vers  zéro,  si  x 
tend  vers  c  el  y  vers  d. 

Les  propriétés  des  modules  d'une  somme  algébrique  ou 
d'un  produit  démontrées  aux  n°^  18i  et  I80  sont  précisé- 
ment les  mêmes  qui  ont  été  signalées  au  n°  6  dans  le  cas 
particulier  des  nombres  réels  et  qui  ont  servi  de  fondement 
dans  le  §  II  pour  l'étude  des  ensembles.  Les  propriétés  trou- 
vées dans  ce  pax-agraphe  subsistent  donc  dans  le  cas  où  les 
variables  x,  y^  ...  parcourraient  non  plus  la  suite  des  nom- 
bres réels,  mais  celle  des  nombres  complexes. 


>  \Rr  VIII I  s  «  iiMi-i  PXP.S.  1^3 

1S8.  Soient  x,^',  ...  «les  variuhlns  indrpendarilos  réelles, 
V  cl  (^  des  fondions  réelles  de  ces  vnrinhies,  dé-linies  dans 
rinlérieiir  d'un  doinnine  I'!  et  ndniellunt  des  dérivées  par- 
liellcs  eoMliniies.  La  fonelion  (-iini|ilexc  u  =  V  -^    /<  ►  adind- 

,      ,        .  i,     OV       .f>n    OV       .à()  ,     , 

Ira  (les  (l«'rivrrs  nartirllcs  -r f-  /  -.—  » f-  /    .     >   •  •  •   «•''alr- 

'  0.i-  0-c     Oy  tfy 

riiciil   conliniics,    et   Sf>ii   accroisscnieni   A//,    InrMjiruti    nasse 

(lu   |H)iiii  i.r,y,   ...)  ail    point  (./•-•- A./".  ^' -•    A^',  ...)  sera 

de  la  lorine 

lt)\'         .0Q\  it)V        .,)(i\ 

-^(R-hSOAjr-t-(R,-»-S,/)A>'      ... 

l\,  S,  K,,  S,,  .  . .  tendant  vers  zéro  avee  A/  ,  Ar.  .  .  .  (et  cela 
iiniforiné'inent  dans  tout  ensemble  K,  borné  et  parlait  inté- 
rieur à  ]•]). 

Supposons  les  variables  ./',  y.  ...  en  nombre  pair:  repré-- 
senlons-les  par  ^f',y\  ./'i,  )|  ;  .  .  .  et  lormons  les  eond)inai- 
sons  complexes 

z  —  .r-^  l'y,         c,  =  .r,  -i-  /'  >', 

On  aura 

Iz  =:  \X -h  i\y,  AC|  r=  A.Z-, -i-  /A^',,  ..., 

l^^l^l-^-^l^hvh      l^-.l;l^^.inv.l- 

L'expression 

(H  —  S/)  Ar-r-  (K,  —  S,/)  Av  -^-.  .  . 

poiirr.»  donc  se  niellrc  sous  la  forme 

:Ac-hp,A,-,-.... 
les  cpianlités 

p  =  (R  +  SO  ^^  +  (R,  -f-  s,/)  ^,  p,  =: 

tendant  encore  vers  zéro  en  même  temps  rpie  A?.  A)-.  A/-,. 
Aj'i .  .  .  .   (^et  cela  uniformément  dans  K,  ). 
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Si,  d'aulre  part,   nous  supposons  les  dérivées  parlielles 

OP    OQ    dP    ÔQ    ....  ,         ,    . 

— — ,  --^,  -r— ,  t;-^  j  •  •  •  liées  par  les  relations 
à-r    ax    oy    oy 

doc       dy  dy  dx 

(0  {dP___dq_  dP  _       dQ 

dx^~  dyx  dyi~      dx^' 


les  termes  de  la  première  ligne  de  l'expression  de  A?/  pour- 
ront s'écrire  ainsi 

^P        •<^Q\/.  ■.    X       (àP        ■à(l\,,  .,     , 


dx 


ÔP       .dQ\  fOP        .ÔQ 


dx    '      dx j    "       \dxi         àx^       ~'' 


On  aura  donc  finalement 

(2)     I  \dx         dx  )    "       \dxi  dxij     ~'~^"'' 

(  H-  pAs  +  piA:;i  +  .  .  .  . 

Lorsque  les  conditions  ci-dessus  seront  satisfaites,  nous 
dirons  que  u  est  dans  l'intérieur  de  £  une  fonction  synec- 
tique  des  variables  complexes  ^,  j;,,  ....  Les  termes  de  la 
première  ligne  du  développement  (2)  seront  sa  différen- 
tielle totale  du. 

Posons,  en  particulier,  A^i  =  o,  1:^2  ^=0,  .  . . -,  nous  au- 
rons 

!^_dP_        .dQ 

Az        dx         dx       '  * 

c-  A     .      1  ,        Ui         .  ..    .      dP        .dQ 

bi  ^z  tend  vers  zéro,  —  tendra  vers  une  limite  -r f-  /-r-^? 

A^  dx  dx 

indépendante   du  rapport  des  deux  infiniment  petits  A.r  et 

A)-.  Cette  limite  se  nomme  la  dérivée  partielle  de  u  par 

,     .  ,  1  .  ^^        du 

rapport  a  z  et  se  représentera  par  la  notation  usuelle  -r^- 
(Si   u  ne  dépendait  que  d'une  seule  variable  complexe,  on 
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r;ijt[)<llt'rnil  siinplouxiil  la  ilcrU'cc  df  //  cl  on  l.i  rijirc'M-tilr- 

<lu  ,  . 

lail  iiar  -,-     (Hi  //  .  ) 

'        ilz  ' 

La  fonction  //  adinrllra  Ac  iiu'mc,  par  raj)porl  aii\  aiilres 

vanahics  :;, ,    ....  îles  ilcrivrc-,  |iartic||(*s 

•P         .  1        •      '         '^"       '^"  f     -Il  1         r 

Idiilosccs  ilriiNccs        >       ->  •  •     scroiil  (I  ailliiMs  de-»  lonc- 

(fZ       ()Zf 

lions  conlnuiis  dr  ./'.i',  .i'(,j)'(,   .... 

180.    ru'ci|)rO(|iicni(nl,  pour  (|iic  l'expression   l'-i-'^>/.   on 
i^,  Q  soni  des  fondions  de  .i\   )%  .r,,   )', l('(ini(>s    dan> 

l'ensemble  E,   adnictlc  des  dérivées  parliellcs  conlinues  -r— , 

()z 

-r — )  •••   indépendantes,  la  première  du  raïutoit  <\>'  A,/'  a  Av. 

la  seconde  dn  rap|iorl  de  A./",  à  A),,  etc.,    il  laudia  (pu-  I'  <t 

,.      I  11-.  Il  OP    OO    dV 

()  adnietlent  des  dérivées  parliellcs  conlinues  -r-»-r^»  -r- ' 

'  tfr    ().r     Oy 

-T-^1  ••  •  liées  par  les  relations  (i). 

En  elTel,  changeanl  x  qx\  x  -\-  Aj:",  sans  nli «'rrrr, ./  , ,  r» ,  — 

on  aura 

A//  _  Am  _  AP-+-iAQ 
Ai         Ax  A.r 

,,  .  ,  I  ••       ,•        '^" 

I oiir  (iiic  celle  e\|)rcssion   lende  \crs  une  liinile  li\e   -t— > 
'  '  nz 

•I    r  ^P     «^Q  1  1       1-      • 

il  l.iiil  (iiie  — >  — ^  lendenl  \ers  des  limites. 
'       Aj'    i^x 

Donc    P  'cl    (^    doivent    adinellre   des   dérivées    parliellcs 

ÔV    JO         ,. 

-7—}  -T-^>  el  I  on  aura 

ax    Ox 

du       ÔV       .ôiJ 

dz         a.r  (Jr 

Chanircons  de  même   >    iii   r -r  Ar.  >.ms  altér(>r  les  antres 
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variables.  On  aura 

A«  _  A«    _  aP  +  îAQ  _  aQ  —  i^P 

^z         <■  Aj  ~         /  Aj  Aj 

1  ,     ,.     .       au     , 

Pour  que  celte  expression  Icade  vers  la  limite  -y-  ?  lorsque 

•I  r  ^M      ^^^  ,  1         1-       • 

Av  tend  vers  zéro,  il  laut  que  — ^  ?  —  tendent  vers  des  limites 

^Q    (?P        ,, 

--  5  — -,  et  1  on  aura 

àf     àf 

du_dQ__  .dP 

dz       dy         dy 

1^  •        j    du      ..     •  t  -i         ,    . 

Pour  que  cette  expression  de  -r^  coïncide  avec  la  précé- 
dente, il  faut  qu'on  ait 

d-jc       dy  dy  dx 

,.    p  du        .  •  -i   r 

Lnlin,   pour  que  -y-  soit  continue,  il  laul  que  sa  partie 

,   „  .     .       \      .      ,         .  ^         dP    dO    dP    dQ 

réelle  et  sa  partie  imaginaire  le  soient.  Donc  -r— ?  --^5  -— ?  — 

i  ^  ()x    ox    ay    dy 

doivent  être  continues. 

On  obtient  des  résultats  analogues  pour  les  autres  déri- 

.  ,,       dP  dQ 

vees  partielles  -^ — >  •  •  •  ?  ^^  ,  . . . . 

'-  dxi  dyi 

190.  Remaïques.  —  •"Si  Ton  veut  que  P  h-  Q/  soit  une 
fonction  synectique  de  3,  ;,  .  .  . ,  aucune  des  deux  fonctions 
P  et  Q  ne  pourra  être  choisie  arbitrairement;  car  les  deux 
premières  équations  (i),  dérivées  respectivement  par  rapport 
à  X  ely  et  ajoutées  ensemble,  donnent 

d'P        (PP  _ 
dx^        dy'^ 

Dérivées  par  rapport  à  y  el  x,   puis   relrancliées ,  elles 


VARIADLKS    COMPLEXES.  I  77 

(ionncnt 

d-Q       d-Q  _ 

On  trouvera  de  même 

■i"   Si  l'on   admet  (ce   qui   a   toujours  lieu,  comme  on  le 

,     ,  .  ,        ,      ,'  •  -  ,     à'v    <r-p 

verra  plus  loin)  que  les   dérivées  secondes  - — ->  -, — r— ?  ••  • 
^  ^    ^  Or-     c/j-  <Jy 

,         ,..      ,   .  ,     r^    Oie    on 

existent  et  sont  continues  dans  1  intérieur  de  t.,   ,— >  -r—)  •  •  • 

Oz     az-i 

seront  encore  des  fonctions  svnectiques  de  r,  r,,   .... 

En  eflet, 

dz         djc  djc 

par  exemple,  admet  des  dérivées  partielles  continues 

^  ^  _    ^  .    (Ï-Q 

dx  à:-  Ox-  ô-jj- 

dy  dz       ô.r  ôv  dx  dy 

d    du         d'-P  .   d'-O 

i 


àxi  âz        àx  âxi         dxdjc^ 


11  reste  à  montrer  que  ces  dérivées  partielles  satisfont  aux 
relations 

d'-V  _   d'-Ç>  ,r-v    _  _  ^ 

ôjc-        dJc  dy  dx  dy  d.v-  ' 

d^v  _    d'-q  d'-v    _     d-q 

dfr'l        dxi  dyi  Oji  dyi  dx] 


Or  celies-ci  s'obtiennent    immédiatement    en    dérivant    les 
équations  (i)  par  rapport  à  .r,  j", ,  .... 

.ne-  '  ,  d-U  d'il  II'-. 

.)"  bi  nous  représentons  par  -r— -'  -; — ^ — ?  •    ■  les  dérivées 
'■  ^        dz-     dz  dzi 

J.  -    I.  12 
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à: 


de  -r^>  par  rapport  a  :;,  ;;,, 


()-u  OU'  .    Ô'Q 


dz  dz^       doc  dx^         dx  dx^ 


àxiàx         ôxidx       âzdzi 

Il  m 

Oz 


4"  SI  nous  supposons  u  indépendant  de  z,  on  aura  -y—  =  o, 


du  c-     ^  1  H' 

SI  [/  ^nz  z,  -^—  =  I .  bi  donc,  dans  1  équation 
az  '■ 

du  Ou 

au  =r  -—  A;  H — r —  A3,  -i- .  .  .  , 
oz  (JZi 

qui  définit  du,  nous  posons  a  ^  z,   il  viendra  dz  =  A;.   De 
même  dz^  =  A^i,   .  .  .,  et,  par  suite, 

,         du  ,         du    , 
du  =  -,—  rtr  +  -r —  dz,  +  .  .  .  . 
dz  dzi 

5*^  Les  théorèmes  du  n'^  7o  et  la  règle  plus  générale  du 
n°  88  pour  la  dérivation  des  fonctions  composées  s'appli- 
quent sans  changement  aux  fonctions  synectiques  de  va- 
riahles  complexes. 

191.  Théorèm?:.  —  Soit  F(;,  Zi,  .  .  .)  une  fonction  sy- 
nectique  de 

z=ix  -\-  iy,         ^1  HZ ^Ti  +  n'i, 
définie  aux  environs  du  point 

et  s' annulant  en  ce  point  sans  que  sa  dérivée  partielle  — 

s'y  annule. 

On  pourra  déterminer  une  fonction  synectique  de 
Z\,  .  .  .,  définie  aux  environs  du  point  (Ç,,  .  .  .),  prenant 
en  ce  point  la  valeur  "C  et  qui,  substituée  dans  V équation 
F(;,  ^,.  .  . .)  c=  o,  /«  rende  identiquement  satisfcdte.  Cette 
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fonction  sera  unique  et  admettra  aux  cn>,-irons  du  point 
(T,,  .  .  .)  les  dérivées  partielles 


(3) 


ôz 


EL 

dz 


Soit,  en  effet. 


F(.-,  ..„  ...)  =  P  +  Q/, 


P  cl  Q  étant  des  fonctions  de  x.  y^  X),  j',  ; 
On  a,  par  définition. 


(4 


dx        dy  dy  ôx 

dxy  ~  dyi  '         d/i  dxy 


Le  jacobien 


1  = 


d>P  âP 

dx  dy 

dQ  âQ 

âx  dy 


de  P  et  Q  par  rapport   à  J?,  jk  se  réduira,   en  vertu  de  cfs 
équations,  à 

ce  qui  est  le  carré  du  module  de  la  dérivée 

dz        dx    '      dx 

Celle-ci  ne  s'annulant  pas  au  point  initial  (;,  y,,  Çi ,  y,)  ,  •  •  •  ) 
J  ne  s'j  annulera  pas.  On  pourra  donc  déterminer,  et  cela 
d'une  seule  manière,  aux  environs  du  point  (;, ,  r,) ,  . . .)  deux 
fonctions  réelles  JC,  y  des  variables  indépendantes  a*i ,  j, .  ..., 
satisfaisant  identiquement  aux  équations  P  =  o,  Q  =  o  (ou, 
ce  qui  revient  au  même,  à  l'équation  F  =:  o)  et  se  réduisant 
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rcspcclivcnicnl  à  ç,  7,  au  point  (ç,,  y,,,  .  .  .).  Les  dilTérentielles 
lolales  de  ces  foiiclions  seront  données  par  les  équations 

dx  ôy    -^       dx^  dyi    -^ 

-^  djc  +  —^  dy  -h  -r-^  dxi  +  — ^  <iri  h-  .  . .  =  o 
ôx  ôy    -^        ôxy  d/i    -^ 

ou,  en  vertu  des  équations  (i), 

dP  ^         dQ  ,         OP    ,  dQ    , 

-—dx ;-^dy  -h  -;—dxi—  -^  rfji  + .  .  .  =  o, 

Oc  ôx    -^        âxi  âxi 

àQ  ^         àP    ,  dQ    ,  dP    ,      , 

-^dx  -^  -^—  dv  4-  -^  dxi  H-  ^ —  (//i  + .  .  .  =  o . 

dx  OX    "         Oxi^  dxi 

Ajoutons  ces  équations,    après  avoir  multiplié  la  seconde 
])ar  /;  il  viendra 


/dP       .ôQX,,      ,    .  ,   - 


ou 

Oz  âzi 

Cette  relation  montre  que  la  quantité  complexe  z  est  bien 
une  fonction  sjnectique  de  Si,  ...  et  a  pour  dérivées  par- 
tielles les  expressions  (3).  Elle  satisfait  d'ailleurs  à  l'équa- 
tion F  =  o  et  se  réduit  à  H  +  r/-,  au  point  (!^, .  .  .  .). 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  est  entièrement 
semblable  à  celui  démontré  (91)  pour  les  fonctions  de  va- 
riables réelles.  Les  conséquences  déduites  de  ce  dernier  (92 
à  9o)  subsistent  évidemment  aussi  pour  les  fonctions  synec- 
liques  de  variables  complexes. 

192.  Les  conditions  qui  expriment  que  ?^  =  P+Qi  est 
une  fonction  de  z  =  x  -\-  iy  sont  susceptibles  d'une  interpré- 
tation géométrique  remarquable. 
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Marquons  en  clTcl,  sur  le  plan,  le  point  (|ni  a  pour  aflixc 
u  =f{z).  A  chaque  point  c  correspond  un  point  u,  à  cliacpu- 
ligne  décrite  par  :;,  une  ligne  décrite  par  u. 

Considérons  trois  points  :;,  :;  H- A:;,  :: -t- A,  :;  (orniant  un 
triangle  infiniment  petit,  dont  les  côtés  auront  respectis  enicnl 
pour  longueurs  ]  A;  |,  [  A|  c  [,  |  A,  c  —  Ar  j. 

Les  points  correspondants  u,  u  +  A</,  u  -+-  A,  u  formeront 
un  autre  triangle,  dont  les  cotés  auront  pour  longueurs 

I  A.' !  =  [[/' (~^)  +  R]^--|. 

|A.«|=:|[/'(:;)-hR,]A,c|, 
I  A,  ,/  -  A,.  I  =:  I  [/'(.-  -^  \z)  -+-  p]{\z  -  \Z)  \, 

]\,  R| ,  p  tendant  vers  zéro  avec  A;,  A,  z. 

Les  rapports  des  côtés  correspondants  sont  donc  respec- 
tivement  | /'(c.)_-f- R  |,  [/'(.-)  4- R,  |,  l/(.^  +  A.)  +  o  |  et 
tendent  vers  la  limite  commune/' (:;)  lorsque  A:;  et  A,  :;  ten- 
dent vers  zéro.  Les  deux  triangles  tendent  donc  à  devenir 
semblables. 

Ce  raisonnement  serait  toutefois  en  défaut  pour  les  valeurs 
de  z  qui  annuleraient  /'(z). 

IL  —  Intégrales  des  fonctions  synectiques. 

193.  Soit  toujours 

f{z)  =  P  +  iQ 

une  fonction  de  z,  syneclique  à  Tintérieur  d'un  domaine  E, 
et  soient 

les  équations  dune  ligne  l'cctifiable  L  menée  dans  l'intérieur 
de  E  entre  deux  points  ^^o  et  Z. 

Les  quantités  P  et  Q  étant  des  fonctions  continues  de  .r, 
y,  qui,  sur  la  ligne  L,  sont  eux-mêmes  des  fonctions  conti- 
nues de  t,  seront  le  long  de  cette  ligne  des  fonctions  con- 
tinues de  t.  Représentons-les  par  P[t)  et  Q{t). 
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Entre  les  valeurs  to,  T  de  t  qui  correspondenl  aux  deux 
exlrcmilcs  de  L,  intercalons  une  suite  de  valeurs  intermé- 
diaires /|,  ...,  l/i,  ....  Entre  deux  valeurs  consécutives /^i 
ik+[  prenons  arbitrairement  une  valeur  intermédiaire  T/f. 
Désignons  par  ;/,,  ^^A  +  n  SA  les  valeurs  de  z  qui  corres- 
pondent à  ^A,  tft^i,  Ta. 

Cela  posé,  formons  la  somme 

S  =  i: /(?;,)  {z,,,-z,)  =  3:[P(T,)  +  iQ{-.,)] {z.,^,-z,). 

Si  V on  fait  décroître  indéfiniment  l'étendue  de  tous 
les  intei'Kalles  ^t/;=  ^y;^,  —  t/c,  la  somme  ci-dessus  tendra 
vers  une  limite  fixe,  que  nous  appellerons  Vintégrale  de 
f{z)dz-  suivant  fa  ligne  L,  et  que  nous  représenterons  par 


Jf{z)dz. 


Pour  établir  ce  théorème  fondamental,  il  suffit  de  montrer 
que,  quelle  que  soit  la  quantité  c,  on  pourra  déterminer  une 
quantité  Tj  telle  que  la  différence  entre  deux  sommes  quel- 
conques S  et  S'  dans  chacune  desquelles  les  intervalles  à.tk 
sont  -<  •/]  ait  son  module  nécessairement  <^  s. 

Soient  S,  S'  deux  de  ces  sommes  correspondant  respecti- 
vement à  deux  systèmes  de  valeurs  intermédiaires  ...,  tki 
/yt+i ,  . . .  et  . . . ,  /);-,  4+15  •  •  •  î  S"  une  troisième  somme  corres- 
pondant à  un  nouveau  mode  de  division  où  figurent  toutes 
les  valeurs  intermédiaires  t  et  t' .  On  aura 

jS'-S|  =  |S"-Sl  +  |S"-S'|; 

il  suffît  donc  de  montrer  que,  si  Tj  est  assez  petit,  le  module 
de  la  différence  S" — S  sera  <<  -?   la  même  démonstration 

2 

s'appliquant  à  la  différence  analogue  S" —  S'. 
Considérons  un  terme 
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de  la  somme  S.  Il  est  remplacé  clans  S''  par  une  somme  de 
termes 

où 

La  dilTérence  entre  cette  somme  de  termes  el  le  terme  pii- 
mitif  sera  donc 

(I)    z  I  P(r;..)  -  P(T,)  --  /[Q(.;.)  -  Q(t,)]  I  (^^Iv,-  4). 

Cela  posé,  t/,  et  -'/,■  étant  compris  entre  t^  et  ff,+\i  leur  dif- 
férence sera  <^/, .  D'ailleurs,  les  fonctions  P  et  Q,  étant  con- 
tinues, le  sont  uniformément.  On  pourra  donc,  en  prenant 
T,  assez  petit,  rendre  toutes  les  quantités  P^'Â  )  —  P('a)' 
Q(tx  )  —  Q(~a)  moindres  en  valeur  absolue  qu'une  quantité 
arbitraire  ;. 

Cela  posé,  le  module  de  la  somme  (i)  sera  moindre  que 

D'ailleurs  |  ^^.^.j —  ^J[.  |  n'est  autre  chose  que  la  distance  rec- 
liligne  des  points  z-'/,_ui  et  z-'^...  Donc  S|^^.j.i  —  ^^.  j  représente 
le  périmètre  du  polygone  formé  avec  les  points  r^.,  ...  et 
sera  au  plus  égal  à  l'arc  de  courbe  compris  entre  ^a-  et  z/.^, . 
Opérant  de  même  sur  chacun  des  termes  de  la  somme  S  et 
sur  les  termes  correspondants  de  S",  on  aura 

l  désignant  la  longueur  de  l'arc  total.  En  prenant  ;  assez 
petit,  on  pourra  rendre  cette  différence  moindre  que  -• 

194-.  Supposons,  en  outre,  que  les  fonctions  ^(i),  •}(^) 
admettent  une  dérivée  continue.  Le  calcul  de  l'intégrale  dont 
l'existence  vient  d'être  établie  se  ramènera  à  celui  d'inté- 
grales réelles. 

Il  s'agit,  en  effet,  de  trouver  la  limite  de  la  somme 

S(P4-  QO  (A^  -F  «  Aj)  =  Z(PA^  —  Q  Av)  -f-  «Z  (Q  Ao; -^  P  A/). 
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Ov  OU  :i,  d'après  les  liypolhèses  faites   sur  les  fonctions   o 
A.r  =  ['f'(0  +  H]  A/,  Aj=  [y(0  +  rV]  A^, 


et  '!>, 


Il  et  II'  convergeant  uniformément  vers  zéro  avec  A^,  dans 
l'intervalle  de  /q  '^  i  • 
On  aura  donc 

X(l>A.r  —  Q  Aj)  =  ^[P  '^'(0  —  Q  '/(O]  A^  -I-  ^(PPi  —  QK')  A/. 

Le  second  terme  de  cette  expression  tend  vers  zéro  avec  les 
intervalles  A/.  En  effet,  soient  M  une  limite  supérieure  des 
modules  des  fonctions  P  et  Q  sur  la  ligne  L;  r,  le  maximum 
des  modules  des  quantités  R,  R';  on  aura 

mod  S (PR  —  QR')  A^ ^  2 Mt] 22  Af  ^  2 M  r,  (T  -  t,). 

(3r,   lorsque  les    A^   décroissent   indéfiniment,   les  R,    R' 
tendent  uniformément  vers  zéro 5  donc  r^  tend  vers  zéro. 
On  aura  donc 


lim  Z(PA.r  —  Q  Aj)  =:lim  Z[Pc;'(0  —  Q  '^(0]  A^ 

T 

De  même 

T 

limZ(QA.r  +  PAr)=    f    [Q  ?'(0  +  P '/(O]  «^Z- 


193.    De  la  définition  de  Pinlégrale     /  f{z-)dz   par  une 

limite  de  somme  résultent  évidemment   les  propriétés   sui- 
vantes : 

1°  Si  la  ligne  L  est  formée  de  plusieurs  parties  succes- 
sives Ii| ,  Lo,  . . . ,  on  aura 

jf{z)  dz  =ffi^)  dz  +//(--)  dz+.... 

2"  Si  L  et  L~'  représentent  la  même  ligne,  décrite  dans 
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deux  sens  opposrs,  (ni  ;iiii;i 


f  f{z)clz       -   ff[z)dz. 


;V'  Si/(;-)  =  r,/,(c.)  i-r,/j(5)-4-...,  (•,,  r,.  ...  rliinl 
des  constanlcs,  on  ;Mir;i 

f/{z)ch  C,     i  MZ}C{Z^:^C,    jj\{z)dz     ■    .... 

•'l.  'I,  •  I. 

4"  l'.nlin,  soioiil  M  le  nio\iniiini  de  |  y^(  C  )  |  siii-  la  li;^iii'  l>, 
cl  /  la  longueur  de  celle  ligne,  on  aura 

I  s/(r,)  (  r,.,  -  .-,)  I  =  M  s  I  ^,,,  -  .-,  I    .M/>, 

^   désignani   le  |iennièlre  tlu   polygone   vo -i  •  •  . -3/, .  .  .  :    (lOù, 
en  passant  à  la  liniilc 

I  f/{z)dz^:lMl. 
I  "^L 

196.  On  remarquera  que,  dans  les  raisonnements  «pii  pré- 
cètlcnt,  nous  nous  sommes  appuyé  unicpicmcnl  sur  la  con- 
tinuité des  fonctions  V  et  (^,  sans  faire  aucun  usage  des 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  exprimenl  que  P  -f-  Q/ 
a  une  dérivée  délcrminéc.  Mais  ces  nouvelles  conditions  voiil 
intervenir  dans  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Théorèmk.  —  Soit  (]  an  coiilaui-  fcrnir  co/iti/n/  cl  sa/is 
point  multiple,  cl  tel  que  tous  les  points  non  extérieurs 
à  C  soient  intérieurs  au  domaine  E.  L'intégrale  f  J\z)dz 
prise  sui\'ant  une  ligne  rectijiahle  fermée  quelconque  K 
intérieure  éi  C  sera  identiquement  nulle. 

La  fonction  /(z)^  P  +  O/,  ('tant  continue  pour  tous  les 
points  non  extérieurs  à  (l,  qui  formcnl  un  ensemble  parfait, 
le  sera  uniformément  dans  cet  ensemble. 

Soienl 

les   équations  de   la   courbe   K.    Donnons  à   /   une  série  de 
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valeurs  successives  l^^,  ...,  //,,  ...;  nous  obtiendrons  sur  la 
courbe  une  série  de  points  correspondants  Zq,  . . . ,  5/,,  .... 
Supposons  que  les  intervalles  ^yt+i  —  h  soient  tous  <<  5.  En 
faisant  drcroîlre  sunisamment  cette  quantité  o,  on  pourra 
faire  en  sorte  : 

i"  Que  les  dislances  3a5/,+i  (qui  tendent  uniformément 
vers  zéro  avec  o)  soient  moindres  qxie  la  plus  courte  distance 
de  K  à  G,  et  par  suite  (jue  le  polygone  inscrit  P,  qui  a  pour 
sommets  ^o,  ~-\-,  •  ■    -,  ~-ki  •  •  •  ?  soit  intérieur  à  G  ; 

2°  Que  la  dllTérence  entre  la  somme 

S/(.,)(^/.+i-w.) 
et  sa  limite    /  f{z-)  dz  ait  son  module  moindre  qu'une  quan- 

tité  £  choisie  à  volonté; 

3°  Enfin,  que  la  différence  entre  cette  somme  et  l'inté- 
grale f  f{z)ch,   prise   sur  le  contour  du  polygone  P,   ait 
Jp 

aussi  son  module  <^  z. 

Pour  établir  ce  dernier  point,  qui  seul  a  besoin  de  démon- 
stration, considérons  le  terme 

Az,){z,^,-z,) 

correspondant  à  l'élément  ^aC/,^.|.  Il  est  remplacé,  dans  l'in- 
tégrale   /  f{z)dz,  par  l'expression  suivante 
Jp 

bniZ/(:;;v,)(:;;>i,/,— -/a)^ 

où  ^,'^.,  . . .  sont  des  points  de  division  infiniment  voisins  pris 
sur  la  droite  ^a-^a+i- 
Gomme  on  a 

^/c-hi  —  z/.^=  ^{zi_^.^^/.      z^^.), 

la  différence  entre  ces  deux  expressions  sera  la  limite  de  la 
somme 


VARIABLES    COMPLEXES.  I 87 

dont  le  module  est  au  plus  égal  à 

M,.  S  I  z',,.,^,  -  z-,  I  =  M,  I  z,^,  -  z,  I  =  M,i,, 

l/t  désignant  la  longueur  du  coté  z/t^t  —  Ca,  et  Ma  le  maximum 
des  modules  des  quantités  f{z-\^)  — f{^-h)- 

Raisonnant  de  même  sur  chacun  des  côtés  du  polygone  et 
désignant  par  M  le  maximum  des  quantités  M/t  et  par  /  la 
longueur  de  la  courbe  K,  on  aura  pour  limite  supérieure  du 
module  de  la  différence  cherchée 

D'ailleurs,  le  point  z'^^  étant  situé  sur  la  droite  :f;'-k-\.i,  on 
aura 

Donc  les  différences  z'-/^  —  Zk  et,  par  suite,  les  quantités 
fi^'ik) — f{~'k)  tendent  uniformément  vers  zéro  avec  o.  Ou 
peut  donc,  en  prenant  o  assez  petit,  rendre  M  moindre  que 

y>  ce  qui  démontre  notre  proposition. 

■^  "oi^^donc  nous  établissons  que  l'intégrale  yy(::^</5  est  nulle 
pour  tout  polygone  P,  le  théorème  sera  démontré,  car  le  mo- 
dule de  l'intégrale  /  fi^z)dz  étant  <<  2c,  quelque  petit  que 
soit  £,  sera  rigoureusement  nul. 

197.  Le  contour  polygonal  P  peut  se  traverser  lui-même 
en  certains  points;  le  nombre  de  ces  traversées  sera  limité  et 

,        ,1*,   «(«  —  i)  ,         ,  ,        ,         *,i 

au  plus  égal  a ,  n  étant  le  nombre  des  cotes  du  po- 
lygone. Partons,  dans  ce  cas,  d'un  point  quelconque  du  con- 
tour pour  le  décrire  dans  le  sens  de  l'intégration,  jusqu'à  ce 
qu'on  traverse  pour  la  première  fois  les  parties  déjà  décrites. 
La  portion  de  contour  comprise  entre  ces  deux  passages  au 
même  point  formera  un  contour  partiel  qui  ne  se  traverse  pas 
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lui-inciiio.  Si  l'on  suppose  le  ihéorènie  établi  pour  un  sem- 
blable eoulour,  on  pourra  négliger  celle  porlion  de  la  ligne 
d'inlégralion,  el  il  nereslera  plus  qu'à  faire  la  démonslralion 
pour  le  conlour  rcslanl,  oiî  le  nombre  des  traversées  esl 
(I I  n  1 1  n  u  é . 

On  voit  donc  qu'il  suffit  d'établir  notre  proposition  poui- 
un  contour  polygonal  qui  ne  se  traverse  pas  lui-même.  Or 
I  intérieur  d'un  semblable  contour  peut  se  décomposer  en 
triangles.  Supposons  le  théorème  établi  pour  chacun  de  ces 
triangles;  la  somme  des  intégrales  obtenues  en  faisant  le 
lour  de  chacun  de  ces  triangles,  dans  le  sens  direct,  par 
exemple,  sera  nulle.  Mais  les  côtés  de  ces  triangles  qui  ne 
font  pas  partie  du  contour  P  étant  décrits  deux  fois  en  sens 
contraire,  les  intégrales  correspondantes  se  détruisent  deux 
à  deux  5  et  l'intégrale  restante  sera  précisément  celle  qu'on 
tiblient  en  décrivant  le  contour  P. 

Nous  avons  ainsi  l'amené  la  démonstration  du  théorème  au 
cas  où  le  contour  K,  au  lieu  d'être  une  courbe  rectifiable 
quelconque,  dont  la  notion  est  un  peu  confuse,  se  réduit  à 
un  triangle. 

On  peut  même  admettre  que  le  triangle  a  un  de  ses  côtés 
parallèles  à  l'axe  des  j',  car  tout  triangle  peut  être  décomposé 
en  deux  triangles  de  cette  nature. 

198.  Considérons  un  semblable  triangle  ABC  {/ig-  «)• 
Soient 

Kr=z  a  -\-  a'  i, 

B  ^  6  +  [«'+  in^{b  —  «)]/, 

C  =1  b  +  \_a' -\-  m  {b  —  f"0 ]  '' 

les  affixes  de  ses  sommets  (de  telle  sorte  que  ma,  m  repré- 
sentent respectivement  les  coefficients  angulaires  des  côtés 
AB,  BC). 

Nous  allons  montrer  que  l'intégrale  f  fi^z)dz^  prise  sur  le 
contour  du  triangle,  a  une  valeur  indépendante  de  m. 
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Elle  se  compose,  en  effet,  des  trois  intégrales 

f  f{^)dz,      f  Az)ch,       (  f{z)dz. 

«^AB  «^liC  «^r* 


189 


La  première  ne  dépend  pas  de  ni. 

Fig.  t. 


Cherchons  la  dérivée  de  la  seconde.  Soit 
f{z)  =  V{x,y)^iq{x,y). 

l.a  ligne  BC  a  pour  équations 

œ  z^  b,         y  ^=.a' -\-  t{b  —  a ) , 
l  étant  réel  et  variant  de  /«„  à  m.  Donc  l'intégrale 

«^i>.r. 


sera  égale  à 
T'"  ;  P[6,  a'-^l{b  —  a)]  -h  i  ()[b,  a' ^  tUj  —  tf  )]  \  i{b  —  a)d\ 

et  sa  dérivée,  par  rapport  à  sa  limite  supérieure  /??,   sera 

P  [  b,  a'^  m(b  —  a)]  ^  i  Q[  b,  a'  —  m  {b—a  )]  i{b  —  a) 
=  i/{C){b-a). 

Cherchons,  d'autre   part,  la  dérivée  de  la  troisièn)e   inlé- 
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gralc  prise  suivant  le  coté  CA.  On  a,  sur  cette  ligne, 
x:=zt,         y  :=  a' -h  ni{t  —  a), 

l  étant  réel  et  variant  de  b  à  a.  Substituant  ces  valeurs  dans 
/{:■),  on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

et  comme 

dz  =  dx  -+-  i  dy  =  (  i  -h  mi)  dl, 

l'intégrale  cliercbée  deviendra 


[ 


[Pi(/,  m)  H-  «Qi(^  />0]  (i  +  mi)di. 


expression  où  Ton  séparerait  sans  peine  la  partie  réelle  de  la 
partie  imaginaire. 

Sa  dérivée  par  rapport  à  m  sera 

Or  on  a,  par  hypothèse, 

\  dx'         dx  )       dy  dy  ' 

et,  d'autre  part,  en  dérivant  l'équation  (2)  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  t,  m  dont  x  et  y  sont  des  fonctions, 

dx         dx  \dy         dy  J        dt  dt 

JdP       .dq\       c/Pi       .dO, 
\dy  dy  J       dm  dm 

La  combinaison  de  ces  équations  donne 

fdV,       ■àq,\,  .,      .,,        JdP,       .dq,\ 
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Substituant  cette  valeur  dans  l'Intégrale  (3),  elle  devient 

^_,-(6-a)/(C). 

Cette  dérivée  étant  égale  et  contraire  à  celle  de  lintégraU- 
suivant  BC,  on  voit  que  l'intégrale  j f{z)dz^  ])rise  autour 
du  triangle,  est  une  constante  indépendante  de  ni. 

Or,  si  m  =  o,  l'intégrale  suivant  BC  disparaît,  et  les  inté- 
grales suivant  AB  et  CA  sont  égales  et  contraires.  Donc  la 
constante  est  nulle  et  le  théorème  est  établi. 

199.  Corollaire.  —  Soient  L,  L,  deux  lignes  arbitrai- 
rement tracées  dans  i intérieur  de  C  entre  deux  points 
fixes  Zq  et  Z.  On  aura 

ff{z.)dz=f  f{z)dz. 

'^L  <-  L, 

Car  la  ligne  L,L~'  étant  fermée,  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

°=/    =f-f=f-f- 

•^L.L-'        "  L,        <^L-'         "^L,         ^L 

L'intégrale  ne  dépend  donc  pas  du  tracé  de  la  ligne  L,  mais 
seulement  de  la  position  de  ses  extrémités.  On  peut  mettre 
ce  fait  en  évidence  en  la  représentant  par  la  notation 


f^f(^)d=. 


200.  Dans  lintérieur  de  C,  cette  expression  représente 
une  fonction  svnectique  de  Z,  ayant  pour  dérivée  /{:■)■ 

Cherchons,  en  effet,  son  accroissement  lorsqu'on  change  Z 
en  Z  -h  dZi. 

Soit  L  la  ligne  d'intégration   suivie  de  z^  à  Z.   On  peut 
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adopter  comme  ligne  d'intégration  de  z o  k  2,  -\-  dZ  la  ligne  L, 
suivie  de  la  droite  infiniment  petite  qui  joint  Z  à  Z -h  f/Z. 
On  aura  alors 

j  fÇ,)ch-l     f{z)dz 

^  /{z.)dz  =/(Z)  /  dz  +  /  [/(-)  -AZ)]dz. 

z  '^Z  «^z 

Le  premier  terme  est  évidemment  égal  à  f(7j)cfL.  Le  se- 
cond a  pour  limite  supérieure  de  son  module  M  |  r/Z  |,  M  étant 
le  maximum  de  \/{:-)  —  /(Z)  |  sur  la  ligne  d'intégration.  Or 
I  ::  —  Z  I  est  ^  I  dij  | ,  et  f{z)  est  continue.  Si  donc  c/Z  tend 
vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  M;  on  aura  donc 


^Z-hilZ  ^'i 


[/(Z)  +  R)c/Z], 


Il  étant  un  infiniment  petit. 

On  voit  par  là  qu'il  existe  des  fonctions  sjnectiques  ayant 
/'(Z)  pour  dérivée  et  définies  dans  le  même  domaine  que 
celle-ci;  elles  auront  pour  formule  générale 


J(Z;)=j^      J{z)dz^C, 


c  désignant  une  cons'ante. 

L'une  de  ces  fonctions  'l(Z)  étant  donnée,   on  obtiendra 
la  valeur  correspondante  de  c  en  faisant  7j  =  Zq.  Il  vient 

On  aura,  par  suite,  comme  au  n"  82, 

(',)  ('    f{z)dz=.HZ)-Hzo). 

Comme  on  a  évidemment 


f    f(z)dz=-  f  ^f{z)dz., 

■^^n  -Z 
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l'intégrale,  considérée  comme  fonclion  de  :;„ ,  aura  |»<»iii-  dé- 
rivée —  f(:-o). 

201.  Les  ivo;les  pour  la  dérivalion  des  iiités^ralos  dfdiiiics 
et  pour  rinlé^ratii)n  par  parties  (u'^  83  el  8i-)  s"a|)j>li(pir'iit 
évidemmeul  aux  inl(''grales  que  nous  considérons  ou  («■  mo- 
ment. 

202.  Le  changement  de  la  variable  indépentlaiilc  peut  ^'o- 
pérer  comme  il  suit  : 

Soit  z-^=o(t)  une  fonction  de  /,  svnecti(pie  à  riiiti-ricur 
d  un  domaine  !•-,.  L()r->(|uc  t  se  meut  à  linlt-ricur  de  l'-,,  r 
se  mouvra  dans  un  domaine  correspondant  K. 

Supposons  en  particulier  que  t  (iécrive  un  arc  L,  de  ligne 
rectiflahle;  v  décrira  une  ligne  correspondante  L,  et  ses  va- 
riations seront  liées  à  celles  de  t  par  la  relation 

\z  —  {o't-^  H) A/, 

•Z)' t  restant  continue,  et  R  tendant  uniformément  vers  zéro 
avec  A^;  car  les  points  de  L,  forment  un  ensemble  borné  et 
parfait;  on  pourra  donc  assigner  une  quantité  r,  telle  que, 
si  I  Af|<^r,,  [Rj  devienne  moindre  qu'une  quantité  s  arbi- 
trairement choisie,  quelle  que  soit  la  position  du  point  / 
sur  L,.  D'autre  part,  le  long  de  cette  ligne,  ]o'(/)[  admettra 
un  maximum  'x. 

Soit  Iq^  .-  .,  /;;,  ...  T  une  suite  de  points  pris  sur  L,, 
de  telle  sorte  que  les  dilFérences  A^y;;=^^_,.i  —  t^  aient  leurs 
modules  moindres  que  y,  ;  et  soient  ^g,  .  .  . ,  :?/,■,  .  .  . ,  Z  les 
points  correspondants  de  L;  on  aura 

d  où 

donc  les  Ac/t  tendront  uniformément  vers  zéro  avec  les  A/,-,. 
Enfin  la  ligne  L  sera  rectifiable  et  aura  une  longueur 

/  =  llm  1  !  A;^.  î ,-  lim  (  ;ji  +  ■  )  ï  A?/,  =  a /, , 

/,  désignant  la  longueur  de  l^,. 

J.  —  I.  i3 


i9'i 
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Cela  posé,  soiiyV^)  i"ic  fonclion  de  ::,  sjncctiqiit;  dans  J*^|  ; 
on  aura 

Faisons  Icjidrc  r,  cl  ô  vers  zéro.  Les  A//;  et  les  Izf^  lendanL 
vers  zéro,  le  premier  membre  aura  pour  limite 


:.)  ci- 


el le  second 


./.  ^-(-^ 


I  J\'^l)o'l  cU  -h  I i m  !/( 'f  / A- )  1 5 /,  A//,. 


Or,  si  l'on  désigne  par  M  le  maximum  de  jy  |  sur  la  ligne 
d'intégration,  le  second  terme  aura  son  module  moindre  que 
Ms/,.  11  tend  donc  vers  zéro,  et  l'on  aura 


(5) 


f/{z)dz=  f /{'.()■.' tcU. 


203.  Théouèmp:.  —  Soient  C,,  C2,  .  .  .,  C«  [Jig.  '4)  îles 
contours  fermés  vectifiables  et  sans  points  multiples,  exlé- 
/•ieurs  les  uns  aux  autres,  et  tous  intérieurs  à  un  de/nier 
contour  Cq  de  même  nature. 


Fii;.  3. 


Soif,  d'autre  part,  fz  une  fonction  de  z  synect.que 
dans  un  domaine  E  contenant  dans  son  intérieur  toute 
la  région  R  du  plan  bornée  par  les  contours  Co.  C,.  .... 


C„,   y  corn/tris  rrs  lundut/s  rii.r-iin'tnrs :  nu  ni(i<i 
(fz.lz        l'/z<fz  I  /z.lz. 

trs  intr^rtilrs  étant  jnisrs  dans  /«•  inrmr  srns,  por  r.rr/n/'/' 
(/ans  Ir  sens  dt/rt-t,  dutottr  </«•  rrs  <li\crs  rontnnrs. 

Mous  siippostroiis  /}  -~  'i  (l.iiis  1,1  (liiiiiiii^liMlioii. 

J»)igin>iis  Its  (■(•iiloiiis  (  !o,  ^  M  •  '  'j  |>;ti'  <li'>  lignes  r(-('lili;il>l(-N 
L.  L|,  \.>  s:ir)'>  |i()iiits  iiinlli|il>-s  ri  nr  s«>  rnuMiiitiMiil  icis  inti- 
liielleinciil  (  //:,'.  '.  >.  I-.t  rf;;i«iii  iî  »(•  iiouvrra  tli\is(-«'  m  dnix 
rcj;i(iiis  paiiicllfs  H,,  IL.  Iimili'-o  ('Imciiii*-  |iar  un  >riil 
l'oiiliMir  ffiim'-  dans  Imil  I  inti  iiciii   i|ii<|iii|  /-  rsl  s\  n('(lii|iio. 

l/iiili\:;ialr    /    I Z  <lz   |iri>r   daiiN    le    sciin    dirci  I     le    Inii^    d<- 

(liaciiii  di"  «•'S  l'oiiloiirs  IioiiIutcs  ^cia  donc  nidl<-  <  l'dl»  . 
AjMUlaiil  les  rcsidlals  <d)lrnii>  |ii)ur  lc>>  deux  i<':;i(.n-.  un  n- 
in.')i-(|n<^  : 

I'  (^Mic  rliarnnc  ilr^  lii;n<'S  L.  I,,.  I . .  a\  ,inl  l'i»'- d/cnic  nm- 
fois  dan^  cIukiiii'  S(n>,  les  inlt'j,;talcs  loi  resixtndanlfs  m'  dr- 
Iriiisenl  ; 

a"  (^uc  !<•■>  di>ii\  ni<»ili<s  du  conloiii'  (  .„  mil  {[v  di'cnlc^ 
(liacnn)-  dan>  le  sens  direcl  :  la  >()ninM'  di's  inli^iale-.  ol)!»  iini'> 
seia  donc 

3"  Qne  les  drn\  nioilus  de  (liaciin  des  contours  (',,  (!. 
uni  élé  décnles  dan>  le   sens  rc-troj^radc.    Si    dune   nous  d<'- 

^iynon>^  |tai-    /  fzdz,    1    /zdz  1rs  \aleuis  des  iiit('-j;rale-i  |>ii>es 

■  '  I  *  c. 

en  décris ant' (  ".,  el  (!_.  «lan^  le  sens  dircel.   les   inléirralo  oh- 


leiiues    seront 


/  Jziiz,     —    I   JZf/z.     N(»iis    a\ons    dt 


'  •:. 


comme  r<'sidlal   final 

I    fz  dz     -  I  fz  dz    -   /  /.-  dz       o. 


"  c, 


it)()  l'UKMif-Ki:  p.vinii'.         riiAPiTiii:  ii. 

^0  5.  TiiKonicME.  —  Soit  J'z  une  fonction  synectiqac  à 
r  I  nti-iicur  (V  un  domaine  1£;  soit  R  un  contour  [l'ecti fiable, 
ferme  et  sans  point  multiple)  et  tel  que  toute  la  région 
(lu  plan  non  extérieure  à  K  soit  dans  V intérieur  de  E; 

ttn  aurd  pour  tout  point  a  de  cette  région 

'        l'  f'-  dz 
^())  fa-        .       ■' 

'-   K 

Soit,  en  ellet,  c  un  cercle  de  r.iyon  infiaimenl  petit  /'  dé- 
crit du  point  et  comme  centre;  on  aurn,  d'après  le  théorème 
|)récédenL 

f-^d...  l'--^^dz   ./a  (^'''--r-    f-f^^^^dz. 
1,   z  —  a  J    z  —  a  ''      1    z  —  a       J     z  —  a 

Le  dernier  terme  tend  vers  zéro  avec  /■.  Soit,  en  effet,  M  le 
maximum  de  \fz — fa\  sur  le  cercle  r;  ];  —  a\  étant  égal 
à  /•  sur  ce  même  cercle,   le   module  de  l'inléyrale  ne  pourra 

surpasser  —  27z/- =  27:.M.    (Jr,   à  cause   de   la  continuité  de 

y"(3),  M  tend  vers  zéro  avec  /•. 
D'autre  part,  on  a  sur  le  cercle 

z  ■"  a  -r  /"(cos'f  -!-  f  sin'i), 
dz  ----  r (  —  sin -^  +  i ces o )  c/-^  =  (  3  —  a)  i d-^, 

■^  étant  réel  et  vanani  de  o  à  :i~.  On  aura  dom; 

/•   dz        r"" 

.  ',■  -  -  «       do 

"HV,).  L'é(jualion  ((3),  d;!rivée  pai- rapport  au  paranii^tre  a, 
donnera  lc>  sui\antes 

y       '.T.j^^^z  ^a)^ 

(  7  )  '     ; 

aTif     ,7    [z  —  ay'-*-^ 


VAIIIABLES    COMPLEXES.  I97 

Le->  intégrales  qui  lij,aiicnl  au  uremier  menibrc  sont  des  fonc- 
tions de  a  finies  et  déterminées.  Les  dérivées  successives  de 
la  fonction  /  sont  donc   synectiqiies,  coaimc  /  elle-inèine. 
dans  tout  riiilérieur  di-  K. 
Soient 

/•  la  plus  courte  distance  du  |)()iiil  a  au  ccjnloui'  K  ; 
]M  le  niaxiniuin  de    fz    sur  ce  contour; 
/  sa  longueur. 

On  aura,  sui-  tout  ce  contour. 

\z.-a\-^v 

et,  par  suite, 

,  _  \  .1.  .  ,n     M     , 

et,   en   particulier,  si  K  est   un  cercle  ayant  d  pour  cenlre, 
d'où  /  =  i-zv. 

(8)  |/"«U ya^- 

206.  Les  résultats  précédents  s'étendent  imniédialeincnl 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Soil,  par  exemple,  /"(s,  z^  )  une  fonction  des  dcu\  \  aiiable?. 
complexes  c,  ::,,  qui  reste  svnectiquc  tant  que  c,  ^i  restent 
dans  l'intérieur  de  domaines  E,  E,.  Soient  K,  K,  deux  con- 
tours fermés  (recliliables  et  sans  point  multiple),  tels  que 
tous  les  points  des  régions  non  extérieures  à  K  et  à  K,  soient 
intérieurs  respectivement  à  E  et  à  E,  ;  <7,  «,  désignant  deux 
points  quelconcpies  pris  dans  ces  régions,  on  aura 


/•(  a.  a,  )  -  -- -     /    : L-  dz, 

•XT.i   /,      z  —  a 


r(z,z,) 


/,.,..,-  ,,J/-^-"'/^.. 


K,     -'-^'i 


(9) 


f{a,  ai)  :-  .      I        / — (iz 


i<)S  i'iu:>iif:nE  i'autik.  —  ciiaimiuk  ii. 

ri.    Cl)    (l(  ri\;inl   ///   ^()i•^    par  lappoiL  à  it  ct  m ^   fois  par  rap- 
|>nr(   il  (I  ^ . 


lo)  -  — 


da'"  da"'^ 


{iTuy^ 


'1   /T  f  fi-;=-i)dz, 


dz. 


Les  ilcrivées  patlu-lies  scroiiL  donc  svnccliqnos.  el  si  l'on 
tlésignc  par  M  le  nia\iinnm  de  \/(:-,  ~-i')\  pour  Lous  les  sys- 
tèmes do  valeurs  de  z,  C(  l'cspccliveinent  situées  sur  les  con- 
lours  K.  K,  ;  |)ar  /•.  /•,  les  dislances  de  ces  contours  aux 
|)oinls  ff.  cfi  ;  j)ai'  /.  /,  leurs  iongtieurs,  on  aura 


(>■) 


/■(  (7,    (7,  )  I   __    /)ll   //If 


M 


ôa'"  Oa'!'' 


{■.iTzy^    r 


//, 


i,n  paiiiculicr,  si  K  cl  i\ ,  son!  des  cercles  de  même  ravon  /• 
!i\aiil  loiirs  centres  en  (i  et  c/,.  il  \iciidia 


ô"'+"'x  fia,  a,  ) 
oa'"  ôa'.'' 


M 


III.        Fonctions  rationnelles. 
207.  Poi.v.xoMiîs   i-.XTiKRS.  —    Considérons  un  polvnôme 

(Ml   r  c>l   une    xaiiahle  complexe,    \.    !> iv  des  noiubres 

complexes  (picleon<jacs. 

(]etlc  exoression  a  une  \aleur  déterminée  [)our  toute  \a- 
Ictir  de  r-. 

I)aiilenis,  si  nous  posons,  pour  ahi'égei'. 

V  {z)  --  niXz'"'^  -^-  [in  —  i)  l^z"'    --\-  .  .  ., 

P"  [z)—  ni  {/n—  i  )  \  ;'"---(-(  ni  —  i  )  (  //?  —  :>.  )  li  ;"'-''  4-  .  .  . , 


nous  aurons 


h' 


V{z  -^  h  ,  -  -.  I> ( c  )  -^  h  V\z )  -H  _■—  P"( -•)+  •  •  • , 
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h  1.2 

hm . =  P'{z). 

Donc  P(^)  esl  une  fonction  SNUcclique  ayanl  pour  dcii- 
vée  P'(^). 

Si  I  :;  I  lentl  vers  zc.  il  en  sera  de  même  de  |  l'(c)|.  On  a. 
en  effet, 

Bl 


|P(0l5l^l"'(|A| 

et,  si  l'on  suppose  |  ;  i  >  i , 

^-)l>U-l(|A|-'^^^-:;^"^'^^l)>|A||.|-(|Bl  +  ...  +  iIv|). 

Donc,  £  désignant  une  quantité  positive  (pielconque,  [P(:;)| 
sera  ]>  s   dès   (pie  |  ;;  |   sera  "^r»^    ?j   désignant   une   constante 


plus  grande  (pie  i   et  que 


A| 


!208.  fJéqiKilion  i^\z-)  =  o  admet  toujours  au  moins  une 
racine. 

hiuinons  en  elTct  à  c  une  xaleur  (piol(;(»n(pie  c\  soit  i  l.i 
\alcur  corresj)ondantc  de|l*(c)j.  J^a  constante  o  étant  dé- 
terminée comme  ci-dessus,  considérons  Tensemble  des  va- 
leurs de  z  dont  les  affixes  ne  sortent  pas  d'un  cercle  C  de 
lavon  0,  ayant  pour  centre  l'origine  des  coordonnées. 

Cet  ensemble  étant  borné  et  parfait,  |P(3)|,  qui  varie  d'une 
manière  continue  avec  z,  y  admettra  un  minimum  ///  au  plus 
égal  à  i,  (pi'il  atteindra  efrectivemenl  pour  mu-  \aleur  diMci- 
minée  a  de  r.  Celte  valeur  sera  intérieure  au  cercle  C,  car 
sur  le  cercle  |  r:  |  =  o  et  |  P(:;)  |  >>  s. 

Nous  allons   démontrer  (juc  ce  minimum    est   nécessaire- 


200  i'iii:.Mif:iii:  pautie.  ^   niAiMiiti:  ii. 

iiit'iil  iiuJ.  Siipposujis,  en  cllel,  (|u  on  eût 
m  =  P(rO  >  o. 

JJonnuns  à  c-  une  valeur  a  —  h,  h  étant  une  quanlilé  eoni- 
|)le\e  assez  petite  pour  (|uc  le  point  a -\- h  soit  encore  dans 
le  cercle  C;  nous  allons  voir  qu'on  pourra  déterminer  h  de 
telle  sorte  que  |  P(<7  -4-  A)  |  soit  <  [  P(«)  [,  ce  qui  implique 
contradiction. 

On  a 

P"'(a) 
P{a  -i-  h)  =  V{a)  -r  h  V\a)+.  .  .  -  h'"  ^-— —  • 


à 


Le  tejine  en  //'"  dans  ce  dé\eloppenienl  a  pour  coellieieni 

^      =  A.   quanlité   dillérente   de  zéro.   Mais   les  coefli- 

i  .  i .  .  .f7l  ' 

cients  des  autres  puissances  de  h  peuvent  être  nuls. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  premier  terme  dont 

le  coefficient  ne  soit  pas  nul  soit  le  terme  en  //'.  JNotre  d(''- 

veloppement  prendi-a  la  forme 

V{r,  M-  A)  =  P(«)  -T-  lio^''-    l'>, /''•"'  ^-  ■  •  -^  f^«-  ■/./'"'• 

On  en  d('duit 

|P(^-/okU'(«)  +  l^o/''l  +  |B,:|Ap-'-4-...+  |H„,_>.||/il"'. 

Prencjns  le  module  de  //  assez  petit  pour  qu'on  ait 

et  déterminons  son  ari^ument  j)ar  la  conditiou 

/  arg//  -J-  argBo—  arg  \\a)  -h-. 

Les  deux  quantités  P(r/)  et  B,,//^-  avant  des  argumenl>  (pu 
dillèrent  de  -,  et  |  P(<^/)  |  étant  >>  [  B^/r'  |,  on  aura 

[P(«)4-Bo/A>|=rIP(«)l-|B„|   |Ap- 

et,  pai-  suite, 

|P(«+A)l  =  |P(a)l-lBo|  |/H''+|B,|  lAp-»-.... 
|P(a  +  /0-|P(«)U|Ap[-|Bo|  +  lB,|  \/i\^...\. 
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Le  rôdeur  enlre  parcnlliùses  tend,  lorsque  \  h  \  tend  vers 
zéro,  vers  la  qiianlilé  négalive  — |Bo|.  Donc,  en  prenant 
I // I  s.if.i^ammeiil  |)(>tll.  cm  aura 

,P(..-/0|-iP(«)l<o. 

Il  est  donc  établi  qu'on  jicul  donner  à  r  une  valeur  (/.  telle 

que  l'on  ail 

|P(rt)|  =  o,  d"où  P(rt)=:o. 

î209.    Divisons  Pi  c  i  par  le  hinùine  z  —  (f  :  il  \  leiidra 

P(,.)  =  (--r/)P,(c)-K, 

le  quotient  Pj('^)  éUml   un  |)oIvnùine   de  dejj;ré   ni  —  i  e!   Il 

une  constante.   Posant    d'ailleurs  dans  celle  ideutitt-  c  -—  a. 

elle  devient 

o^  II. 

On  aura  donc,  plus  siniplenient , 

P(..)^(.-r/)P.(-^). 

En  opérant  sur  Pi(::),  comme  sur  le  polvnùnie  |)riiiiiid. 
on  le  mettra  de  même  sous  la  forme  du  produit  d  un  Iti- 
noine  z  —  b  par  un  polvnome  Pj(:^)  de  degré  m  —  '>.,  et 
ainsi  de  sii.le  justpi'à  ce  qu'on  arrive  à  une  simple  constante  (.. 
On  aura  hnalemeiil 

Dailleurs,  en  divisant  les  deux  membres  tle  cette  égalité  par 
z'" ,  puis  faisant  croître  z  indéfiniment,  il  viendra  à  la  limite 

A  ==G, 

et  par  suite 

.        P{z):=\{z-a){z-b).... 

JNous  obtenons  donc  ce  théorème  fondamental  ; 

Tout  polynôme  P(^)  de  degré  m  peut  être  mis  sous  la 
forme  du  produit  de  son  premier  coejjicient  \  par  m  bi- 
nômes du  premier  degré  z  —  <7,  ;;  ^ —  b^  .... 

Sous  cette  forme,  on  voit  iinmédiatt-mcnl   (juc  les  racines 


>02  PRKMIÈRE    l'AKTlK.   —    rilAIMlKE    11. 

lie  l\''(jiialion  P(3)  =  o  sont  les  qiKinlilés  a,  b,  ....  Elles 
sonl  an  nombre  de  m  si  les  fadeurs  ;  —  a^  z  —  b^  ...  sont 
(liirérents.  Si  a  d'entre  eux  sont  égaux  à  ;  —  ti,  on  dira  que 
a  est  une  racine  multiplo,  dont  Vordrc  di>  multiplicité 
est  a.  J)  aj)r("'S  eclte  convention,  le  nombre  des  racines, 
comptées  cbacune  avec  son  ordre  de  nuilli|)licilé,  est  tou- 
jours égal  h  m. 

!210.   Soient  «,  />,  ...  les  racines  dislincles  de  l'équation 

P(c.)  =1  o  ;  7-,  [j,  .  .  .   leurs  degrés  de  mnlti|)licilé.  On  aura 

it.  en  dérivant, 

V'{z)  _         g  ^ 

V{z)  -'73:l^■^^-6'^•••' 

P'(;)  =z  a  A(::  —  r/)«-'  (c  —  /j)?.  .  . 

+  '^.K{z  —  aY{z^-b)?-'.  ..4-.... 

Tons  les  termes  de  celle  expression  sont  divisibles  par 
(  r  —  il )'^  sauf  le  premier,  qui  ne  l'est  que  par  (5  —  a)*~'. 
Donc  la  dérivée  P'(^)  admet  la  racine  a  avec  l'ordre  de  mul- 
tiplicité a — I.  De  même,  elle  adnieltra  b  avec  l'ordre  de 
multiplicité  ^p  —  i,  etc.  ()uant  aux  racines  simples  de  P(:;i, 
elles  ne  seront  plus  racines  de  P'(  z'). 

Soient  donc  \\  le  |)r()duit  des  bin(Hnes  ;  —  a  qui  corres- 
pondent aux  racines  simples  de  l'équation  1' =  o  ;  P^  le  pro- 
duit des  binômes  correspondants  aux  racines  doubles,  etc.. 
de  telle  sorte  qu'on  ait,  à  un  facteur  numérique  près, 

P=;P,P^P^... 

Le  plus  gland  conininii  diviseur  de  P  cl  de  sa  dérivée  P' 
sera  (à  un  l'acteur  niimérnjue  jirès) 

Q  =  p,p^... 

(^elui  (le  (^  et  de  sa  dérivée  (V  sera,  de  même, 

R=P:..... 
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On  en  dciluil,  [)ar  la  disision, 


2o3 


P,V,V,...^^y 


P^I':.^ 


er,  en  divisant  de  nouveau  cliacune  de  ces  expressions  par  la 
suivante,  on  obtiendra  enfin  P,,  Po,  Pj,  .... 

Ainsi    1*1,  Po,  P3,  ...    peuvent  s'obtenir   par  de  simples 

di\  isions. 

!211.  FuACTi()>s  K\Tio.\>Ei.LEs.  —  <)n  \\{)mmc  fo/ictio/i.s 
tdgébriques  celles  qui  soûl  liées  à  la  variable  indépendanle 
par  une  c(|uation  de  la  l'oriue  II(//,  z)  =  o,  où  FI  est  un  poly- 
nôme entier;  fondions  transcendantes  celles  qui  ne  jouis- 
sent pas  de  celle  propriélé. 

Les  fondions  algébriques  les  plus  simples,  après  les  poly- 
nômes entiers,  sont  les  fractions  rationnelles,  déiinies  par 
une  équation  du  premier  degré  en  n 

(  )  ,/  _  p  =r:  o, 

Q  et  P  étant  des  polviiôuies  en  c.  ([u  on  peut  supposer  sans 

facteur  commun. 

En  résolvant  celte  écpialion,  on  obtiendra  11  sous  la  foi-me 

explicite 

P 

Cette  expression  a  une  valeur  bien  définie  pour  loule  va- 
leur de  c,  sauf  Jorscpie  z  est  racine  de  l'équation  (>  rr^  o. 
Soient  a  l'une  de  ces  racines;  a  son  ordie  de  mullipin  ilé-. 

1^ 


Si  1  on  la  il  tendre  r  vers  a, 


Q 


sera  infinie  dordrc  x. 


1'  .    ,     P'Q  — O'P    , 

La  fraction         a    une  dérivée   — ^"  vV^ —    également    buii 

dcliuK;  pour  loule   xalciir  de    c-    ipii    u  ol   j)as    racuie    de    (L 

Celle-ci  a   une  dérivée  de  même  nature;  elle  est  donc  con- 

.      .   P 
linue.  Ainsi  —  est   une  Ibnclion   svuect.que  de    ;  dans    tout 

V 

le  plan,  à  l'exceplion  des  racines  de  (^  ^^  o. 


20-J  i'itKMii;ui;  PAnni;.  —  ciiaimtri:  m. 

Si  a  esl  une  racine  de  Q  d'ordre  de  imilliplicilé  a,  ()  sera 
<li\i.sil)Ic  [)ai-  (.r  —  oY^.  Q'  par  (.r  —  ^)*   ',  el  I*  sera  premier 

.  P'Q  —  O'I* 

à  x  —  <i.   \a\  dérivée   —    n"    — "'    '■^'*l"'l*-  ''   •'^''   plu^»   simple 

evprcssioii,  eonlitMulia  donc  x  —  a  en  dénoininaleur  à  l;i 
puissance  aH-i,  el  dexiendra  infinie  d'ordre  a -f- i  pour 
X  =  a. 

t2l!2.  Supposons  que  Q  ail  élé  décomposé  d'une  manière 
cpielconque  en  un  produit  de  deux  facteurs  Qi  et  Qo  pre- 
miers entre  eux.  On  pourra  (h'-lerminer  deux  polynômes  M,. 
Mo,  tels  (pic  Pou  ail 

.MlO,-^  M.,<^).,      j 
<•! ,  par  suite, 

P  _  _P     _  1>(M,Q,+  M.,Q,)  _  PM,       PM, 

'->"<.>.<.>.  "        ^:tMi        ~  Q.  "^  Qr 

La  1  l'action  —   est  donc  la   somme  de   deux   autres,  ayant 

respectivement  pour  dénominateurs  Q,  et  Q^. 

Si  l'un  des  facteurs  Q,,  Q.,  était  lui-même  un  produit  de 
deux  facteurs  premiers  entre  eux,  on  pourrait  décomposer 
de  nouveau  la  fraction  partielle  correspondante  en  une 
somme  de  deux  autres  fractions,  el  ainsi  de  suite. 

1213.  On  donne  le  nom  de  J'raclion  simple  à  une  fraction 
dont  le  numérateur  est  une  constante  et  le  dénominateur 
une  puissance  //  d'un  binôme  x  —  a. 

On  déduit  ais(''mcnl  des  remarques  qui  précèdent  cette 
proposition  fondamentale  : 

1» 

Toute  fraction    -  peut  vtre  décomposée  en  une  somme 

V 

de  fractions  simples,  augmentée  d' un  polynôme  entier. 

Nous  pouvons  tout  d'abord  supposer  que  le  coefficient  de 
la  plus  haute  puissance  de  z  dans  Q  se  réduise  à  l'unité;  car 
on  n'altère  pas  la  valeur  de  la  fraction  en  divisant  simultané- 
ment P  et  Q  par  ce  coefficient. 


VAUIABLI'S    COMl'LKXES.  .ÎOJ 

Cela   posé,    décomposons   ()   en    ses   l'acteurs   ilii    prcniicr 
degré  ;  soit 

Les  facteurs  (:;  —  u  f"-,  K^^  —  ^)^.  .  •  •  élaiil  prcinicrs  erilrc 
eux,  on  aura,  d'après  les  jiropositioiis  prt'cédentes, 

F,  G,  ...  étant  des  polvnùmes  entiers. 

Considérons    l'une    des    fractions    |)arlicll(S.     Icllo     ijuc 

F(5) 

Posons 

r  =.  rt  +  Il  : 

¥(  '•)  développe'  suivant  les  puissances  do  h  prendra  la  forme 

Aa4- Ag^iA    r    .  .  .4-    V//'-'    'i-  //■■' '!>(//), 

<I>(  A)  étant  un  polynôme  entier. 
On  aura,  par  suite, 

F(-)  A,^  \^^  4.   V   -U/ 

et,  en  remettant  [)()iir  //  sa  valeur  z    -  a, 


(s  —  rt)'''        {^  —  ^')^       "  '   '     :■  —  (i 


F*(;    --r/S 


c  est-à-dlre   une  somme  de  fra(  tioi:s  Mm[)les,   |)lu>   un   j><>l\- 
nônie  entier. 

Opérant  de  même  sur  chacune  do  fractions  pa;  tielles.   d 
viendra  finalement 


'!•(>-)> 


\  (  )             z  —  a 

(0 

c  —  0 

{Z~h)^ 

H'(;;)  étant  un  |)()lvnônie  entiei' 
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Le  dem'é  de  ce  |ioljnùme  ^'  est  aisé  à  calculer  (t  priori. 

Siii>{)OS()ns,  eu  eOet.  (jiic  ()  soit  de  dej^ré  m  et  P  de  degré 

|> 

m  -r  'x.  Si  [  ;  I  tend  vers  y:,  — •  tendra  aussi  vers  ce  et  sera  in- 
fini tlordre  a.  11  doit  en  être  de  même  du  second  membre. 
Mais  les  Tractions  qu'il  contient  tendent  vers  zéro.  Donc  M' 
doit  être  un  inlini  iTordre  a.  Donc  'x  est  le  degré  du  l)ol\- 
nùme. 

On  verrait  de  même  que  M'  doit  se  réduire  à  une  con- 
stante si  P  est  de  même  degré  que  O,  et  disparaître  con)- 
|iirlemciit,  si  P  est  de  moindre  degré  (|uc  (^. 

Connaissant  ainsi  le  degré  du  j)olvnôme  W,  il  sera  facile 
dt!  déterminer  ses  coefficients,  ainsi  que  les  constantes  A, 
13,  ....  11  suClir,!,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs  dans 
l'équation  (  i  ),  d'identifier  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  X  dans  les  deux  membres.  On  détiendra  ainsi  un 
système  d'équations  linéaires  pour  déterminer  les  coefficients 
inconnus. 

!21  i.  II  est  souvent  ])iéléral)l('  cff-niplover  le  |)rocédé  sui- 
vant, qui  a  l'avantage  de  montrer  (pie  la  décomposition  ne 
peut  se  faire  ([ue  d'une  seule  manière. 

Posons  z  ^  a  -{-  h  dans  l'équation  (i)  ;  il  viendra 


P{a  ~\-/i)  —  P{a)^/iP'{a)^..., 


(){a+/i)  =  QHa) 


_|_Oax-i^^,) 


/,a-vi 


I  .  i>  .  .  .  (  a  -)-  1  j 


Eflectuons  la  di\ision  de  ces  deu.v  polvnômes  ainsi  ordonnés 
suivant  l(;s  [)uissances  croissantes  de  /i,  et  arrêtons-nous  au 
moment  où  nous  aurions  à  écrire  au  f[uotient  des  termes  ne 
contenant  |)lus  h  en  dénominateur.  \ous  aurons  ainsi 


P(a-h  h)  _  A«^ 
Q(rt-hA)  ~  Â« 


4  3(,  -l'i-  ..  ■  étant  des  constantes  et  15  un  poUnùme  entier. 
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Le  second  membre  de  réf|ualion  (i)  devicnl,  par  la  même 
siibsfitulion, 

Aa  A,  B, 

/i"  h         a  —  O  -\-  h 

Nous  avons  donc  identi(juemcnl 
Aa    .  A,  B, 


A« /i         a  —  b-^h 


-i-...+  n-(«-h/0. 


.Mnllif)lions  les  deux  membres  par  /i'-*,  puis  laisons  A  =  o. 
Il  viendra  -la=  A^. 

Suppnmoiis  les  deux  termes  ('■'raux  -~  et  ^?  mullinlions 

par  1i^~^  et  faisons  //  =  o  ;  il  viendra  -A^a-i  =  ^i.   \ 

Les  coefficients  A^.  ...,  A,  sont  donc  déterminés  sans 
ambiguïté  par  les  relations 

On  calculera  de  même  les  coefficients  l]|,  ....  B^^j  relalir> 
à  une  seconde  racine  h^  et  ainsi  de  suite. 

Reste  à  calculer  le  polynôme  entier  H'*(^),  donl  on  connail 

déjà  le  degré  \i.. 

Soient 

p  — -  jyi  -'«+IJ-  _f_  w   -/«-i-ijL-i  _i_.  _  _  _  ^ 

Q=zi\:;"'      -+-Nc"'-'        -t- 

On  trouve  par  la  division 


O 


=  p^!^-  +  p,  cH-'  ^  .  .  .  H-  pjj.  -1-  R, 


0,  0,.  ...  ('-tant  des  constantes  et  R  s'annidant  pour   c  =  7:. 
Soit  d'autre  [)art 
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On  :iiir;i  rideiililé- 

= H- ...  -H  , ^-z  -! Y  -h  .  .  .  -f-  .î-!^-l-  .  .  .  -^  .Va. 

DivisariL  par  z'^  cl  laisuiit  :;  =  x,  il  viendra  o  :z^  s.  Siippi^- 
inaiit  les  deux  termes  égaux  oz'^,  sz''^,  divisant  par  zV~*  cl 
faisani  r  =  x.  il  viendra  p,  -==  .S| 

■^lo.  Supposons,  en  parliculier,  (pie  Q(.:)  n'ail  (pie  des 
racines  simples,  el  soil  de  degré  m,  !'(;)  étant  de  degré  <^  m. 
Soitc/  l'une  des  racines  de  Q;  on  aura 

P{a-^h)  _     P(r/)+...     _   P(n)     i_  _^ 
Q{a^/Ï)  ~  n'{a)/i-h.  .  .  ~^  (y  (a)  h    

i'.u  second  lieu,  le  p(jljn(')ine  W(^)  n'exister.)  pa-;.  !^a  fi  r- 
niule  de  décomposition  sera  donc 

la  somnialion  s'élendant  aux  diverses  racines  (/  d.?  ^^{'■]- 
Multiplions  celte  équation  |)ar  z  et  faisons  r  =  x  ; 

z  —  a  a 

a\ant  pour  iiuul(î  Tuiiit  '■,  il  viendra 

Si  V  (  Z)  est  de  degré  ni  —  i,  le  second  ineinl)r(^  a  pour  limite 
-5    M   et  -N   étant   les   premiers  coefficients    de    V{z-')    el    de 

Si,  au  contraire,  le  degré  de  !'(:?)  est  < /«  —  i,  la  limite 
sera  nulle,  et  l'on  aura 

P{a) 


VA  Kl.*  BLES    COMPLEXKS.  20g 

IV.  —  Fonctions  algébriques. 

216.  Passons  à  l'élude  des  fonctions  algébriques,  défi- 
nies par  une  équation  de  la  forme 

(i)  /(»,;)  =3  M»"-  M,//"-'^...-^M„  =  o, 

où  M| .  .  . . ,  M„  sont  des  polvnômes  entiers  en  r. 

iNous  pouvons  supposer  le  polynôme  /(^/,  z')  irréduc- 
tible, c'est  à-dire  non  décomposahle  en  un  produit  de  fac- 
teurs de  même  nature;  car,  s'il  était  réductible,  on  n'aurait 
fjuà  étudier  séparément  les  équations  obtenues  en  égalant 
chaque  facteur  à  zéro. 

Pour  clia(|ue  valeur  particulière  de  ;.  léquation  (i  )  don- 
nera, en  général  pour  «,  //  valeurs  distinctes  ?/|,  .  .  . ,  u,i-  Ce 
résultat  souffre  toutefois  deux  exceptions  : 

i"  Si  z  est  racine  de  l'équation  M  =  o,  le  degré  de  léqua- 
tion  en  u  s'abaisse  au-dessous  de  /?,  et  une  ou  plusieurs 
racines  disparaissent. 

2"  L'équation  (i)  peut  a\oir  des  racines  égales.  Dans  ce 
cas,  le  produit 

(2)  ^  =  ^M^",-«A•)- 

est  égal  à  zéro.  Or  ce  produit,  étant  svinétri(|ue  par  rapport 
aux  cjuantités  Mm,,  iNl^^;  •-•:  est  un  |)olynome  entier  en  z. 
I/équation  /=o  admettra  donc  n  racines  distinctes,  saul 
pour  les  valeurs  de  :;  qui  salisfunl  à  Tune  des  équalions 

M  -=  o,         A  =  o. 

Ces  valeurs  exceptionnelles,  en  nombre  limité,  ont  reçu  le 
nom  de  points  critiques.  Les  autres  valeurs  de  c  sont  des 
points  ordinaires. 

217.    Soit  C  \.\n  contour  continu,  fermé,  sans  point  mul- 
tiple, et  laissant  à  son  extérieur  tous  les  points  critiques.  Le> 
points  non  extérieurs  à  C  forment  un  doinaine  L,  à  un  seul 
.1.-1.  l'i 
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tenant;  ol  si  r  csl  assiijolll  à  rester  dans  ce  domaine,  à  cha- 
cune de  ses  valeurs  correspondront  n  racines  ;/i,  ....  u,t  de 
l'équation  /=  o. 

JNous  allons  montrer  tout  (Tidjord  que,  dans  ces  condi- 
tions :  i"  les  modules  |//il,  ...,  !'///]  ne  ]ieuvenl  surpasser 
un  nombre  fixe  [x  ;  2°  les  modules  |  //,  —  //:>  j,  . .  . ,  j  ui —  «^  | 
ne  peuvent  être  inférieurs  à  un  autre  nombre  fixe  v,  plus 
grand  que  zéro;  3"  les  modules  des  rapports 

ôfiUi.zA     <)  f{Ui,z) 


dz 


()Ui 


ne  peuxent  surpasser  un  nombre  li\e  ttj. 

Soit,  en  eilet,  a  le  maximum  de  |  :;  |  dans  le  domaine  E. 
Tout  polynôme  entier  en  :;,  tel  (pie  SAs^,  aura  son  module 
au  plus  égal  à  la  quantité  fixe 


X  I  A  I  a^ 


dz       dz 


sont  des  polv 

1777 

on    priil 


Rn  particulier,  \.  M,  \1|, 

nomes    de    ce    genre;    donc    j  N  |,    [M],    [ -^^i  |,    •• 

dM,  ,  ,       , 

— — !■   ,  •••  admelt(Mil  des  born(,'s  supérieures  que 

assigner;  soit  h  la  plus  grande  d'entre  elles. 
D'autre  part,  M  est  de  la  forme 


où   z^,   ...,   z -,  sont  des  points  eiitirpics.  Si  0  désigne  la  dis- 
tance (\[\  conlour  C  au   poiiil    (•rili(pie  le  plus  \oisin,  cliaeiin 

z  —  :;„  1  sera  au  moins  ('^al  à  o 


~p 


o" 


des  modules  \  z  —  :;i  j,   . . . . 
en  chaque  point  de  E;  donc  |  INI  ]  ne  peut  s'abaisser  au-des- 
sous du  nombre  fixe  ]  A  [  of\  que  nous  désignerons  par  c. 
On  trinixera  de  même  pour  [N|  une  borne  inléiieurcw'. 

„  ,  .-Il  111  •    .  '"'■' 

Cela  pose,  soi!  v.  la  plus  grande  des  deux  (pianliles  1,  — ; 

on  aura,   pour  toutes  les   valeurs   ef)nsidérées   de   z   et    jiour 
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toute  valeur  c  de  la  variable  u  dont  le  module  surpasse  a 

I/(r,,.)l  =  |MllPh-|M,l|rl"-»-...-|MJ 

>        c|(^l"—       «^?|('l"-' =  c|rl"-' (|t'l  —  ix)>0. 

Ainsi  V  ne  peut  satisfaire  à  l'équation  /*=  o.  Donc,  les 
modules  des  racines  \u\\^  ■■  ■ ,  \  u„  \  ont  |jl  pour  borne  supé- 
rieure commune. 

Les  quantités  |  ;/,  —  //o  |,  . . . ,  j  Ui —  u^  \  auront  donc  pour 
borne  supérieure  aa.  L'équation  (■>. )  donne  d'ailleurs 

|Ni  =  niMj^|//,-— «/,!-, 

d'où,  en  remplaçant  |  N  [  par  sa  borne  inférieure  c',  et  tous 
les  facteurs  du  second  membre,  sauf  riin  d'eux  |  ui —  Uk\i 
par  leurs  bornes  supérieures 

Donc  I  Ui- —  iij-\  a  pour  borne  inférieure  la  quantité 

2  a  \!^' 

«  I  «  —  I  ) 
(2,X^,)~^ 

()uant  à  la  dérivée  parlielle 

dfiuj.zA     rni   ,  ,  .AI,   „_ 

dz         "~  dz  "'  "^    dz   "'      ^••■' 
elle  a  pour  borne  supérieure  de  son  module  la  quanlilcî 

b[i."  +  ^,|x"->4-.  .  .  . 

On  a  enfin 

/{{/,  :;)  =  M( /<  —  //,)...(«  —  «„). 

Prenant  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  u  et  posant  ensuite 
H  =  Ui,  il  viendra 

0/(u,-,z) 

— =iAl(?/,  —  «,).  .  .{Ui—  fi„), 
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expressidii  dont  le  module  a  pour  borne  inférieure 

Le  module  du  (juolienl 

df{u,;z)  ^d  r{ni,z) 
dz        '       diii 

a  donc  pour  borne  supérieure  la  qiianlilé 

bii"+  Z;!J.«-»  +  .  .  . 

218.  Ces  préliminaires  posés,  choisissons,  à  volonté,  |)Our 
chacune  des  valeurs  de  la  quanlilc  complexe  s  =  .r  -\- y  i,  une 
des  II  racines  dey=  o.  L'ensemble  des  racines  ainsi  choisies 
sera  une  fonclion  U  des  variables  x,y. 

Cherchons  à  diriger  noire  choix  de  telle  sorte  que  cette 
fonction  soit  continue. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Si  deux  fondions  U| ,  Uo,  dêLerniinées  comme  ci-dessus, 
sont  continues  dans  tout  le  domaine  JL^  et  ne  sont  pas  iden- 
tiques, elles  ne  seront  égales  en  aucun  point  de  E. 

Eu  effet,  d'après  nos  hypothèses,  |  U,  —  Uo  |  sera  une  fonc- 
tion continue  de  x,  y.  D'ailleurs,  en  chaque  point  ;:  de  E. 
Ui  et  Uo  sont  des  racines  de  l'équation  f{u,  z)  ^=  o.  Si  ces 
deux  racines  sont  identiques,  on  aura 

|U,-U,|=o. 

Si  elles  sont  difl'érentes,  on  aura  au  contraire 

lU,-U,|=;v. 

Puisque  Ui  et  Uo  ne  sont  pas  idenlicpies,  il  existera  au  moins 
une  valeur  de  z  pour  laquelle  le  second  cas  se  présentera. 
D'ailleurs,  les  valeurs  de  |  U|  —  Uj  |  doivent  former  un  en- 
sem])le  d'un  seul  tenant  (Oi).  Donc  |  U|  —  Uo  |,  ne  pouvant 
prendre  les  valeurs  intermédiaires  entre  v  et  o,  ne  pourra 
s';inriiili'i'. 
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Le  nombre  des  fondions  conlinues  dislinctcs  que  l'on  pciil 
former  ne  saurail  donc  surpasser  le  nombre  n  des  racines  de 
l'équation  f=  o,  et  s'il  existe  n  semblables  fonctions  Ui ,  . .  . , 
U«,  les  valeurs  de  ces  fonctions,  étant  constamment  diffé- 
rentes entre  elles,  reproduiront,  pour  chaque  valeur  de  z, 
la  suite  complète  des  racines  de  cette  équation. 

219.  Nous  allons  montrer  réciproquement  qu'on  peut 
grouper  ensemble  les  valeurs  de  a  corresj)ondant  aux  divers 
points  de  E  de  manière  à  constituer  n  fonctions  continues 
distinctes  Uj,  . . . ,  U^. 

Dans  la  démonstration  de  cette  proposition,  il  nous  sera 
permis  de  supposer  que  C  est  un  contour  polygonal.  En 
effet,  nous  savons  qu'on  peut  déterminer  un  contour  poly- 
gonal y?,  sans  point  multiple,  contenant  G  dans  son  intérieur 
et  dont  tous  les  points  soient  à  une  distance  de  C  moindre 
que  0.  Tous  les  points  critiques  seront  encore  extérieurs  à  ce 
contour  ^J.\  Or,  si  le  théorème  est  vrai  pour  le  contour  ^j?,  il 
le  sera  évidemment  pour  le  contour  intérieur  C. 

Si  le  théorème  est  vrai  pour  deux  contours  polygonaux 
'i"= -3o<2^i -^0  5  '-S" ^=  ZQZ^bZ(i  ayant  un  côté  commun  ZQZ■^ 
{Jig-  •^),  il  le  sera  pour  le  contour  polygonal  <J?  i=  ^^o'^'^^i  ^^o 
résultant  de  la  réunion  de  leurs  autres  parties. 


V\i 


Soient,  en  effet,   U', ,   ...,  \}'^  les  n  fonctions  U  relatives 

au   contour  'A";  U'[,  ...,  UJ^  les   n   fonctions  relatives  à  'J?". 
Posons 

z^  —  x^+iy^,         ^,  =  .r,  4-//j. 
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Un  poiiiL  c  siluc  siii-  la  ligne  ^o^i  am'ïi  pour  coordonnées 

t  désignanl  le  rapporl  îles  dislanccs  c^q  el  ;,  Zq. 

Si  le  point  ;  :=  x  +  iy  décrit  la  ligne  z^z,  t  variera  de  o 
à  I,  et  ^,  y  seront  des  fonctions  continues  de  t. 

Les  valeurs  des  diverses  fonctions  U, ,  . . . ,  U^^  au  point  c,, 
sont  les  diverses  racines  «",  . . . ,  «)|  de  l'équation 

Il  en  est  de  même  pour  les  lonctions  U|,  .  . . ,  U,^.  On  pourra 
associer  une  à  une  ces  fonctions  aux  précédentes,  en  joi- 
i;nant  ensemble  celles  qui  prennent  la  même  valeur  en  Z(j. 

Soient,  par  exemple,  U]  et  UJ  les  deux  fonctions  qui  pren- 
nent la  valeur  «".  Ces  deux  fonctions  seront  égales  le  long 
de  la  ligne  ZQZ^. 

En  efTel,  U^  est  continu  par  rapport  à  x,  y  qui,  sur  la  ligne 
Co  ^1 ,  sont  des  fonctions  continues  de  t.  Donc,  le  long  de  cette 
ligne,  \}\  est  une  fonction  continue  de  /.  II  en  est  de  même 
pour  UJ  et,  par  suite,  pour  [  U-  —  U- 1. 

La  quantili'  /,  \ariant  de  o  à  i,  parcourt  un  domaine  d'un 
seul  tenant.  Donc  |  X}]  —  L- 1  jouit  de  la  même  propriété.  Or 
U),  U-  sont,  en  chaque  point  z,  des  racines  de  l'équation 
f{u,  z)  =  o.  On  a  donc,  ou  |  UJ  —  U]  |  =  o  si  ces  racines  sont 
identiques,  ou  |  U,'  —  U^J  >  v,  si  elles  sont  différenles. 

Ce  dernier  cas  ne  peut  se  présenter,  car  |  U-  —  U)  |  étant 
nul  au  point  Zç^  et  ne  pouvant  prendre  les  valeurs  intermé- 
diaires entre  o  et  v,  l'ensemble  de  ses  valeurs  ne  serait  pas 
d  un  seul  tenant. 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  U/  égale  à  U^  dans 
l'intérieur  de  ^ii"  et  sur  sa  frontière,  à  \j]  dans  l'intérieur  de 
•Jl"  et  sur  sa  frontière.  Cette  fonction  sera  évidemment  con- 
tinue dans  rinlérieur  de  9?. 

En  faisant  successivement  /  =  i ,  ...,/?,  on  aura  les  n  fonc- 
tions demandées. 

On  peut,  au  movcn  de  ce  lemme,  ramener  la  démonstration 
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du  théorème  au  cas  où  le  contour  'J.^  est  contenu  en  entier 
dans  un  cercle  de  rayon  -<  s  décrit  autour  d'iin  de  ses  points 
comme  centre,  £  étant  une  (juantilé  (|ue  nous  pourrons  clioisir 
aussi  petite  (juc  nous  voudrons. 

On  peut,  en  effet,  au  moyen  de  diagonales,  décomposer 
l'intérieur  de  'j?  en  une  suit(>  de  triangles  ï,,  T-i,  ...,  ayant 
chacun  un  côté  commun  avec  le  suivant.  Si  le  théorème  est 
vrai  pour  chaqTie  triangle,  il  le  sera  pour  le  quadrilatère  formé 
|)arT,  et  J  o,  puis  pour  le  pentagone  formé  par  T,,  To,  T;{,  et 
ainsi  de  suite. 

Considéi'ons  donc  un  de  ces  triangles  T.  On  peut  le  d('-coin- 
poser  par  une  série  de  parallèles  à  la  base,  distantes  les  unes 

des  autres  de  moins  de  -i  en  une  série  de  tranches;  il  suflira 

2 

d'établir  le  théorème  pour  chacune  d'elles. 

Subdivisons  enfin  la  tranche  considérée  par  des  perpendi- 
culaires à  la  base,  distantes  de  moins  de  -;   on  la   partagera 

ainsi  en  éléments,  dont  chacun  sera  un  carré  de  côté  -  ou  une 

2 

partie  d  un  semblable  carré;  et  d  suffira  d'établir  la  proj)riété 
pour  chacun  de  ces  éléments  et,  a  fortiori,  de  l'établir  pour 
un  cercle  de  rayon  s  avant  son  centre  en  un  point  de  cet  éb'- 
meat,  car  l'élément  tout  entier  lui  sera  intérieur. 


220.  Or  on  sait,  par  la  démonstration  que  nous  avons 
donnée  de  l'existence  des  fonctions  im[)licites  (191),  que, 
pour  tout  point  ^o  du  domaine  <J?  el  pour  toute  lacine  ii"  de 
l'écpiation  y'(«,  5q)  =  O;  on  peut  (b'-lerninicr  un  nond)re  o/  tel, 
que,  dans  un. cercle  de  rajon  zi  décrit  autour  de  Co  comme 
centre,  il  existe  une  fonction  U/  de  la  variable  complexe  z, 
satisfaisant  à  l'équation /(m,  :;)==  o  et  se  réduisant  à  «"  pour 


On  pourra  donc  déterminer  une  quantité  p  telle  «pie,  dans 
un  cercle  K  de  rayon  p  décrit  de  c„  comme  cenli-e,  il  existe 
Il  fonctions  U),   •..,  U/,  de  la  variable  complexe  c,  saliNfai- 
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i>ant  à  l'équation  y(i/,  z)  =  o.  Il  suffira  pour  cela  de  prendre 
p  «'i^al  à  la  plus  petite  des  n  quantités  pi,  ...,  p„. 

Il  est  clair  que,  si  cette  propriété  appartient  à  un  cercle  K. 
elle  apj)ar(ioridra  (/  fortiori  à  tout  domaine  contenu  dans  ce 
cercle. 

Si  donc  il  existe  un  point  ;„'  lel  que  celte  propriété  ap- 
|)arliennc  à  tout  cercle  décrit  de  ce  point  comme  centre,  quel 
que  soit  son  ra\on,  on  n'aura  qu'à  prendre  ce  rayon  assez 
grand  pour  en  conclure  que  cette  propriété  appartient  au 
domaine  E,  ce  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Dans  le  cas  contraire,  les  rayons  des  cercles  décrits  autour 
de  ^0  et  jouissant  de  la  propriété  demandée  admettront  un 
maximum  /•  fini,  mais  différent  de  zéro.  Aucun  cercle  de 
rayon  ^  /•  ne  jouira  de  la  pri)|)riélé  demandée;  mais  loul 
cercle  de  rayon  /•  —  A  en  jouira,  quelque  petit  que  soit  /.. 

A  chaque  point  z  ^^  x  -\-  iy  de  E  corresi)ond  ainsi  un 
nombre  /•  uni([ue  et  déterminé,  lequel  sera  une  fonction  de 
jr,  y. 

Cette  fonction  est  continue.  Soient,  en  effet,  /•  et  /•'  ses 
valeurs  pour  deux  points  voisins  z  et  z-^-h.  Décrivons  de 
z -{- h  comme  centre  un  cercle  de  rayon  /■  —  ). —  \h\.  Ce 
cercle  sera  contenu  dans  le  cercle  de  rayon  /•  —  ),  décrit  au- 
tour de  z.  On  pourra  donc  v  déterminer  les  /?  fonctions 
Ui,  ...,  U,i',  donc  son  rayon  ne  pourra  surpasser  /•',  et  l'on 
aura 

et,  en  faisant  tendre  À  veis  zéro, 

/■';/•-! /H. 

On  Irouxera  de  même 

/•  =  r'—\h\. 

Donc  [  /•' —  /•  I  sera  ^  |  A  ]  et  tendra  \crs  zéro  avec  h. 

La  fonclion  /•  étant  continue,  toujours  j>o>itive,  admet 
dans  E  un  minimum  s  qu'elle  atteint,  et  qui  sera  nécessaire- 
ment >  o.  La  détermination  des  fonctions  U|,  ...jU»  pourra 
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donc  se  faire  dans  tout  cercle  de  rajon  <!s,  quel  que  soit 
le  point  do  E  qui  sert  de  centre;  ce  que  nous  vouions  dé- 
nionlrrr. 

On  voit,  en  ou  Ire,  par  celle  analyse,  que  les  fonctions 
l  , .  ...,  L„  sont  des  fonctions  s\necliqiies  de  :;  et  que  leur 
déri\ce  en  chaque  point  est  donnée  par  la  formule 


dV, 

Oz 

dz 

/i./(U,-.  ,^i 

221.  L'une  quelconque  U,  des  n  fonctions,  dont  l'exis- 
tence vient  d'être  établie,  est  entièrement  définie  dans  E  par 
la  connaissance  de  sa  valeur  initiale  u^].  Proposons-nous  de 
calculer  la  valeur  Cj  qu'elle  prend  en  un  autre  point  ^_  de  E. 
Nous  savons  déjà  que  c/  est  une  des  n  racines  de  l'équation 
fi^ii^  ^)  =  (>;  luais  il  nous  faut  assigner  un  caractère  qui  per- 
mette de  la  distinguer  des  autres. 

A  cet  effet,  traçons  dans  E  une  ligne  rectifiable  quel- 
conque L  joignant  les  points  ^o  et  J^;   soit  /  la  longueur  de 

^:, 

d: 
on  aura  (200) 


cette  li^ne.  En  intéijrant  la  dérivée  'llLL  le  long  de  cette  ligne, 


"?^f 


dMi 


di 


et  comme 


d}h 
dz 


est  au  plus  égal  à  ttt,  on  en  di'duii 


iUl^i' 


Si   /<r        )  cette  iné^aliié   suffira  pour  distins^uer  la  ra- 

cine  i'i  des  autres  racines  de  f{ii.,  >^)  — -  ()•  Car  soil  c/,  une  de 
celles-ci,  on  aura 

et  par  suite 
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Si  ly — )  on  |);iitai;rr;i  L  |)ar  des  puinls  de  (li\isiuii  in- 
Icrim'diaires   r,.  r en  arcs  doiil  (liaciin  soil  <<  ^ — -,   cl 

2T7T 

I  (tn  caK:ulera  .succossivcineii!  les  valoiii.s  que  prend  U,-  en 
chacun  i\v>  pomls  ;,.  s^ !^. 

22i2.   Soil  maintenant 

une  ligne  continue  quelconque  L  ne  passant  par  aucun  poinl 
critique  ;  et  soient  ^o  =  -^o-r  O'o,  s  =  ç  +  i'f,  les  extrémités 
de  celle  ligne;  /„  et  t  les  valeurs  correspondantes  de  /.  On 
pourra  déterminer  pour  chaque  valeur  de  l'indice  i,  et  d'une 
seule  manière,  une  fonction  continue  Ui  de  la  variable  t,  sa- 
lisfaisanl  loul  le  loni;  de  L  à  ré(|ualion 

et  se  réduisant  à  //"  pour  t  =^  t^. 

En  efl'et,  supposons  d'abord  que  L  soit  contenu  en  entier 
dans  le  domaine  E  formé  par  les  points  non  extérieurs  à  un 
contour  C  fermé,  continu,  sans  point  multiple  et  laissant  à  son 
extérieur  tous  les  points  critiques.  On  peut  déterminer  dans 
ce  domaine,  comme  on  l'a  vu,  une  fonclion  U,,  continue  par 
rapport  à  x,  y,  satisfaisant  à  ré(|ualion  J\it,  r)  =  o  et  se  ré- 
duisant à  ?/"  pour  z-=^Zq.  Le  long  de  la  ligne  L,  x,  y  sont 
des  fonctions  continues  de  l.  Les  valeurs  successives  de  U, 
h^  long  de  celle  ligne  fourniront  donc  une  fonction  iii  de  ht 
variable  /  satisfaisant  à  l'énoncé. 

Cette  fonction  est  unique.  En  ellet,  s'il  existait  une  autre 
fonction  c^/  de  même  nature,  \ui — Vi\  serait  une  fonclion 
continue  de  /.  Les  valeurs  de  t  comprises  entre  /«  cl  t  for- 
mant un  ensemble  d'un  seul  tenant,  il  en  est  de  même  des 
valeurs  corres|)ondantes  de  |  ui —  i/[.  D'ailleurs,  ui  et  c/étanl 
des  racines  de  1  é(piaLion  f{u,  -c)  =  o,  |  Ui —  i",  ]  sera  nul  ou 
"  V  suivant  que  ces  racines  seront  identiques  ou  non  (217). 
Enfin,   celle   expression  est   nulle   pour  z^=Zq;    donc    elle 
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devra  l'être  tout  le  long  de  L,  pour  que  l'ensemble  de  ses 
valeurs  soit  d'un  seul  tenant. 

Remarquons  d'ailleurs  que  la  valeur  finale  de  ///  au  |)oinl  'C 
ne  sera  autre  eliose  que  la  \aleur(|iic  piend  en  ce  point  la 
("onction  U/.  Cette  valeur  finale  resterait  donc  la  même  si  l'on 
remplaçait  la  ligne  L  par  toute  autre  ligne  continue  \J  ajant 
les  mêmes  extrémités,  et  également  contenue  dans  E. 

Supposons  au  contraire  qu'il  n'existe  aucun  contour  de 
l'espèce  C  dans  l'intérieur  duquel  la  ligne  L  soit  contenue 
tout  entière.  On  j^ourra  tout  au  moins  décomposer  celte 
ligne  en  arcs  partiels  dont  chacun  soit  renfermé  dans  un 
semblable  contour. 

Soient  en  effet  l\  l"  deux  des  valeurs  de  /;  z\  z"  les  va- 
leurs correspondantes  de  ;j.  On  sait  qu'on  peut,  cpielle  que 
soit  la  quantité  s,  déterminer  une  autre  quantité  o  telle  que 
l'on  ait  toujours 

\Z"-Z'\<Z.       si        |Z"-/'|<r:. 

Prenons  pour  s  une  quantité  moindre  que  la  plus  courte 
distance  de  L  au  point  critique  le  plus  voisin.  Si  nous  sub- 
divisons l'intervalle  ^o*^  P'^i'  des  points  intercalaires  /,,  /j,  ... 
en  intervalles  t^lf,  ...,  f/f/zf^.),  ...  d'étendue  <Co,  tous  les 
points  de  l'are  z/iZ-/(_^.i,  par  exemple,  auront  des  distances 
mutuelles  <<  £.  Ils  seront  donc  contenus  en  entier  dans  un 
cercle  C/t  de  rayon  s  décrit  autour  de  l'un  d'eux,  lequel  cercle 
laissera  à  son  extérieur  tous  les  points  critiques. 

Cela  posé,  il  existe  le  long  de  l'arc  t^t^  une  fonction  con- 
tinue de  t  salislaisant  ii  J\u^  :;)  =  o  et  prenant  pour  l  — -  /„  la 
valeur  initiale  m";  on  pourra  déterminer  sa  valeur  finale  u] 
pour  t^=^  t^.  Il  existe  de  même  le  long  de  ^i  t^  une  fonction 
analogue  ajant  j)our  L  ^^^  t  ^  la  valeur  initiale  u\\  et  l'on 
pourra  déterminer  sa  valeur  finale  ii\  pour  /  =  l.^.  Conti- 
nuant ainsi  et  réunissant  ces  ("onctions  successivement  obte- 
nues, on  constituera  une  fonction  Ui  définie  tout  le  long 
de  L;  sa  valeur  finale  r,  sera  une  racine  déterminée  de  1  é- 

qualion  f{u^  'Ç)  r::^  o. 
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On  voit  par  cette  analyse  que,  lorsque  :;  décrit  la  ligne  L. 
les  racines  de  l'équation  f{u,  5)  =  o  varient  chacune  d'une 

manière  continue,  et  passent  des  valeurs  initiales  u\ «)) 

aux  valeurs  finales  t^,,  ...,  v„. 

Il  est  clair  que  si  c  décrivait  L  en  sens  contraire,  de  ^  à 
r,,,  ces  racines  repasseraient  chacune  par  la  même  série  de 
valeurs  et   reviendraient    respectivement    de    r,,    ...,   v„   à 


223.  Supposons  que  ::,  au  lieu  de  décrire  la  ligne  L. 
suive  une  autre  ligne  L',  joignant  également  ^o  à  Ç  Les  ra- 
cines de  l'équation  f{u^  z)  =^  o,  variant  d'une  manière  con- 
tinue, passeront  des  valeurs  initiales  u^,  ...,  ?/"  à  des  valeurs 
finales  (^',,  ...,  r^,.  Ces  nouvelles  valeurs  seront,  comme  Ci ,  ..., 
i',i,  les  racines  de  l'équation  /{it,  J^)  ;=  o.  Elles  seront  donc 
identiques  à  ces  dernières,  à  Vordre  près.  Si  cet  ordre  est 
le  même,  nous  dirons  que  les  deux  chemins  L  et  L'  sont 
équivalents  ;  mais  on  conçoit  que  cet  ordre  puisse  au  con- 
traire être  changé,  et  nous  verrons  plus  tard  qu'en  prenant 
pour  valeur  initiale  une  racine  donnée  ii]  de  _/(w,  :?o)  ^  o? 
et  choisissant  convenahlement  la  ligne  L',  on  peut  oh- 
tenir  comme   valeur  finale  l'une  quelconque  des  racines  de 

224.  On  peut,  comme  on  va  le  voir,  réduire  un  chen)in 
quelconque  allant  de  :;o  à  î^  à  un  chemin  type  qui  lui  soil 
équivalent. 

Désignons  par  L  un  chemin  fixe  choisi  à  volonté  de  ;„ 
à  J^;  par  L~'  le  même  chemin  décrit  en  sens  contraire  de  '^ 
à  ^0  ;  nfi  autre  chemin  quelconcpie  L'  allant  de  z^  à  X  sera 
équivalent  au  chemin  L'L"'L. 

En  effet,  lorsque  :;  parcourt  L',  ///  passera  de  la  valeur  ini- 
tiale «"  à  une  valeur  finale  r  ;  lorsque  ::  parcourt  ensuite  L  ' , 
///  |)assera  de  la  valeur  r  à  une  valeur  «"  ;  il  repassera  de  «" 
à  V  lorsque  :;  parcourra  L.  La  valeur  finale  sera  donc  la  même 
que  si  l'on  s'était  borné  à  faire  le  premier  trajet  L'. 
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Or  L'L''  est  un  contour  fermé  ramenant  :;  à  sa  valeur  ini- 
tiale ^0- 

Donc  tout  chemin  tracé  de  Zq  à  î^  équkaut  à  un  contour 
fermé  L'L~'  =  C  sui^i  du  chemin  L.  Il  ne  nous  reste  donc 
qu'à  étudier  la  réduction  des  contours  fermés. 

22o.  A  cet  effet,  traçons,  à  partir  de  chacun  des  points 
critiques  a,  a,....,  une  ligne  continue,  sans  points  multi- 
|)les.  s'élendant  jusqu'à  l'infini.  Nous  donnerons  à  ces  lignes 
a  j,  a,  3, ,  ...  le  nom  de  coupures.  Nous  les  supposons  menées 
de  manirre  à  ne  pas  se  rencontrer;  à  cela  près,  leur  tracé 
est  arbitraire. 

Il  est  permis  d'admettre  que  le  contour  C  à  étudier  ne 
rencontre  ces  coupures  qu'en  un  nombre  limité  de  ))oints. 
En  effet,  on  peut,  si  cela  est  utile,  choisir  pour  coupures 
des  lignes  droites.  D'autre  part,  si  nous  di'composons, 
comme  au  n°  222,  la  ligne  C  en  arcs  ^o^i?  ••••  ^a^a+i-  ••• 
assez  petits  pour  que  chacun  d'eux,  tel  que  ^aza+i?  soit  con- 
tenu dans  un  cercle  Ca-  ne  contenant  aucun  point  critique, 
les  valeurs  de  Ui  aux  points  successifs  ^„,  ^i-  ...  et  enfin  sa 
valeur  finale  seront  évidemment  les  mêmes,  que  1  on  suive  la 
courbe  C  ou  le  polygone  inscrit  P  =  ^o^(----  tle  contour 
polygonal  est  donc  équivalent  à  C  et  peut  lui  être  substitué 
au  besoin.  Or  ce  nouveau  contour  ne  peut  rencontrer  les 
coupures  qu  en  un  nombre  limité  de  points. 

226.  Cela  posé,  si  C  ne  traverse  aucune  coupure,  on 
pourra  {fig-  4)  1  envelopper  par  un  contour  fermé  Z  sans 
[)oint  multiple  dont  la  distance  à  C  soit  partout  moindre  que 
celle  de  C  à  la  coupure  la  plus  voisine,  et  ce  contour  C 
ne  contiendra  évidemment  aucun  point  critique.  Soit  U/  la 
fonction  de  z  déterminée  dans  Z  par  l'équation  J{u,  ^)  =  o 
et  la  valeur  initiale  u^-  pour  c  =  ^o  !  Hi  étant  égal  tout  le 
long  de  C  à  U/,  qui  n'a  qu'une  valeur  en  chaque  point  de 
l'intérieur  de  S,  reviendra  à  sa  valeur  initiale  en  même 
temps  que  z.  Le  contour  C  est  donc  équivalent  à  zéro. 
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Si  C  traverse  m  fois  les  coupures,  il  équivaut  à  m  contours 
successifs,   dont  chacun   les  traverse  une  fois  seulement.    En 

I-ig.  4. 


effet,  soient  p  i  Jtg'  5)  le   jTrcniier  point   d'intersection  que 
Ton   rencontre  en   suivant   le  contour  C  ; />'  le  second;  ij  un 


Im< 


point  de  C  intermédiaire  entre /:>  el/>'.  Joignons  <y  à  Co  par  une 
ligne  qui  ne  traverse  aucune  coupure.  Le  contour 

Cr=ZQpqp'  z,, 

équi\aut  évidemment  au  suivant 

~'oy^7-7-"o7-'//^'-"o, 
lequel  se  compose  : 

1"  Du  contour  fermé  C,  =  z^^p  q  r„  (jui  ne  traverse  les  cou- 
pures qu'au  seul  point  yv. 
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2"  Du  contour  fermé  C'=  z^^q p' z-o,  qui  ne  les  traverse 
que  m  —  i  fols. 

SI  m  >>  2,  on  ;i|)|)liqncra  à  C  une  décomposition  ana- 
logue et  on  arrivera  enfin  à  montrer  que  C  est  équivalent  à 
C|  Co  .  ,  .  C,„,  les  contours  C|,  .  .  . ,  C,„  ne  traversant  cliacun 
les  coupures  qu'en  un  seul  point. 

1227.  Considérons  un  de  ces  derniers  contours  C),  traver- 
sant en  un  point/?  la  coupure  ■x'jj  correspondant  au  point 
critique  a.  Traçons  autour  du  point  a  un  cercle  d'un  rayon 
arbllraiic  assez  petit  pour  laisse)'  à  son  extérieur  tous  les 
autres  points  critiques. 

Joignons  ce  cercle  au  point  ;„  l'iH'  '"i<'  ligne  déterminée  qz^^ 


(pil  ne  traverse  aucune  coupure,  mais  (pii  peut  être  eliulsie, 
d'ailleurs,  arbitrairement. 

Supposons  le  contour  Ci  décrit  dans  le  sens  de  la  flèche. 
r^a  portion  z^^^'p  de  ce  contour  est  évidemment  équivalente 
à  z^^n  n  m])\  car  on  peut  envelopper  le  système  de  ces  deux 
lignes  par  un  eonloiir  ne  CDUtenant  aucun  point  crithiue. 
Par  la  même  raison,  poz^  est  équivalent  à  pm  Uj  z^.  Donc,  le 
contour  total  C|  écpiivautau  conlour  z^^rj n m p ml// z^y,  ou  en 


22^  l'REMltllE    PARTIE.   —    CHAPITRE    II. 

su|ipriinanl  dans  ce  dernier  la  ligne  /?//?,  décrilc  deux  fois  de 
suite  en  sens  contraire,  au  conlouv  z-oÇ n  m  I rj z,y. 

Ce  derniercontonr,  formé  de  la  ligne  :;„'/.  du  cercle  q n  tu  /y 
et  de  la  ligne  de  retour  </;„,  est  entièrement  dc'lerminé.  Psous 
l'appellerons  le  contour  élémentaire  (ou  le  lacet)  corres- 
pondant au  point  critique  a. 

Si  le  contour  Ci  était  décrit  dans  un  sens  contraire  à  celui 
que  nous  avons  supposé,  il  serait  équivalent  au  même  lacet, 
décrit  en  sens  inverse. 

Nous  aurons  donc  ce  théorème  : 

Soit  L  une  ligne  déterminée  joignant  z^  à  "C]  soient 
d'autre  part  F.  F,.  ...  les  lacets  correspondants  aux  di- 
{•ers points  criiii/ucs  a,  a, ,  . . .,  ces  lacets  étant  décrits  dans 
le  sens  direct,  c  est-à-dire  de  manière  que  dans  le  mou- 
i^ement  on  laisse  à  sa  gauche  l'intérieur  du  petit  cercle; 
F~'.  F,'.  ...  les  mêmes  lacets,  décrits  dans  le  sens  rétro- 
grade. Tout  chemin  L',  joignant  ^„  à  ^.  sera  écjuivaleni 
à  une  combinaison  des  lacets  F,  I',,  .  . .,  I'  ',  F^'.  . . .  suivie 
du  chemin  L. 

228.  Lorsque  z,  partant  de  la  valeur  initiale  Cy,  parcouit 
un  lacet  F  (ou  tout  autre  contour  équivaleni),  la  fonction  //,. 
(pu  corrcsjiond  à  la  Nalciir  initiale  //",  prendra  une  suite  de 
valeurs  que  nous  pouvons  calculer  de  proche  en  proche; 
nous  trouverons  comme  valeur  iinale  une  quantité  u^.  rpii 
sera,  comme  la  valeur  initiale  //",  une  racine  de  l'équalion 
/'(«,3o)  =  o.  J'^n  faisant  un  caUul  analogue  poui'  chacune 
des  racines  ;/*'  j)rise  conunc  valeur  initiale,  on  retrouvera, 
comme  valeurs  (inales.  la  inènie  série  de  (piantités,  dans  le 
même  ordie  ou  dans  un  ordre  didVrenl. 

Le  même  contour,  di'cril  dans  le  sens  rétrograde,  conduira 
réciprocpiement  de  la  valeur  initiale  //"  à  la  valeur  finale  //*'. 

Sup|>  )sons  (juon  ail  fail  tous  les  calculs  nécessaires  jiour 
étahlir  l.i  (■orres[)Ondance  entre  les  valeurs  iniliales  et  les  va- 
leurs linalrs  de  u^  pour  chafpie  \aleur  de  /  et  pour  chacun 
des  laccls  1".  !', 


VAniABLES    COMPLEXES.  220 

Supposons  qu'on  ait  fail  également  les  calculs  nécessaires 
pour  déterminer  la  valeur  finale  c/  que  chaque  fonction  //< 
prend  au  point  "C.  lorsque  :;  parcourt  la  ligne  L. 

On  pourra  dès  lors,  sans  nouveau  calcul,  déterminer  la  va- 
leur finale  de  Ui,  lorsque  Ion  se  rend  de  -^o  à  ^  suivant  une 
ligne  quelconque  L'.  En  effet,  Ton  voit  immédiatement,  à  la 
seule  inspection  de  la  figure,  quelle  est  la  combinaison  de 
lacets  qui,  suivie  du  chemin  L,  équivaut  à  L'. 

Supposons,  par  exemple,  que  L'  soit  équivalent  à  rr,L. 

On  sait,  par  les  calculs  précédents,  que,  lorsque  z  parcourt 
r,  la  fonction  à  étudier  passe  de  la  valeur  initiale  ;/"  à  une 
valeur  finale  connue  u^.  On  sait  de  même  que,  lorsque  c-  par- 
court ensuite  F,,  la  fonction  définie  par  la  valeur  initiale  u'I 
acquiert  une  valeur  finale  connue  a".  Enfin,  lorsque  ;  par- 
courra L,  la  fonction  passera  de  la  valeur  initiale  u'^  à  la  va- 
leur finale  (7. 

1229.  Désignons  par  E  l'ensemble  de  tous  les  points  du 
plan  à  l'exclusion  des  coupures.  Soient  :?o  un  point  fixe  et 
Ç  un  autre  point  quelconque,  tous  deux  situés  dans  ce  do- 
maine. Lorsque  z  se  rend  de  ^^  à  ^  sans  sortir  de  ce  domaine, 
celles  des  racines  de  léquation  f{u,  z)  =  o,  dont  la  valeur 
initiale  était  u^^,  prendra  en  Ç  une  valeur  finale  r/,  racine  de 
réquationy(a,  "Ç)  =  o,  et  indépendante  du  chemin  suivi  par  ^. 
Il  résulte  d'ailleurs  de  l'analyse  précédente  que  r/  est  une 
fonction  svnectique  de  "Ç.  On  voit  donc  qu'il  existe,  dans  le 
domaine  E,  n  fondions  synectiques  L , ,  ...,  U^  de  z,  satis- 
faisant à  l'équation  /{u,  ;;)  =  o  et  caractérisées  chacune  par 
la  valeur  qu'elle  prend  pour  z  =^  z^. 

Mais  ces  fonctions,  nettement  séparées  dans  le  domaine  E, 
cessent  de  l'être  si  z  devient  libre  de  traverser  les  coupures 
(sans  toutefois  passer  par  les  points  critiques).  Supposons, 
en  effet,  qu'en  décrivant  le  contour  élémentaire  correspon- 
dant à  la  coupure  a^,  par  exemple,  u  passe  de  la  valeur 
initiale  ;/)*  à  la  valeur  finale  //^.  Si  z  se  rend  de  Cy  à  Z  par 
un  chemin  ([ni  traverse  la  coupure  a^,  u  passera  de  la 
J.  -  I.  i5 
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valeur  inilialc  ?/[*  à  une  valeur  finale  qui  ne  sera  plus  r/, 
mais  t'A- 

Si  donc  :;  n'est  assujelli  dans  sa  variation  à  aucune  restric- 
tion (sauf  celle  de  ne  pas  passer  par  les  points  critiques), 
nous  devrons  considérer  les  fonctions  U) ,  ...,  U^  comme 
appartenant  à  un  même  système  analytique,  que  nous  ap- 
pellerons la  fonction  algébrique  u  définie  par  l'équation 
f{u,  g)  =  o;  à  chaque  valeur  de  z  correspondront  n  valeurs 
différentes  de  u. 

ISous  dirons  que  U|,  . .  . ,  \Jii  sont  les  branches  ou  les  dé- 
terminations de  cette  fonction  dans  le  domaine  E. 

Cette  répartition  des  valeurs  de  la  fonction  algébrique  u 
sur  des  branches  distinctes  U),  ...,  U,,  sjnectiques  dans  le 
domaine  E  a  l'avantage  de  permettre  l'application  des  théo- 
rèmes établis  précédemment  pour  les  fonctions  synectiques. 
^lais  cette  distinction  est  artificielle  ;  car  elle  dépend  du  tracé 
des  coupures,  qui  est  arbitraire. 

V.  —  Transcendantes  élémentaires. 

230.  Les  transcendantes  les  plus  simples  sont  celles  aux- 
quelles on  se  trouve  conduit  en  cherchant  à  intégrer  les  frac- 
tions rationnelles. 

Une  semblable  fraction  est  une  somme  de  termes  entiers 

tels  que  A;'"  et  de  fonctions  simples  telles  que  —  — —  • 
1  ^  ^       (5  — a)" 

Or  A;"*  est  la  dérivée  de  *  '^ La  forme  générale  de  ses 

//i  -h  I  ° 

iiilégrales  sera  donc 

'—- H  consl. 

m  H-  I 

C'esl  un  polynôme  entier. 

A 

1)  autre  part,  si  //  >  i,  , ;—  est  évidemment  la  dérivée 

'  {z  —  a  )  " 

de  ; r — ;\  ct  Ui  formc  générale  de  ses  intégrales 

(i  —  n){z  —  «)'*-'  °  ° 
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sera 

A 

; — — —  +const., 

(i  — n)(s  — «)«-' 

expression  ralionnellc. 

Il  reste  à  trouver  les  fonctions    primitives  des  fractions 

simples  de  la  forme 

i231.   Logarithme.    —   Supposons    qu'on    ait    trouvé    une 

fonction  primitive /"(:;)  de  la  fonction  -•  l^rs  fonctions  pri- 

.  .         ,        A 
mitives  de seront  évidemment 

z  —  a 

A/(r  —  a)  -h  const. 

On  n'a  donc  qu'à  chercher  une  fonction /"(::)  ayant  pour 
dérivée  -  et  satisfaisant  par  suite  à  l'é(|uali()n 

La  fonction  -  étant  syneclique  dans  tout  le  plan,  à  l'excej)- 

tion  du  point  critique  :;  =  o,  nous  savons  d'avance  (200)  que 
dans  l'intérieur  de  tout  contour  fermé  C  qui  n'enveloppe  pas 
ce  point,  on  pourra  déterminer  des  fonctions  synecliques  / 
satisfaisant  à  cette  équation. 

Pour  obtenir  l'expression  de  ces  fonctions,  désignons  par  p 
le  module  de  :;,  par  -^  l'un  de  ses  arguments,  de  telle  sorte 

fpi'on  ait 

z  =z  p{ ces -^  -t-  i sin o). 

Changeant  o  et  o  en  o  h-  c/p,  es  -i-  f/-^,  il  viendra 

dz  =  dp  (coscp  -t-  /  siii  'i  )  4-  p  df{  —  sin  o  -+-  i  cos'f  ), 


d'où 


, .       dz        dp        .  ,  , ,  .   , 

«/=:—-:=—!-  +  «  «cp  -=  d  Log  0  +  l  d:, 

z  p 


et  par  suite 

/■=  Logp  -1-  io  +  conbl. 
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Supposons  la  conslanlc  nulle,  nous  aurons 

(i)  /=Logp  +  f>. 

La  quantité  ;;  a  une  infinité  d'arguments;  'J  désignant  Tun 
d'eux,  leur  formule  générale  sera 

k  étant  un  entier  positif  ou  négatif. 

L'expression  Logo  +  Zcp,  trouvée  ci-dessus,  admet  donc 
pour  chaque  valeur  de  ;  une  infinité  de  valeurs 

Logp-K/('f4-2A-7:). 

On  les  nomme  les  logarilhines  de  c,  et   on  les  représente 
par  log::. 

En  donnant  successivement  à  '^  les  diverses  valeurs  dont  il 
est  susceptible,  on  obtiendra  une  infinité  de  fonctions  dis- 
tinctes 

/o— Logo-f-<9', 


A-  LogR-H«(?'-^  2 A--), 

dont  chacune  sera  synecliquc  à  l'intérieur  de  C 

Cela  jiosé,  par  le  point  critique  ^  =  o,  traçons  une  cou- 
pure arbitraire  (par  exemple,  une  demi-droite  faisant  un 
angle  donné  À  avec  Taxe  des  x)^  et  considérons  le  domaine 
formé  par  tous  les  points  du  plan,  à  l'exclusion  de  cette 
coupure. 

Soit  z  un  point  de  ce  domaine,  et  |)renons  pour  •^' celui  de 
ses  arguments  qui  est  compris  entre  \  et  \  —  27:.  Il  est  clair 
que  0  et  cp'  sont  entièrement  déterminés  en  chaque  point  r. 
Chacune  des  fonctions /'/,  a  donc  une  valeur  unique  et  dé- 
terminée pour  chaque  valeur  de  ::  ;  elle  a  d'ailleurs  pour  (h'- 

rivée  -,  qui  est  continue;  elle  est  donc  sjnectiquc. 

Mais  il  en  est  aulrcniont  si  l'on  cesse  d'astreindre  ;  à  ne 
pas  traverser  la  coupure.  Supposons  en  eflct  que  ;  décrive 
dans  le  sens  direct  un  contour  fermé  sans  point  multiple  en- 
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tourant  le  point  critique  :;  =  o.  Lorsqu'il  reviendra  à  sa  va- 
leur initiale  ^o^  son  argument  se  sera  accru  de  27:  et,  au  lieu 
de  la  valeur  initiale 

fk—  Logpo+  /('f  ;  +  2  A-Ti), 

on  aura  comme  valeur  finale 

A+i  =  Logpo  +  f[o;  +  2  (A-  +  1)-]. 

Donc  /o,  ..  .,y/t  considérées  dans  tout  le  plan  (à  l'exclusion 
du  point  critique  :;  ^  o)  ne  sont  pas  des  fonctions  distinctes, 
mais  des  branches  d'une  même  fonction,  qu'on  représente 
par  loge. 

Ces  branches  se  permutent  circulairement  par  une  rotation 
autour  du  point  z  ^=-  o. 

232.   Soient 

z  =:  p(coso  4-  f  sin'^),  ^j  =z  p,  (cos'^i  4-  i  sin-vi), 

d'où 

log.-  =  Logp  -4r^,         log;it=:Logpi4-fOi. 

On  en  déduit 

loge  +  log^i  —  Logp  +  Logp,  J-  f('f +  -Ji)  =  Logpp,  +  i(9  -i-  'f i). 

Or  00|  est  le  module,  et  ■:>  -h  -v,  l'un  des  arguments  de  ^^i. 
Donc  le  second  membre  de  cette  équation  est  l'un  des  loga- 
rithmes de  zz^.  Les  autres  ne  diffèrent  de  celui-là  que  de 
multiples  entiers  de  'itzi.  On  aura  donc 

(2)  log3  4-log;i  =  logc3,-f- 2A--i; 

l'entier  k  dépendant  du  logarithme  choisi. 

233.  Exponentielle.  —  Nous  désignerons  par  e~  la  fonc- 
tion inverse  de  log:;,  définie  par  l'équation 

log//  :=  -. 

Soit  z^:^  X  -\~  iy^   f^  =  p(cos'i -|- /sin-i).   On  aura,    jHnir 
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dt'lermiiicr  p  cl  'j,  les  (Miualions 

Logp  =  a;,         J  =  ^- 

La  première  équation  donne  p  =  e^,  e^  désignant  la  fonc- 
tion de  x  inverse  de  l-.og.r,  et  définie  au  n"  116.  On  aura, 
par  suite, 

(3)  6=^= /<  r=  e^(cos  y  4- i  siny). 

Celle  fonction  est  sjnectique  dans  tout  le  plan.  Elle  prend 
toutes  les  valeurs  possibles,  zéro  excepté.  Quand  x  tend 
vers  — oo,  elle  tend  \ers  o.  Quand  œ  tend  vers  -h  ce,  elle 
tend  vers  go,  mais  de  telle  sorte  que  son  argument  y  reste 
indéterminé.  Enfin,  si  x  restant  fini  j'  tend  vers  ce,  elle  ne 
tend  nécessairement  vers  aucune  limite  déterminée. 

Elle  a  d'ailleurs  pour  dérivée 


(log«)' 


donc 

(4)  {e=y=e-~ 


Soient 


z  :=  X  -V-  ly,        z.i  =  Xi-h  iVi  ; 


on  aura 

(5)     e'e~>=:e^-^^i[cos{y  -{-  fi)  -i  /sin  (  j- +  ji  )]  =  e=-^ 
Remarquons  enfin  que  loa  a 


(6) 


e^'  =:cost:     +isin7r     = — i, 
I  e-'^'=:  COS2  7:  + /sin2'!i  =  I , 


Donc  e'  ne  change  pas  quand  on  accroît  z  d'un  multiple 
de  27ï/;  on  énonce  cette  propriété  en  disant  que  la  fonction 
est  périodique  et  que  sa  période  est  27:/. 

23i.  Puissances.  —  Nous  d('finirons  l'expression  z"^,  z  el 
/7i  désignant  deux  nombres  complexes  quelconques,  dont  le 
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premier  n'est  pas  nul,  par  l'équation 

z'"  =:  e""°s=. 
Soient  /??  =  a  -|-  |j?,  z-  =  p(cosc5  -\-  / sin'i);  il  viendra 

-m  — ^  gfa+p/)  lLogp+j(i{H-2/.Tt)] 

—  gaLogp-p(ç+2A-7t)  +  «[PLo?p+a(3+2/.-7:)] 

Le  module  M  et  l'argument  <!>  de  ;"'  seront  donc  donnés 
par  les  formules 

(8)  M  =  e='i-«"P-?f?+2A,:)^ 

(9)  *  =?Logp-i-a('^  +  2A-T:)  +  2A-'7:. 

Si  |j  n'est  pas  nul,  à  chaque  valeur  de  /•"  correspondra  une 
valeur  différente  de  M,  et  :;'"  aura  une  infinité  de  valeurs  dis- 
tinctes. 

Si  ji  =  o,  M  n'a  plus  qu'une  seule  valeur;  toutefois,  si  a 
est  irrationnel,  aux  diverses  valeurs  de  k  correspondront  au- 
tant de  valeurs  de  <!>,  ne  différant  pas  les  unes  des  autres  de 
niultij)lcs  de  27:,  et  fournissant  par  suite  autant  de  valeurs 
distinctes  pour  ^"'. 

Si,  au  contraire,  a  est  un  nombre  rationnel  —5   deux  va- 

q 

leurs  de  /.  qui  diffèrent  de  multi[)les  de  rj  donneront  la  même 

valeur  pour  2'".  Cette  expression  n'aura  donc  que  q  valeurs 

distinctes,  correspondant  à  A"  =  o,  i,  ■••-.q — i- 

Dans  ce  cas,  l'expression  s"*  =  u  sera  racine  de  l'équation 

algébrique 

ni  =.  zP  ; 

car,  en  élevant  les  deux  membres  de  l'équation 

a  =  z'"  —  e'i 
à  la  puissance  q,  il  viendra 

Or,  si  p  est  positif,  le  second  membre  de  celle  équation  est 
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le  produit  de  p  facteurs  égaux  à  e'"?^  ou  à  ^;   si/?  est  un 
nombre  négatif — p',  ce  sera  le  produit  de  p'  facteurs  égaux 

a  -  • 

I.orsqiie  m  est  réel  et  z  positif,  Tun  des  logarithmes  de  ::. 
Loge,   est  réel,  cl  l'une  des  valeurs  de  :;'",  e'"^"^',  est  réelle. 

!23o.  On  a,  p  étant  le  module  et  ci  1  un  des  arguments  de  :;. 

loge  =:  Logî  -i-  tç  -+-  ikT.i 

el.  par  suite, 

i"  Soit  z'  une  autre  quantité  ayant  le  module  o'  el  un  ar- 
gument 'y  ;  on  aura  de  même 

d'où 

(il)  z"'z''"ziz  {zz')"'e-'"^'^'-, 

k  élanl  un  entier,  égal  à  A  -j-  /' — A", 
•>."  On  aura,  d'autre  pari, 

^m+m'  —-  g2(w-(-/n')/'"7l'^('«+/«')(Logp-t-i:fl  . 

d"où 

(12)  z'"  z"^'  :=r.  ^"t+'it'  (j'i7:i[in[h—k")+nii{k'—kii)\ 

.)"  Enfin  z'"  aura,  pour  l'un  de  ses  logarithmes, 

2  m k T.  i  n-  m  (  Log  p  -j-  / es  ) . 
Donc 

/  -m  \in'  _-  g«t'  loge'"  __  Q^in' kiili Qlmini IcTU-^mini (togp+i-s) 

D'ailleurs, 

Donc,  enfin. 


VARIABLES   COMPLEXES.  2  33 

236.   Supposons  z  variable;  l'expression 


sera  une  fonction  de  fonction  de  z  qu'il  est  aisé  d'étudier. 

Traçons,  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées,  une  cou- 
pure rectiligne,  faisant  l'angle  À  avec  l'axe  des  x.  Dans  tout 
le  reste  du  plan,  les  diverses  valeurs  de  log:;  peuvent  être 
réparties  en  branches  synectiques  :  u,  étant  déterminé  sans 
ambiguïté  en  fonction  de  log^,  jouira  de  la  même  propriété. 
Si  l'on  adopte,  pour  cp,  celui  des  arguments  de  z  qui  est 
>  À,  mais  -<  27:-j-À,  ces  diverses  branches  correspondront 
aux  diverses  valeurs  que  Ion  peut  donner  à  l'entier  A"  dans 
la  formule  (lo). 

Il  est  aisé  de  voir  comment  ces  diverses  branches  se  per- 
mutent entre  elles  lorsque  z  décrit  un  contour  fermé  entou- 
rant le  point  critique  o.  Supposant  ce  contour  suivi  dans  le 
sens  direct,  le  module  de  z  reviendra  à  sa  valeur  initiale  ; 
mais  son  argument  se  sera  accru  de  2t,.  On  aura  donc  passé 
de  la  valeur  initiale 


à  la  valeur  finale 


Ui  zzz  g2/«A-7t(g/n(Logp-i-/3) 


»/.=  U/,+  i. 


237.   La  dérivée  de  ::'"  se  trouvera  en  dérivant  l'équation 
qui  définit  cette  fonction.  On  trouve  ainsi 

(  ~'ny  —^  gin  \os  z  . 

Mais 

donc 

Cette  expression  peut  s'écrire 

(i4)  {z"'y—mz"'-\ 
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à  la  condition  d'adoplcr,  pour  le  calcul  de  z"'~^,  la  même 
valeur  de  log^  que  pour  celui  de  z'". 

238.  Cherchons  enfin  si  z'"  tend  vers  une  limite  lorsque  ; 
lend  vers  zéro  ou  vers  oc. 

Posons 

^  nz  p(coso  +  /  sinci),  m^a+p/, 

le  module  M  et  l'argument  <I>  de  z'"  seront  donnés  par  les 
formules  (8)  et  (9). 

Si  (3  n'est  pas  nul,  il  est  clair  que  de  quelque  manière  que 
p  varie,  on  peut  faire  varier  simultanément  c,  de  telle  sorte 
que  M  prenne  une  suite  de  valeurs  entièrement  arbitraire; 
donc  z"^  ne  tendra  vers  aucune  limite  déterminée. 

Supposons,  au  contraire,  que  ^  soit  nul,  ou  que  o  soit  as- 
treint à  rester  compris  entre  deux  nombres  fixes. 

Soit  d'abord  a  >>  o.  Si  ;:  (et,  par  suite,  p)  tend  vers  zéro, 
Logo  tendra  vers  —  ce,  M  (et,  par  suite,  z"^)  vers  zéro.  Si  z 
fend  vers  ce,  Log p  et  M  tendront  vers  H-tx*,  z"'  tendra  donc 
vers  ce,  mais  sans  que  son  argument  <I>  tende  nécessairemeni 
vers  une  limite. 

Si  a  <;  o,  le  contraire  aura  lieu.  Lorsque  z  tendra  vers  o, 
z"'^  tendra  vers  oc,  sans  que  son  argument  tende  nécessaire- 
ment vers  une  limite;  mais,  si  :;  tend  vers  oc,  z"^  tendra  vers 
zéro. 

Enfin,  si  a  est  nul  ainsi  que  |j,  on  aura  constamment 

M  =  l,  *  =  2Ât:;  d'où  c'"=l. 

239.  Fo-\CTio>s  TRiGONOMi^TRiQUES.  —  Si,  dans  l'équa- 
tion  (3),  (|ui  définit  e-,  nous  posons  x  =  o,  il  viendra 

(  1 5  )  c'y  =  cos y  4-  is'i n  y, 

et,  en  changeant  le  signe  de  j', 

(16)  e~'>'=icos/ — /slii)-. 
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On  en  déduit 
(t;)  cos7= ,  sinyz= --. 

Ces  formules,  cLaLlies  dans  le  cas  où  y  est  réel,  pourront 
servir  de  définition  à  cosj'  et  sin  j-,  lorsque  cette  variable  est 
complexe. 

Quant  à  tangj'  et  cot  )•,  elles  continuent  à  être  définies 
par  les  formules 


(i8)  tang/ 


s^r\y  i 

cosjK         cet/ 


Ces  lonclions  n'ont  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur de  la  variable.  Les  deux  premières  seront  svnectiques 
dans  tout  le  plan  ;  mais  tang  )'  et  coty  deviendront  respecti- 
vement infinies  pour  les  valeurs  dey  qui  annulent  cos  r  ou 
sïny. 

Toutes  les  formules  de  la  Trigonométrie  subsistent  pour 
les  valeurs  complexes  de  la  variable,  car  elles  se  déduisent 
des  suivantes 

sin(o)  =  o,         cos(o)  =  i, 
sin  —  =  I ,  cos  -  ::=  o, 

2  2 

sin  ( — a)  =  — sina,         cos( — a)=zcosa, 
sin{a  ~  b)  =:  sina  cos  6  +  cos  a  sin  6, 
cos(a  -f-  6)  ::=  cosa  cos  6  —  sin  a  sin  b, 

dont  on  peut  vérifier  immédiatement  l'exactitude  en  substi- 
tuant aux  lignes  trigonométriques  leurs  expressions  en  ex- 
ponentielle^. 

On  vérilie  de  nième  les  formules 

(sin:;)'z=  cos.;,  (cos^)'= — sine, 

d'où 

(tange)'— — ,  (cote)'  = — -. 

cos-^-G  sin-^c 
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âiO.   On  a,  d'après  les  formules  d'addition, 
sin(.r  +  if)  =r  sin  j?  cosiv  -+-  cosa*  sin/j' 

e-y-h  ey      .         ey—e-y 

Tiz  sin  X  +  l  COS X : 

2  2 

cos(.r  4-  iy)  =r  cos>r  cos<  }■  —  sin  j;  sin/ >• 

e-y-^  é>'       .  .      ey  ~  e-y 


=  cos^ 

2  2 

Ces  expressions  ne  peuvent  sannulcr  que  si    leur  partie 
réelle  el  leur  partie  imaginaire  s'annulent  séparément.  D'ail- 

leurs est   toujours  posilit   et  diiierent  de  zéro;   en 

outre,   sinjp   et  cosj:   ne  peuvent  s'annulera  la  fois;    donc 
sin(.r  +  iy)  ne  s'annule  (jue  si  Ton  a 

ey  —  e~y 

sinor^o,  =o, 

2 

d'où 

x  —  kiz,         y  —  o, 

et  cos(^  +  iy)  ne  s'annulera  que  si  l'on  a 

ey—e-y 

0050'=:  o,  =  O, 

2 

d'où 

o  •      .     ,               e''  -!-  ('-y       j                          ey  —  e-y 
bi  y  tend   vers  x, tendra  vers    +oo,  et 


vers  H-  x  ou  vers  —  ce,  suivant  cpie  )'  sera  positif  ou  négatif. 
Donc  sin ( a;  H- «jk)  ei  cos{x  -\-  iy)  tendront  vers  x;  mais  leur 
argument  dépend  de  x  et  ne  tendra  pas  nécessairement  vers 
une  limite. 

Si  y  restant  fini,  x  tend  vers  x,  sin(j-  -|-  iy)  et  cos(./--f-  iy) 
resteront,  au  contraire,  finis,  sans  tendre  nécessairement  vers 
une  liniilc. 

tiil.  Tout  produit  de  sinus  et  cosinus  peut  être  trans- 
formé en  une  somme  de  sinus  et  cosinus.  Il  suffit,  pour  cela. 
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de  remplacer  les  sinus  cl  cosinus  par  leur  \  aleur  en  exponen- 
tielles, d'elTectuer  les  luultiplicalions  et  de  revenir  ensuite 
aux  lignes  trigonométriques. 

Proposons-nous,  par  exemple,  d'exprimer  sin'";  en  fonc- 
tion des  sinus  et  des  cosinus  de  :;  et  de  ses  midtiples  [m  étant 
supposé  entier).  On  aura 


(^O'^sin"'^  =  {e'~—  e-'-)' 


,(m  —  i)i: 


m  (  m  —  I  ) 


>[m-k)tz 


Associons  ensemble  les    termes  à    égale  dislance  des  ex- 
trêmes ;  il  viendra  : 
Si  m  est  impair, 


(2/)'"  sm 


m  cin'«  - 


smm  z  —  ni  sin  (/«  —  2)z-{ sin  (m — 4)^ — ... 


SI  m  est  pair, 

(2/)'"  sin'"^  ^=  2  ces /ne  — -  2  m  ces  (/«  —  2  )- 
m  (m  —  I  ) 


+  (-i)^ 


cos(/«  —  4)-^  ~  ■ 
i  .2.  .  .m 


ni 
1.2...  — 

2 


On  aura,  de  même, 

2'«  cos'"e  —  (e'-  +  e-'~)'"=r  e'«''^+  me""--)'--i-.  .  . 
et,  en  associant  les  termes  deux  à  deux, 

2'"  ces'"  -  =  2  ces  m  z  -i-  2  ni  ces  {m  —  2)  z  -\- .  .  .  . 

Cette  série  se  terminera,  si  m  est  impair,  par  un  terme  en 

1 . 2 ...  m 

cos;:  SI  m  est  pair,  par  un  terme  constant- -;• 

'  I        '  1  /  in\- 


242.   On  peut  réciproquement  exjH'imer  cosmc  et  sin/;/ 3 
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en  fonction  de  sin  ::  et  de  cos  ::.  On  a,  en  effet, 

COS771Z  -^  is'inmz  =  e""-=  {e'-)"'=  {cosz.  -f-  is'inz)'", 

d'où,  en  développant  par  la  formule  du  binôme  et  égalant 
séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

m  {m  —  I )        ,„   ,      .   ., 
cosm5  =  cos"'^ '■  CCS'"— ^sm-- 

2 

m  (m  —  I )  (  "i  —  2 )  ( m  —  3 )  ,       .    . 

I  .2.3.4 

m  (m — i)(m  —  2)        ,„    ,      .    . 
smm^  :=m  ces'"-';  sine 7, -cos'"-'*^  sin''^-}-.... 

1 .2.3 

Remplaçant  dans  ces  formules  sin-c  par  i  —  cos-;,  ou  ré- 
ciproquement, on  voit  : 

i"  Que  cosmz  s'exprime  par  une  fonction  entière  et  de 
degré  m  en  cos::  ; 

2°  Que  sinniz  est  une  fonction  entière  de  degré  m  en  sin; 
si  m  est  impair;  que,  si  m  est  pair,  sin/??;  sera  égal  au  pro- 
duit de  cos;. par  une  fonction  de  degré  ni  —  i  en  sin;. 

2i3.  Soit  m  un  entier  impair  quelconque  ;  on  aura,  comme 
nous  venons  de  le  voir, 

sin//r;  =/(sin  z), 

y  désignant  une  fonction  entière   de  degré  m.  Il  est  aisé  de 
mettre  cette  fonction  sous  forme  d'un  produit  de  facteurs. 
En  effel,  sin/??;  s'annule  pour  les  m  valeurs  suivantes  de  ; 


o,     rc 


m'  2       ni 


auxquelles  correspondent  autant  de  valeurs  distinctes  pour 

sin;. 

On  aura  donc 

/           sin-;  \  /  sin-  ;         \ 

sinniz  =:  A  sin  ;  /  i —  \  •  •  •  /  1  — 


t:    I         I  .   „  //<  —  I    •^ 

sin-  —  /         \  sm- — 

ni  /  \  2        m . 


A  désignant  un  facteur  numérique. 


VARIABLES    COMPLEXES.  289 

Pour  le  déterminer,  donnons  à^  une  valeur  infinimenL  pe- 
tite. Le  premier  membre  de  l'équation  précédente  aura  pour 
valeur  principale  niz  et  le  second  A^.  Donc  A  =  m. 

Changeons  :;  en  —  ;  l'équation  deviendra 


1244.  Arc  tangekte.  —  La  fonction  a  =  arc  langs,  inverse 
de  la  tangente,  sera  définie  par  l'équation 


I  e'"—  e- 
lansw 


i   e'"-f-e- 


On  en  déduit 


\  -\-  iz        i  ~ 

e-'"= r-  =  -. 


('9)    "=  Tr^^'^T—--  =  77[log(/  — ^)  — log(/+-)-i-2A-/]. 


21         i 


Pour  chaque  valeur  de  z,  les  logarithmes  ont  chacun  une 
infinité  de  valeurs,  différant  de  multiples  de  2  —  /;  u  aura 
donc  une  infinité  de  valeurs  diff'érant  entre  elles  de  mul- 
tiples de  T.. 

Les  valeurs  z  =  riz  /  font  exception,  l^our  chacune  d'elles, 
l'un  des  logarithmes  devient  infini,  et  il  en  est  de  même 
de  II. 

Par  chacun  de  ces  deux  points  critiques  traçons  une  cou- 
[)ure.  Dans  le  reste  du  plan,  les  diverses  valeurs  de  chaque 
logarithme  et,  par  suite,  celles  de  u  forment  des  branches 
sjnectiques. 

Il  reste  à  voir  comment  ces  branches  se  permutent  entre 
elles  à  la  traversée  des  coupures.  Pour  cela,  supposons  ([ue 
3  décrive,  daus  le  sens  direct,  v\n  contour  fermé  entouianl  le 
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point  i  en  laissant  le  point  —  i  h  son  exlérieur.  L'argument 
(le  i — z,  en  variant  d'une  manière  continue,  se  sera  accru 
de  27:;  celui  de  i -h  z  reprendra  sa  valeur  initiale.  Le  pre- 
mier logarithme  se  sera  donc  accru  de  27:/,  sans  cpic  le  se- 
cond ait  changé.  La  valeur  initiale  de  11  étant  ;/„,  sa  valeur 
lînale  sera  donc  Uo-\-~. 

On  voit  de  même  que,  si  z  tournait  autour  du  point  —  /, 
Il  passerait  de  la  valeur  initiale  w,,  à  la  valeur  finale  ;/o  —  "• 

En  dérivant  l'équation  (ic^)?  o"  ^oit,  d'ailleurs,  que  h 
fonction  u  a  pour  dérivée 

,        I    /  — I  I      \  I 

H 


I 


2l\i  —  Z  l  -\-  Z  J  .3- 4-  I 

245.   ApiC  SINUS.  —  Considérons  encore  la  fonction 
u  =^  arc  sin:;, 
inverse  du  sinus  et  définie  par  ["('(piation 

g/rt f>-iit 


sin« 


2f 

d'où,  en  résolvant  par  rapport  à  e'", 

e'«  —  iz±  \/i  —  zK 
(9,0)  u—  -\o^{iz±s/ï  —  z^), 


y/i  —  Z-  désignant  l'un  des   deux    nombres    réels  ou    com- 
plexes dont  le  carré  est  i  —  z-. 

Soit  iua  l'un  des  logarithmes  de  iz  -h  yj \  —  z-\  les  autres 
auront    pour    forme    générale     iuQ-\- ikr^i]    d'autre    |>ait, 

/ s    .  '      I    V  —  I  1 

<c  +  yi  —  z-  étant  égal  a  — =:^  adincttta,   pour  un 

(Z  4-^1  —  z- 
de  ses  logarithmes,  i~ —  ïiiq,  et  la  forme  générale  de  ses  lo- 
garithmes sera  /(t:  —  Wo)  +  'ikrà.  Les  diverses  valeurs  de  // 
seront  donc  données  par  le  système  des  deux  formules 

U  ^ 

71  —   «,,-f-  -îX-. 
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Ces  valeurs  sont  toutes  distinctes,  à  moins  que  ?/o  ne  soit  un 

multiple  impair  de  ->  auquel  cas  la  seconde  formule  donne 

les  mêmes  valeurs  que  la  première.  Si  cela  a  lieu,  on  aura 

I  ,       /  .  I -7,x         2/.'-+-  I 

7log(f5-l-v/'  — -  )=  — - — ". 


Ik'-X 


iz  ^^i  —  z-^=e   -       —(—lY'i; 

d"où 

^  =  (-i)^-'=±:i. 

On  a  d'ailleurs,  en  dérivant  l'équation  (20), 

I  I  /.Il 

«  = 7^=^  [  i -^=1^  '---/—     - 

'   /--j-yi  —  -"  \        "^  \  i  —  z-      )       \! \ 

dérivée   finie    et   continue,    sauf  pour  les   valeurs   critiques 


246.  Considérons  la  région  du  plan  non  extérieure  à  un 
contour  fermé  sans  point  multiple  qui  laisse  à  son  extérieur 
les  deux  points  critiques.  Dans  cette  région,  Wq?  admettant 
une  dérivée  constamment  finie,  varie  dune  manière  continue 

et  n'est  jamais  midtiple  impair  de  -•  Le  module  de  la  dill)'- 

rence  entre  11^  et  celui  de  ces  mullijjles  (jui  en  est  le  plus 
voisin  restera  supérieur  à  un  nombre  positif  fixe.  Les  diffé- 
rences mutuelles  des  racines  ;/,  étant  de  l'une  des  deux 
formes  ik~^  •xu^—-  {^'xk  ^r-  i)t:,  resteront  aussi  supérieures  à 
un  nombre  fixe. 

En  raisonnant  comme  pour  les  fonctions  algébriques,  on  en 
conclut  que,  si  l'on  trace,  à  partir  des  deux  points  critiques, 
des  coupures  quelconques,  les  valeurs  de  a  pourront,  dans 
tout  le  reste  du  plan,  se  répartir  en  branches  synecticjucs. 

247.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  les  coupures 
tiacées  de  manière  à  ne  pas  rencontrer  la  portion  de  Taxe 
des  X  située  entre  —  i  et  -^  i .   (Chacune  des  branches  de  la 

J.  —  I.  i(j 
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fonclion  a  sera  caractérisée  par  la  valeur  qu'elle  prend  pour 
z  z=z  o,  laquelle  est  un  des  nombres  kT.,  k  étant  un  entier. 
Désignons  par  Uk  la  branche  qui  correspond  à  la  valeur  /.  -. 
Lorsque  u  varie  de  {k  —  ^)7ï  à  {k  H-  ^)7î,  son  sinus  z  reste 
continu  et  réel  et  varie  de  —  i  à  -[-  i  ou  de  H-  i  à  — i,  sui- 
vant que /.  est  j)air  ou  impair,  en  passant  par  la  valeur  o  pour  ■ 
a  :=z  k-.   Donc  réciproquement,  si  z  varie  de  —  i  à  +  i,  en         ■ 

r         (—i^AT          r          (_i)'tn  I 

restant  réel,  ///;  variera  de     /. à     /.■ h:. 

Donc,  en  chacun  de  ces  deux  points,  les  branches  prendront 

deux  à  deux  des  valeurs  égales,  de   telle  sorte  qu'au  point 

—  I  on  ait 

2k  —  î 


au  jjoinl  +  i 


(tu==  «2/.-1 


^A"  -h  I 
11./,=  «2Am-i=  — - — '^• 


Les  deux  branches  qui  deviennent  ainsi  égales  en  un  point 
critique  se  permutent  entre  elles  si  z  décrit  un  contour  fermé 
sans  point  multiple  C  entourant  ce  point.  Supposons,  en 
efTct,  ce  qui  est  permis,  que  ce  contour  soit  infiniment  petit 
et  soit  décrit  autour  du  point  +  i ,  par  exemple.  Tout  le  long 
de  ce  contour,  chacune  des  branches  de  la  fonction  u  con- 
servera une  valeur  infiniment  voisine  de  la  valeur  limite 
qu'elle  atteint  au  point  critique;  car,  i  —  z-  étant  infinimen( 
petit,  il  en  est  de  même  de  \/i  —  z-;  donc  iz±  \/\  —  z-  diffé- 
lera  infiniment  peu  de  sa  valeur  limite  i]  son  module  et  son 
argument  et,  par  suite,  son  logarithme,  diAV-rcront  infini- 
ment peu  de  leurs  valeurs  limites. 

Parmi  les  diverses  branches  de  la  fonction,  il  en  existe 
donc  deux  seulement  dont   les  valeurs  le   long  de  C  soient 

inliniiuent  voisines  de  - —  — ~  :  ce  sont  les  deux  branches 

o, 

1          1         I          1  ■     •              "ik  -{-  i 
u-2/i  et  //j/,^.i,  dont  la  valeur  limite  est  tt. 


Cela  posé,  soit  Zq  un  point  de   C;  la  valeur  de  i/^/i,   par 
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exemple,  au  point  z-q  sera  Tune  des  valeurs  que  l'expression 

(21)  ^\og{iz^z\^fi  —  z-) 

prend  pour  z  ^  Zq,  s  étant  égal  à  rrr  i . 

Lorsque  ^  décrira  le  contour  C,  cette  expression  restant 

2  /i    -f-    I 

infiniment  voisine  de t,   sa  valeur  finale  coïncidera 

2 

avec  la  valeur  au  point  ::o  de  l'axe  des  deux  fonctions  Un/,, 

Mais  le  premier  cas  ne  peut  se  présenter.  En  effet,  pen- 
dant ce  mouvement,  l'arçiument  de  i  4- j  chanire  infiniment 
peu  et  reprend  au  retour  sa  valeur  primitive;  celui  de  i  —  r 
varie,  au  contraire,   de  2-;  celui  du  produit  1  —  ;- variera 


donc  de  -2-  et  le  radical  \J i  —  :;-  =  (i  —  ;-)-  se  reproduira, 

multiplié  par  e'-  =  —  i .  Donc,  lorsque  ::  reviendra  à  la  va- 
leur Zfy,  la  valeur  finale  de  la  fonction  sera  l'une  des  valeurs 
de  l'expression 

lesquelles  sont  toutes  dillérentes  des  valeurs  de  l'expression 

-.log(<Co-^e\/i— ^0' 

parmi  lesquelles  est  comprise  la  valeur  initiale.  Donc,  eu 
décrivant  le  contour,  on  changera  la  \aleur  de  u  et  l'on  pas- 
sera ainsi  de  la  branche  //^a  îi  une  autre  branche,  qui  ne  )»eul 
être  que  U2/<+\  • 

248.  La  fonction  arccosc  inverse  du  cosinus,  définie  pai- 

l'équalion 

COSH  =:  z, 

ne  nécessite  aucune  élude  nouvelle;  en  efiet,  cos«  étant  t'gal 
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à  sin(  -  +  «  1,  on  aura 


arccos^=: +arcsin:;. 

2 


Celte  expression  admet,  pour  chaque  valeur  de  c,  une  infinité 
de  valeurs  données  par  les  formules 


2 

±b^2k-, 
-  —  a  -\-  2  k- 

2 


en  posant  -  —  a  ^=  b. 


^QCOrai    
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CHAPITRE  m. 

SÉRIES. 


I.  —  Formule  de  Taylor. 

249.  Soit  f{jc)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  x, 
qui  reste  continue,  ainsi  que  ses  n  premières  dérivées,  dans 
un  intervalle  SA' . 

Désignant  par  «  et  «  -h  Ji  deux  points  de  cet  intervalle, 
posons 

f(a  +  h)^f(a)  +  hf'(a)+~f'(a)  +  ... 

I^e  i-este  Pi«  sera  une  nouvelle  fonction  de  h  que  nous  allons 
déterminer. 

En  prenant  les  dérivées  successives  de  (i)  par  rapport  à  A, 
on  voit  :  i"  que  la  dérivée  /i''-"''  deR,i  est  égale  à  /"(«  +  h)\ 
2°  que  R/i  et  ses  n  —  i  premières  dériv-ées  s'annulent  pour 
A  =  o. 

Ces  deux,  conditions  suffisent  à  définir  complètement  K„; 
car,  si  cp  est  une  fonction  qui  j  satisfasse,  la  dilTérence  R«  —  '^, 
ayant  sa  dérivée  /i"  ""^  nulle,  sera  un  polynôme  entier  d'ordre 
n  —  I,  mais  ce  polynôme  et  ses  n  —  i  premières  dérivées 
s'annulent  pour  h  =  o;  il  est  donc  identiquement  nul. 
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Or  on  peut  vérifier  immédiatement  que  l'intégrale  définie 

'         {a  +  h—xY-^f"{x)dx 

satisfait  aux  conditions  précédentes. 

Pour  le  montrer,  posons  d'abord  x  =  (7  -h  /  ;  il  viendra 

r'' 

Cherchons  la  dérivée  de  cette  intégrale.  On  voit  que  h 
figure  dans  I  à  la  fois  comme  limite  et  comme  paramètre.  Il 
faut  donc  appliquer  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  com- 
posées. Mais  la  fonction  à  intégrer  s'annule  pour  t^h\ 
donc  la  dérivée  par  rapport  à  la  limite  est  nulle  et  il  reste 
simplement  le  terme  provenant  de  la  dérivation  par  rapport 
au  paramètre 

On  trouvera  de  même 


dn 

dit"      ~~  ( 


Toutes  ces  expressions  s'annulent  pour  h  =  o.  Enfin,  une 
dernière  dérivation  donnera 

Nous  trouvons  ainsi  pour  R,;  l'expression  suivante 

.// 
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'■^1 


Posons  /  =^  uh  ;  ii  variera  de  o  à  i,  el  l'on  aura 
(2)  R„=^-         j'  {,-u)"-'f"{a-^uh)du. 


230.    Soit />  un  entier  positif  arhilraire  non  supérieur  à  n\ 
la  fonction  à  intégrer  sera  le  produit  des  deux  facteurs 

(!  —  «)''"'     et     {\  —  i()"-P/"  {a  -h  u/t), 

dont  le  premier  est  posilifet  le  second  continu  dans  le  champ 
d'intégration.  On  aura  donc,  en  appliquant  le  théorème  de 
la  moyenne, 


R„  =  A« 


(i  —  ^Y-Pf'^a  -f-  e/0 


/    {i  —  u)'>-^du, 

0 


{n~i)l 
h  désignant  une  quantité  comprise  entre  o  et  i .  D'ailleurs 

ii  —  a)p' 


f 


(i  —  u)P-^  du  — 


P 


Donc 


R« 


(,  _  0)"-/\/"«(^  +  0A) 


{n-y)\/j 
et,  en  particulier,  si  nous  prenons  p  =  n. 


(3)  R„  =■!_/«(«  4_o/,; 


ni 


!2ol.  La  formule  (i)  est  connue  sous  le  nom  de  foiinide 
de  Taylov.  L'expression  (3)  du  reste,  donnée  par  Lagrange, 
est  parfois  commode;  elle  a  toutefois  l'inconvénient  de  con- 
tenir un  nombre  inconnu  0,  dont  on  sait  seulement  qu'il  est 
compris  entre  o  et  i.  L'expression  (o.),  qui  ne  contient  rien 
d'indéterminé,  est  à  cet  égard  préférable. 

Si  l'on  suppose  n  constant  et  h  infiniment  petit,  les  for- 
mules (a)  et  (3)  montrent  (pic  lî,,  est  infiniment  pclil, 
d'ordre /«  au  moins.   On   aura  donc,   pour  1  infiniment  pelil 
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f{a  -~  h)  —  /{(')-,  1«  valeur 
,    .,  Il-     .„ 


CHAl'IiRE   m. 


A/»-» 


{H  —  l) 


r-'a 


approchée  aux  infiniment  près  de  l'ordre  n. 

Supposons,  au  contraire,  h  constant  ou  assujetti  à  rester 
entre  certaines  limites  et  n  croissant  indéfiniment.  Si  l'on 
peut  démontrer  que  dans  ces  conditions  R«  tend  vers  zéro, 
on  aura,  à  la  limite, 


/(«  -i-  /<)  =  liai 


r  A"-'  1 


On  dira,  dans  ce  cas,  que  la  série  injinie 

converge  vers  f[a  -h  A),  ou  a  celle  quantité  pour  somme. 

!2o!2.    Posons,  dans  la  formule  de  Tajlor,  a  r=  o,  1i^=^x\ 
nous  obtiendrons  la  formule  de  Maclaurin 


(4)   /(^)=/(o)4-.r/'(o)4- 


où  R/<  peut  cire  mis  sous  les  formes  suivantes 


/«-'(o)-^R,„ 


jc)du,         R„=-      /"(0.r). 


Cette  formule  suppose  que  la  fonction  /'  et  ses  dérivées  jus- 
qu'à Tordre  n  soient  continues  dans  un  intervalle  comprenant 
à  son  intérieur  les  points  o  et  x. 

253.  On  peut  aisément  étendre  la  formule  de  Taylor  aux 
fonctions  de  jilusieurs  variables. 

Soit,  en  efTet,  f{x,y)  une  fonction  des  variables  réelles 
.r,  y,  dont  les  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  restent 
continues  tant  que  x  est  compris  entre  A  et  A',  et  y  entre  B 
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et  B'.  Soient  a,  a  -\-  h  deux  nombres  compris  entre  A  et  A', 
6,  b  -\-  k  deux  nombres  compris  entre  B  et  B'. 
Posons  7.=^  a  -{-  ht,   '^  =^  b  -î-  kl.  I^'expression 

/(a,  3)  =/(« -f- A/,  ^,  + /.O  = 'f  (0, 
considérée  comme  fonction  de  /,  aura  des  dérivées 

o'(t)=:h^^    —  ^  --^'-  =      A h  A"    ,y      /  =      /l  -T h-  k^rj    ]  f, 

•  ^  '  da  O'i       \    dT.  d})'^       \    da  db)-" 

Ces  dérivées  seront  continues  tant  que  a  -^  ht  sera  compris 
entre  A  et  A',  et  ^  -f-  kt  entre  B  et  B',  et  a  fortiori  quand  / 
variera  de  o  à  i . 

Appliquant  à  cette  fonction  la  formule  de  Maclaurin  et  j)0- 
sant  f  =  I  dans  l'équation  obtenue,  nous  aurons 

^f{a  +  h,b  +  k)=f{a,b)^[li^^^k^^Jf{a,b) 

\  +  , '—,  (h  -f-  +  k^X~'f{a,b)  +  ï\„, 

\  {/i  — 1)\  \     da  ôbj 

R„  pouvant  être  mis  sous  lune  des  formes  suivantes 

^54..   En  posant  /(c/,  b)  =  j',  f{a  -r-  h,b  +  ^<^)  =  f  +  -^.'  ' 
cette  formule  prendra  la  forme  plus  simple 


— r  .  .  .  -f-    , '—, 

.1  {n  —  I  ) 


\y  =  dy^  —^-^...^  , ..  _  /■ ,  -H  R«, 


laquelle  subsisterait  évidemmeiil  pour  un  nombre  quclconcpie 
de  variables  indépendantes. 

Si  h  et  k  sont  des  infiniment  j)elils  de  premier  ordre,  R,^ 
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sera  un  infiniment  petit  d'ordre  n  au  moins,  et  pourra  être 
supprimé  de  ]a  formule,  si  l'on  veut  borner  l'approximation 
à  cet  ordre  de  grandeur. 

25o.  Les  considérations  précédentes  s'étendent  sans  peine 
aux  fonctions  de  variables  complexes. 

Soit/(^)  une  fonction  de  s,  synectique  tant  que  cette  va- 
riable reste  dans  l'intérieur  d'un  domaine  E.  Soit  L  une  ligne 
rectifiable  située  dans  l'intérieur  de  ce  domaine  et  joignant 
les  points  a,  a  -f-  Ji.  On  verra,  par  un  raisonnement  iden- 
tique à  celui  du  n"  2i9,  qu'on  a 

/(,,  +  n)-=^fa  +  hf'a  +.  .  .  4-  ^-,^^/"-'«  +  R,n 
le  reste  R,/  étant  donné  par  l'intégrale 

_L__^[„  +  /,---].-./'.(=)A. 

Si  la  droite  qui  joint  les  points  a  eV  a  -\-  Ii  est  tout  entière 
comprise  dans  l'intérieur  de  E,  on  pourra  la  prendre  pour 
ligne  d'intégration;  sa  longueur  sera  \h\.  D'autre  part, 
\a  ->r  h  —  z\  variera  de  |  h  \  à  o.  Si  donc  |ji.  est  le  maximum 
de  j  /"(:;)  |  sur  cette  ligne,  on  aura 


Cette  hjpotlicsc  se  réalisera  toujours  si  l'on  admet  qu'on 
puisse  tracer  du  point  a  comme  centre  un  cercle  K  conte- 
nant le  point  <^/ 4- A  dans  son  intérieur,  et  tel  que  tous  les 
points  non  extérieurs  à  ce  cercle  soient  intérieurs  à  E. 

25G.  On  peut  aisémeni  établir  que,  dans  ce  cas,  \\,i  tend 
vers  zéro  lorsque  n  tend  vers  ce. 

En  effet,  y  (^)  étant  continue  dans  Tintérieur  de  E,  son 
module  le  long  du  cercle  K  ne  pourra  surpasser  un  certain 
maximum  M';  soient  o  le  rayon  du  cercle,  o  la  distance  du 
point  z  au  point  «,   laquelle   varie  de  o  à  |A|.   Sa  distance 


SÉRIES.  25 1 

au  cercle  K  sera  p  —  o,  el/"{jz)  étant  la  dérivée  {n  —  i)'*™ 
de/'(:;),  on  aura,  d'après  la  formule  du  n"  20o, 

D'autre  part, 

\  a  +  h  —  z  \  =  \  h  \  —  ^j. 
Donc 

/l  /,  I  _  o\"-' 


1  •  1    I  ^H  —  5  1  '  •  1  '  ■^ 

car  le  maximum  de  - — — ^  correspond  évidemment  a  o  =  o. 

p  —  0  '■ 

On  aura  donc,  |  /i  \  étant  la  longueur  de  la  ligne  L, 

et  comme  [  A  |  <^  o,  cette  expression  tend  vers  zéro  pour 
/i  =  00. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

La  série  infinie 

fa-\-hf'a+  J^f"a+... 

est  convergente  et  a  pour  soninie  /{a  -h  h)  tant  que  le 
point  a-\~h  restera  intérieur  à  un  cercle  K  ayant  son 
centre  en  a  et  qui  soit  entièrement  intérieur  à  ¥.. 

En  posant,  en  particulier,  a  =  o,  /i  =  z,  on  aura  la  formule 
de  Maclaurin,  qui,  pour  n=œ,  donnera  une  série  conver- 
gente dans  les  mêmes  conditions. 

2o7.  Le  théorème  établi  dans  le  numéro  précédent  peut 
être  démontré  par  une  aulre  voie,  <[ui  donne  une  nouvelle 
expression  du  reste. 


252  PREMIÈRE    PARTIE.   —    CHAPITRE    III. 

Les  points  a  ei  a  -\-  h  étant  contenus  dans  le  cercle  K,  où 
la  fonction  y(^)  est  synectique,  on  aura 

_^  r/çiKf ,     . . . ,     f.,.,,^  (ji^o!  rn^)d. 

■iTU  J  z  —  a  —  h 


h 


{z  —  af 


-+■  -, -::  4- 


fa^hf'a+...+  __^/-ia  +  R,^ 


{z  —  a)"-        {z  —  a)"[z  —  a  —  /t) 
{n  —  i) 


ou 


j^  ^_i_  r        h\f{z)dz 

"'      2-iJ(z-ar{z-a 


Soient  p  le  rayon  du  cercle  K,  M  le  maximum  de/(;)  sur 
ce  cercle;  on  aura 

2- V  ?  /    P  — KM 

quantité  qui  tend  vers  zéro  pour  n  =  oc. 

2o8.  L'extension  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  ne 
souffre  aucune  difficulté. 

Soit,  par  exemple,  une  fonction  /{-z,  u)  de  deux  variables 
qui  reste  synectique  tant  que  :;  ne  sort  pas  d'un  cercle  K  de 
rayon  r  ayant  son  centre  en  «,  ni  u  d'un  cercle  Ki  de  rayon  /•, 
ayant  son  centre  en  h.  Soient  a  +  A  un  point  intérieur  à  K, 
b -\- k   un   point  intérieur  à  Kj,   enfin   p  une  quantité   >  i 

mais  qui  ne  surpasse  ni  r;-,  ni L  expression 

/{a -h  ht,  b-^  kl) 

sera  une  fonction  de  t,  synectique  tant  que  t  ne  sortira  pas 
d'un  cercle  de  rayon  p.    On  peut  donc  la  développer,  pour 


1 
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/  =  I ,  parla  formule  de  Maclaurin.  Le  résultat  sera  identique 
à  celui  du  n'^  233,  et  le  reste  R,,  tendra  vers  zéro  pour  n=cc. 

2o9.  Appliquons  la  formule  de  Maclaurin  à  quelques 
fondions  simples. 

La  fonction  e'  a  toutes  ses  dérivées  successives  égales  à  e' . 

Pour  3  =  0,  elles  se  réduisent  à   Tunilé.    On  aura   donc   le 

développement 

-2  _«-i 

(G)  e'  =  i-^- 


I         1.2  (^n  —  I  )  ! 

qui  sera  toujours  convergent,   quel  que  soit  z,   car  e~  est 
synectique  dans  tout  le  plan. 

Posant  ;:  =  I  dans  cette  formule,  nous  trouverons  la  valeur 
de  la  constante  e 

I  T 

I         1.2 

Changeant  c  en  ;c,  puis  en  — i z-  et  combinant  les  formules 
obtenues,  il  viendra 

piz    I     ^ — iz  --  -V  ^6 

{:)cosz  —  - — — —  = 


(8)    siaz  = 


■2  1.2        1.2.^.4       1.2.3.4.3.6 

g>Z_g-iZ  -3  ~ô 


2  1  "  1.2.3  1.2. 3. 4.. 3 

séries  également  convergentes  dans  tout  le  plan. 

260.  Considérons  la  fonction  ?/  =:  (i  -f-  z)'",  et,  pour  pré- 
ciser, dans  le  cas  où  m  n'est  pas  un  entier  réel,  celle  des 
branches  de  celte  fonction  qui  se  réduit  à  i  pour  z  =  o.  On 

aura 

«ZI:(I-^-)"^  «'— m(n-^)'"-',  

u"  z=  m{ni  —  i)  .  .  .  {m  —  n  +  i)  {1  -i-c )'"-",  

Pour  c  =  o,  ces  expressions  se  réduiront  à 
1,     m,     fn{ni  —  i),      ...,      m{m  —  i)  .  .  .  (m  —  «  +  i),      .... 
Substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  Maclau- 
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rin,  on  obtient  la  formule  du  binôme 

m{m  —  i) 


(l  +  ^)'«  =  H- 


m. 


(9) 


2 

m  {m  —  i) .  . .  {m  —  n-Vi) 
I  .  2  .  .  .  /i 


La  fonction  (i  H- ^)''' n'ayant  qu'un  point  critique,  ^==  —  i, 
la  série  ci-dessus  sera  convergente  tant  que  |g|-<i.  Car,  si 
cette  condition  est  satisfaite,  soit  p  une  quantité  comprise 
entre  |^|  et  l'unité.  La  fonction  sera  sjneclique  dans  nn 
cercle  de  rayon  p  ayant  pour  centre  l'origine,  et  le  point  z 
lui  est  intérieur. 

Au  contraire,  si  |  :;  |  >■  i ,  la  série  ne  sera  pas  convergente. 
Il  faudrait,  en  effet,  pour  qu'elle  le  fût,  que  la  somme  S,/  de 
ses  n  premiers  termes  tendît  pour  n  =  oo  vers  une  limite 
fixe  et,  par  suite,  que  S,/^.)  —  S^  tendît  vers  zéro.  Or  cette 
différence  est  le  {n  -h  i)'*™*  terme  de  la  série.  Ces  termes  de- 
vraient donc  tendre  vers  zéro  pour  n^^cc,  ce  qui  n'a  pas 
lieu,  car  leur  module  augmente  au  contraire  avec  n  dès 
que  n  est  suffisamment  grand.  En  effet,  le  rapport  du  terme 

général 

m{?7i  —  \) .  . .  ( m  —  w  -t-  I ) 
i .2  .  .  .  n 
au  précédent  est 


I 


et,  quand  n  tend  vers  oo,  le  module  de  ce  rapport  tend   vers 
I  z  j,  quantité  >>  i . 

261.   Passons   à  la  fonction  // =  log(i -1- ::).  Ses  dérivées 
successives  sont 

«'=:(!+:;)->,  u"  =  ~{l-i-z)-\ 

««=(—  !)«-'(/<  —  l)!  (!+-)-«. 

Pour  ;;  =  o,  elles  se  réduisent  respectivement  à 
I,     -I,      ...,     (-,)«-'(«_,)! 
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On  aura  donc,   en    adoptant   celle   des  branches    du  loga- 
rithme qui  s'annule  pour  ^  =  o, 

(lo)        log(i  +  ^)  =  ^—  -  +  ...4-  i '- —^.,,. 

Par   les   mêmes  raisons    que    pour   la   formule   du  binôme, 
ce  développement  sera  convergent   si  [^[<;i,  divergent  si 

En  changeant  ^  en  —  c,  nous  trouvons 
et  en  retranchant 

Posons 

.V 


2  a  -i-  .r 
(/  et  X  étant  deux  nombres  réels  et  positifs;  il  viendra 

log — ' —  =1  Ioo(^<'  -t  Jc)  —  loga 


\r>.a  -r- 


-f- 


X        3(2a-t-.r)^ 

C'est  sur  cette  formule  et  sur  la  suivante 

logj?  4-  log  j  =z  log.rv, 

(ju'est  fondé  le  calcul  des  Tables  de  logarithmes. 
En  posant  «  =  i ,  x  =^  \,  on  aura  tout  d'abord 

Posant  ensuite  a  =  120,  :;  =  3,  il  viendra 

- 53  +  •  •  •  )  ' 

cl,  comme  log  lîiS  =  loga^=  jlog^,  logiaa  =  3Jog5,  celte 
équation  donnera  log5. 
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Ou  trouvera  de  même  log3  par  l'équation 

4  logS  —  4  log2  —  logS  =  logSi  —  logSo  =  2  (  — T — ^  .  .  .  j , 

|iuis  log7  par  l'équation 

4  log7  —  5  log2  —  logS  —  2  logS  =  log7* —  log(7^ —  i) 

I 


2.7*  —  I 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  nombres  premiers.  Une 
simple  addition  donnera  ensuite  les  logarithmes  des  nombres 
composés. 

Les  logarithmes  ainsi  calculés  sont  né])ériens.  Pour  obtenir 
les  logarithmes  vulgaires,  on  devra  les  multiplier  par  le  fac- 
teur 

j^  =0,43429448.... 

262.   Nous  avons  trouvé  (244)  la  formule 

arctangG=: — ^.[log(«' — z)    — log(«  +  5)    — 2/171/] 

=  — -[logli  +  i:-)  —  log(i  -  iz)  —  2 A-/]. 

Développant  les  logarithmes  par  la  formule  précédente, 
on  aura  pour  celle  des  branches  de  l'arc  tangente  qui  s'an- 
nule pour  ^  =  0 

arc  tang5  =:  z  —  ^  -1-  ^  — 

Ce  développement  sera  encore  convergent  si  |  :;  j  -<  1,  diver- 
gent si  I  2  I  >»  I. 

II  donne  un  procédé  commode  pour  le  calcul  numérique 

du  nombre  t:.  On  calcule  d'abord  l'arc  z>  qui  a  pour  tangente  -p- 

Lii  fonniile  donnera 

I  I 

'^~5~  375^  +■■■■ 


1 


On  aura  ensuite 
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2  tanijo  0 

tan£;2'j= '  ',  1= — , 

'        I  —  lang^o         12 

,  2  lan£2o  120 

tang4? 


tang(4o 


I  —  tang-2  .;        i  19 

tang4C5  —  I  I 

I  -+-  tan  g  4 'f        289 


d'où 


^''      4      289      3.239' 


équation  qui  donnera  t.. 

263.  Considérons  enfin  la  fonction  «  =  arcsln^.  Chacune 
de  ses  branches  sera  svnectlque  dans  tout  cercle  qui  laisse  à 
son  extérieur  les  deux  points  critiques  4-1  et  —  i.  On 
l)0urra  donc  la  développer  par  la  formule  de  Maclaurln  en 
une  série  convergente,  si  [:;[<;  i . 

Choisissons  en  particulier  celle  de  ses  branches  cjul  s'an- 
nule avec  ;.  On  aura  pour  ;  =  o 

H  =1  O,  l('  =3  I 

et,  d'après  le  n"  162, 

//'2")  —  o,  «t^'»-"—  l2.3-.    ...(2«  —  l)-. 

Substituant  ces  valeurs  des  dérivées  dans  la  formule  de 
MacIaurin.  il  viriil 

I   Z-'        I  .3  z''        1  .3..")  -" 


arc  sin  c  ^ 


2    3     '    2.45     '    2.4.67 


Si  ]:;]>>  I,  celte  série  sera  divergente,  car  le  rapjiorl  du 
terme  général  au  précédent  est  égal  à 

(2/1  —  1)' 


2  /t  (  2  /z  H-  I  )    ' 

quantité  dont  le  module  tend,  poui'  n  =  x,  vers  [  0  ]  qui  est 
supposé  >>  I . 

J.-l.  17 
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II.  —  Procédés  pour  effectuer  les  développements  en  séries. 

26i.  Soient^  un  infiniment  petit,  j)^  =/"(x)  une  quantité 
qui  en  dépend.  Proposons-nous  d'en  déterminer  une  valeur 
approchée,  de  Ja  forme 

ci  cpii  ne  difTcrc  de  la  véritable  que  d'un  infiniment  petit 
d  ordre  /i  au  moins. 

Si  /"(x)  est  continue  aux  environs  de  x  =  o,  la  formule 
de  Maclaurin  résoudra  la  question.  Elle  donne,  en  efifet, 

y  =f{0)  4-  x/'{o)  -h.  .  .  H ■—, ^^  +  R,, 

\\n  étant  d'ordre  ^/i  et,  par  suite,  négligeable.  Mais  celte  mé- 
thode exige  le  calcul  des  dérivées  successives  de  f{x)^  qui 
peut  èlrc  fort  pénible.  Elle  est  d'ailleurs  inapplicable  si/""  (.r) 
n'est  pas  continue  aux  environs  de  x  :=  o.  Il  convient  donc 
d'indiquer  d'autres  procédés. 

2Go.  Si  y  =  ;/ .  +  p  +  •  •  • ,  hi  valeur  approchée  de  y  sera 
évideiïiment  la  somme  des  valeurs  aj)|)rochées  des  fonctions 
partielles  «,  c,  .... 

Si  l'on  veut  se  borner  à  calculer  la  valeur  principale  de  j', 
on  ne  conservera,  parmi  les  fonctions  m,  i',  ...,  que  celles 
dont  l'ordre  est  le  moins  élevé;  on  calculera  leurs  valeurs 
principales  et  on  les  ajoutera  ensemble. 

Si  toutefois  ces  valeurs  principales  avaient  une  somme 
nulle,  ce  serait  une  preuve  que  l'approximation  est  insuffi- 
sante; il  faudrait  donc  recommencer  le  calcul  en  prenant  un 
terme  de  plus  dans  le  développement  de  chacune  des  ([nau- 
tiles 11^  1',  .... 

Soit,  pai-  exemple, 

j'  :=  2  sinx  —  sin  2X  -\-  x''. 
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Les  quantités  2  sin:c  et  —  s\n2X  sont  du  premier  ordre  ;  mais 
la  somme  de  leurs  valeurs  principales  est  nulle.  Poussant  donc 
l'approximation  plus  loin,  on  posera 


2JC' 

2  smjc  =z  2X  — 


doù 


1.2.3       ■ 

5102^  =  2^ -+-  . 

1.2.0 


■^'(-«+I+I)+- 


1266.  Si  y=uç^  u  et  i^  étant  respectivement  d'ordre  a  et  |j, 
on  aura  sa  valeur  approchée  en  multipliant  ensemble  les  va- 
leurs approchées  des  quantités  u  et  c  et  négligeant  dans  ce 
produit  les  termes  d'ordre  ^n.  Il  suffira  évidemment  de 
pousser  l'approximation  de  jf  jusqu'aux  termes  d'ordre /i  —  |j, 
celle  de  ^' jusqu'aux  termes  d'ordre  n  —  y.. 

Le  premier  terme  de  l'expression  de  )',  qui  constitue  sa  va- 
leur principale,  est  évidemment  le  produit  des  valiMu-^  prin- 
cipales de  u  et  de  v. 

26T.    Si  )' =  — ?  soient 

v 

Ui  —  A.v'^ -f-  A'.ic*' -\-.  .  ., 

des  valeurs  approchées  de  a  et  de  f ,  et  soient 

a  =  «,  -f-  R,         p  =:  r,  -+-  S. 
On  aura 

u  «I   «(',  —  (7/,    Rp»!  —  S«i 

V  et  t'i  étant  d'ordre  |j,  et  ll^  d  ordre  a,  cette  expression  sera 
d'ordre  ^  n  si  l'ordre  de  R  est  ^/i-f-  j3,  et  si  celui  de  S  est 
^n  —  7.  -i-  2  j. 

On  aura  alors,  dans  les  limites  d'a[)[)roxiniation  deman- 
dées, 

a «, 
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Cela  posé,  on  effectuera  la  division  de  ?/,  par  f,  jusqu'au 
moment  où  Ton  introduirait  au  quotient  des  termes  de  degré 

Soient  ^  =  CxY  +  C'xï -h- • .  le  quotient  de  la  division, 
T  le  reste;  on  aura 

y  =  -'  =  Ca,-ï+  C'a-r+ .  .  .  +  '^  . 

T 

1^6  premier  terme  du   quotient  —  étant,   par    livpollièsc, 

d'ordre  ^/î,  —  sera  d'ordre  yii  el  pourra  être  négligé, 
'"i 

On  aura  donc 

r  — C^r-+-C'^Tr'+. .. 

avec  l'approximation  demandée. 

Le  premier  terme  de  ce  développement  Cj:T,  qui  est  la  va- 
leur principale  de  >',  sera  évidemment  le  quotient  des  termes 
h.x^,  B.r?,  valeurs  principales  de  u  et  de  r. 

Si  j^  ^  a,  les  premiers  termes  de  la  suite  y,  v',  ...  seront 
négatifs.  Dans  ce  cas,  la  formule  de  Maclaurin  n'aurait  pas 
été  applicable  à  la  fonction  y,  car  celte  fonction,  devenant 
infinie  pour  a:  =  o,  serait  discontinue,  et  ses  dérivées  égale- 
ment. 

208.  Au  lieu  d'effectuer  la  division  de  //|  par  r,,  on  aurait 
[)u,  ce  (jui  est  au  fond  la  même  chose,  poser 

C,  C,  ..  .,  y,  */,  .  ..  étant  des  coefficients  indéterminés. 
Cela  posé,  léquation  y  -—  — '  pourrait  s'écrire 

ou 

{Cxy+  C'xr^..  .){Six'^+  B'a'?  +  ...)  =  kx^-^\'x^'^-.. . . 
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OU,  en  développant  les  calculs  dans  le  premier  membre, 
BC^P+Y-f- . .  .  =  A  J7«^  A'x^V .... 

En  exprimant  l'identité  des  termes  du  second  membre  de 
cette  équation  avec  les  termes  correspondants  du  premier 
membre,  on  obtiendra  une  série  d'équations  de  condition 
qui  détermineront  C,  -',... . 

Ainsi,  par  exemple,  les  premiers  termes 

BC.r?-T     et     A.r=' 

«levant  être  identiques,  on  aura 

P  4-  T  =  2, 
BC  =  A, 
d'où 

ï  =  ^-?,       c=^. 

269.  Comme  application  de  celte  méthode,  proposons- 
nous  de  calculer  les  premiers  termes  du  développement  en 
série  de  Texpression 

X  X       X  e^~^k 

€•'■  —  I        2        1  e-^  —  I 

Cette  fonction  ne  changeant  ])as  quand  x  change  de  signe,  le 
développement  ne  contiendra  que  des  puissances  paires.  Po- 
sons donc 

=  A  4-  Bi B., :^—r  -+-  B.i .  —   •  •  ; 

2  e-^  —  I  1.2  '  ]  .2  .6  .4  I  .  2  .  .  .  b 

il  viendra,  en  chassant  les  dénominateurs  et  remplaçant  c*" 
par  son  développement, 

X         X-  j?" 

2-\ 1 h.  .  .-! 

I         1.2  1 .2.  .  .n 


I  1.2  l .2. . .H  J  \  1.2  '1.2.3. 


■4 
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Egalant  les  coeffîcienls  des  mêmes  puissances  de  x  dans 
les  deux  membres,  on  Irouvera 

i=A, 
I  I  A 


Bi  Bo 


I.2...I.2...(/i  —  1)  I.2.3.4.-.1.2...(« — 3) 

équations  qui  détermineront  successivement  A,  B,,  Bo,  ..  .. 
On  aura  même  deux  équations  pour  calculer  chacune  des 
quantités  B.  On  trouve  ainsi 


B.=  ^, 

'^-=h 

'^•=i' 

00 

".=!' 

B.  -    ''",■ 

2700 

270.  Les  nombres  B,,  B^,  . . .  perlent  le  nom  de  nombres 
de  BernouUi.  Ils  se  rencontrent  dans  une  foule  de  questions 
d'Analyse.  Ils  ont,  en  particulier,  une  liaison  intime  avec  les 
sommes  de  puissances  des  nombres  entiers. 

Pour  établir  cette  relation,  posons 

y  =  e'^+  e--^+  . . .  +  e("-»^^. 
On  aura 

et  pour  .r  =  o 

(/(«))o=l=' 4- 2='  +  ... +  («-!)''. 

Mais  on  a  d'ailleurs 


y 


e-^—  I 

X 

nx  4- 

n-  x^ 
1 .2 

+  .  .  . 

X        B,.r2  B,^* 


X  \         2  1.2  I  .  2 .  o .  :( 

=r  Ao  + A,a^  +  .  .  .4-  Ajta:='-i-.  .  .  , 
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en  posant 

«='+'  I        n^  B,  ««-« 

A3(=: 1 .... 

i.2...(a-|-i)         2   1.2. ..a         1.2    1.2. ..(a  —  i) 

On  aura  donc 

1=^+ 2*  +  .  .  .4- (n  —  1)='=  (j(='))(,=  I  .2.  .  .xAa 

/^a-i-i         I  B  B 

= «=^4 l-a«''-J 2        ^,   _    V,   _2N,^a-3_u._._ 

a  +  I  2  1.2  1.2.0.^  '^  ' 

271.   Soient   y  =r  y/77  et  ?/  =  //,  H-  II, 
?/i  =  A^^'H-  A',7='H- . .  . 
étanl  une  valeur  approchée  de  n.  On  aura 

I—  I —  U  —  Kl  R 


V"  — V  «1 


Le  dénominaleur  de  celle  expression  élant  d'ordre  -■>   elle 

sera  négligeable  si  l'ordre  de  R  est  >  /?  H 

Si  donc   ?/,   a  été  calculé  avec  celte   approximation,   on 
pourra  poser 

et  j'  pourra  se  calculer  en  extrayant  la  racine  carrée  de  //, 
jusqu'aux  termes  de  l'ordre  n.  En  effet,  soit  q  la  racine  ainsi 
obtenue.  On  aura 

_  "i  — 7' 


V'"i 


v/m, 


rpiantité  négligeable,  car  y/^,  cl  q  sont  d'ordre  -  et  ?/|  —  q- 

d'ordre^/z  -\ — ;  en  effet,  le  terme  suivant  de  la  racine  car- 
rée, lequel  s'obtiendrait,  d'après  la  règle  connue,  en  divisant 
le  premier  terme  de  u^  —  q-  par  le  double  du  premier  terme 

de  q^  lequel  est  d'ordre  -j  serait  d'ordre  yii  par  liypotlièsc. 
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On  aura  donc,  avec  l'approximalion  demandée, 

On  aurait  pu  également  employer  la  méthode  des  coeffi- 
cients indétenninés,  en  posant 

et  déterminant  C,  C,  •••,")',  y',  ...  de  manière  à  rendre  iden- 
tique l'équation 

(Ca-ï+C'^r  +  ..  .)==  A^'''-i-A'^=''-i-.... 

272.  Soit,  plus  généralement, 

r  —  W", 

1)1  étant  fractionnaire  ou  incommensurable. 

Posons  II  =  ;/,  -\-  ( ",  //,  désignant  sa  valeur  principale.  On 
aura,  par  la  formide  du  binôme, 

y  =  a'I'  +  m//'/'-'  r  +  ^^ii^^ipi^  u'I'-'-  c-^  ^- .  .  .  +  K. 

Connaissant  les  ordres  respectifs  de  //|  et  de  r,  on  verra 
aisément  combien  il  faut  prendre  de  termes  dans  la  formule 
pour  que  R  soit  d'ordre  Ai,  et  par  suite  négligeable.  Cela  fait, 
on  n'aura  plus  qu'à  calculer  v  avec  une  approximation  suffi- 
sante, et  l'on  en  déduira  aisément  (^-,  v^,  .... 

273.  Proposons-nous,   comme  application,  de  développer 

le  radical 

_  1 
(i  —  aajT-  -h  a-)    - 

suivant  les  puissances  croissantes  de  a. 
Cette  expression  peut  s'écrire 

-1  I 

[i  —  a(5^  —  a)]    =!  =r  I  H a(2X  —  a)-l-... 

1  3        2m  — I   a"'(2.r  —  aV" 

2  2  2  l  .2.  .  .m 
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26') 


Il  ne  restera  plus  qu'à  développer  les  puissances  du  binôme 
•ix  —  a  et  à  réunir  ensemble  les  termes  (pii  contiennent  une 
même  puissance  de  a.  On  obliendiu  ainsi  un  développement 

de  la  forme 

I  +  X,  a  4-  .  .  .  -H  X„  a"  -i-  .  .  . , 

où  X„  désigne  un  poljnôme  en  x  dont  nous  allons  détermi- 
ner la  forme. 

Le  terme 

1  3        9.  ni  —  I    a'"  i'ix  —  a )'" 

2  ?,  2  \  .2.  .  .m 

ne  fournira  évidemment  de  terme  en  a"  que  si  m  est^-, 

mais  J  n.  S'il  est  comj)ris  entre  ces  limites,  il  donnera  le 
terme 


ï.2)...{im  —  i) 


.1.  .  .m 


2'".  1.2. .  .m    i.2...(/i  —  w).  1.2. ..(2 m  —  /*) 
1.3.  ..(2m  — i)2'"-"(—  i)n-'«  d^x^'" 


(2x)2'"-''(— i)"-'"a" 


I  .  2  .  .  .  (  /i  —  m  ) .  I  .  2  .  .  .  2  /« 
Mais  on  a 

1 .3. .  .(2m  —  f)  I 


dx"- 


\  .1.  .  .lin 


2.4  •  .  .2 m        2'".  1.2, 
Le  terme  précédent  pourra  donc  s'écrire 


r/" 


1 . 2  .  .  .  /i  <:/./•" 


(-i)«- 


1 .2. . .n 


1 . 2 .  . . «i .  1 . 2 .  .  . ( /i  —  m) 
et  Ion  aura,  par  suite,  en  ajoutant  tous  les  termes  en  a", 

"      2''.  1 .2.  .  ./t  f/j;"^  |_  i,2...m.i.2...(«  —  m)        J 

On  peut  d'ailleurs  sans  inconvénient  étendre  la  sommation 
aux  valeurs  de  m  qui  sont  moindres  (pie  — >  les  termes  ainsi 
ajoutés  ayant  une  dérivée  n "  nulle.  La  somme  entre  paren- 
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thèses  deviendra  égale  à  (.r- — i)".  On  aura  done.  comme 

résultat  final, 

I  d"^ 

Les  expressions  X„  sont  connues  sous  le  nom  de  poly- 
nômes de  Legendre.  Elles  jouissent  de  propriétés  remar- 
quables, et  nous  aurons  plusieurs  fois  l'occasion  de  les  re- 
trouver. 

d'^ 
274.   L'expression  y  =  -7—^^  (.r- — i)"  satisfaisant,  comme 

nous  l'avons  vu  (I60),  à  l'équation  différentielle 

(j?-  —  i)/"~l"  ixy' —  «(«  -1-  i)y  =  o, 

et  X„  n'en  différant  que  par  un  facteur  constant,  on  aura  évi- 
demment 

(a-- —  i)X"j-i-  a.x'X^j —  «(n  +  i)X„=  o. 

27o.   Trois  polynômes  successifs  X„_,,  X„,  X„^(  sont  liés 
])ar  une  relation  linéaire  que  nous  allons  établir. 
Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  a  de  l'équation 

_1 
(i  —  l'xx  +  a^)    2=  I  +  X,a  -t-.  .  .H-  X„a''  4- .  .  .  ; 

il  viendra 

_  3 

{x  —  a)(i  —  2aj?-|-a-)    ^=iX,-|-...4-  «X„a"-'  -r- .  .  .  . 

Multipliant  j)ar  i  —  l'j.x  -j-  a-  et  remplaçant  ensuite 

(l  —  2aj7  -h  oc-)    - 
par  sa  valeur,  nous  trouverons 

(J7  —  a)(n-Xia-F-.  .  .  +  X„a"-f-.  .  .) 

=  (1—  2a^+  a2)(Xi-h.  .  .+  «X„a«-'  +  .  .  .), 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  de  a", 

a;X„— X„_i=(«  -t-i)X„^.,—  2;KrX,j4-  {n  —  i)X„_,, 

ou  enfin 

{n  -hi)X„+,  —  (2/1  -i-i)^Xrt-H  /iX„_iz=o. 
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276.  D'après  les  définilions  que  nous  avons  données,  une 
(juanlilé  j)^,  dépendant  d'un  infiniment  pelit(ou  infiniment 

giand)  x^  est  d'oi'dre  a  si  le  raj)porl  -^  tend  vers  une  limite 

finie  et  différente  de  zéro  lorsque  x  tend  \ers  o  (ou  vers  x). 
Mais  ce  serait  une  erreur  de  croire  que  l'ordre  d'infinitude 
d'une  fonction  quelconque  de  x  soit  toujours  susceptible 
d'une  semblable  évaluation  numérique,  ainsi  que  cela  avait 
lieu  dans  les  exemples  précédents. 

Considérons,    par   exemple,    la   fonction  y^^e^.    On    a, 
comme  nous  l'avons  vu, 

X  x'"' 

7  =  1  + 


I  i  .2 .  .  .1)1 

et,  par  suite,  si  x  >-  o, 

^         i  .2.  .  ./n 
m  étant  un  entier  quelconque.  On  aura  donc 

j?^        \  .1 .  .  .m 
Prenons  m  >>  a  et  faisons  tendre  x  vers  x.  On  aura 

lim-^  rlim 


1.2, 


On  voit  donc  que,  si  x  tend  vers  +  x,  e-^  tendra  également 
vers  +  X,  et  cela  plus  rapidemenl  qiC une  puissance  quel- 
conque de  X. 

Tll.  L'équation 

donne,  en  supposant  x  réel  et  prenant  les  logaritlimes  arith- 
métiques, 

oJ^Log/. 

Donc,  si  Logy  tend  vers  4-  x,  il  en  sera  de  même  de  j-,  qui 
croîtra  plus  rapidement  qu'une  puissance  quelconque  de  Logj^. 
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Donc,  rociproqueinenl,    si  j-    tend  vers  4-  ce,  Log j'  tendra 
vei's  +  Gc,   mais   moins  rapidement  qu'une  puissance  quel- 
conque de  r. 
Posons 

I 

d'où 

Log  jK  =  —  Legs. 

Si  )'  tend  vers  -f-  x,  ;  tendra  vers  o  et  Log  z  tendra  vers  —  x, 

mais  moins  rapidement  qu'une  puissance  quelconque  de  -) 

pris:;  avec  le  signe  — . 

Donc,  pour  x  infiniment  petit  (ou  infiniment  grand),  Log  j: 
sera  un  infiniment  grand  négatif  (ou  positif),  mais  donl 
l'orJre  est  inférieur  à  toute  limite.  Il  ne  saurait  donc  être 
question  de  lui  assigner  une  valeur  principale  de  la  forme  \x^. 
C'est  un  infini  d'une  espèce  particulière  et  irréductible  à 
ceux  que  nous  avons  considérés  jusqu'ici. 

278.  Soit  maintenant  u  =  Ax^-{-  Bjc?H-.  . .  +  R  une  fonc- 
tion quelconque  développable  suivant  les  puissances  de  x. 
Proposons-nous  de  développer  log?/. 

On  aura  évidemment 

,       ,        ,      /         B.rP-«^...  +  R^-«\ 

log  (t  rr:  OL  log.r  -\-  log  .\  -+-  log  (   I  -\ r 1  • 

Le  deruier  terme  de  cette  expression  sera  développable  au 
moyen  de  la  formule  qui  donne  log(i-l-a:).  Mais  le  terme 
alog^r  par  lequel  commence  le  développement  de  log?/  sera 
irréductible  avec  ceux  qui  le  suivent. 

279.  Les  divers  développements  que  nous  avons  obtenus, 
étant  limités  à  un  certain  nombre  de  termes,  donneront  tou- 
jours une  valeur  approcliéc  de  la  fonction  qu'on  développe 
lorsque  x  sera  suffisamment  petit  (ou  suffisamment  grand  si 
les  puissances  de  x  vont  en  décroissant). 

En  les  prolongeant  indéfiniment,  on  obtiendra  des  séries 
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infinies.  Si  ces  séries  sont  divergenles,  elles  n'ont  aucun  sens. 
Mais  Caucliy  a  signalé  ce  fail  remarquable  que,  mémo  on  étanl 
convergonles,  elles  peuvent  ne  pas  élre  ('gaies  à  la  fonction 
(|ui  leur  donne  naissance. 

Considérons,  à  cet  elFer,  la  l'onction  f{jr)  =  e  ■^.  Ses  déri- 

a     -  i 
vécs  successives  sont  une  somme  de  termes  de  la  forme  —  e  •^'• 

delà  se  voit  immédiatement  sur  la  dérivée  prennère,  et  iOn 
\érifie  non  moins  facilement  que  la  di'rivée  d'un  semblable 
terme  se  compose  de  deux  termes  de  celte  forme. 

Ces  dérivées  s'annulent  tontes  pour  x  =  o,  car,  en  posant 


I 

on  aura 

X  ~  "' 

az 

(|uanlilé  dont  la  limite  est  nulle  poui'  ./•  3^-  o,  doù  :;       r.. 
La  série  de  Maclaurin 

/(o)^-.r/'(o)-^..., 

prolongée  indéfiniment,  sera  donc  ooiiveigcnte,  tous  ses 
termes  étant  nuls.  Mais  elle  est  égale  à  zéro  et  non  à  fix). 
Il  est  donc  nécessaire,  pour  reconnaître  si  une  fonction  est 
déveloj)[)able  en  série  infinie  par  la  formule  de  Maclaurin, 
d'étudier  le  reste  R«  et  de  s'assurer  qu'il  tend  vers  zéro  quand 
n  augmente  indéfiniment.  C'est  ainsi  que  nous  avons  procédé 
pour  développer  (i  +  jc)"*,  log(i  -1-  .r),  .... 

280.  Soity(\r)  une  fonction  qui  devienne  indéterminée 
|)our  une  valeur  particulière  a  de  la  variable.  On  nomme 
vraie  valeur  de  cette  fonction  pour  x  ^^  a  la  limite  vers 
laquelle  tend  f[a-{-li)  lorsque  k  tend  vers  zéro.  Cette 
vraie  valeur  peut  être  finie,  infinie  ou  indéterminée.  Si  elle 
est  déterminée,  elle  se  trouvera  en  eliereliant  la  valeur  prin- 
cipale du  développement  de  /'(/'/  '-  h)  sui\aiil  les  puissances 
croissantes  de  li. 
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Soit,  pai'  exemple,  f{^)  =  f-, — r»  'f  et  •!j  s'annulant  pour 

x  =  a,  mais  étant  dévcloppables  par  la  série  de  ïajlor;  on 
aura 

.,  ,  ^        o{a  -^  h)  '   ^    '  1.2.  .  .n  ' 


l  .-2.  .  .11 

Soient  respectivement  z^P^a)  et  '^^(«)  les  premiers  termes 
cpii  ne  s  annulent  pas  dans  les  deux  suites 

o{a),  rp'(a),    ...      et     6(«),   'l' (a),    .... 

La  vraie  valeur  sera  la  limite  de 

i  .2.  .  .f/  ,        '■::''( a) 
i  .2. .  .p  '!'''(«) 

Elle  sera  nulle  si  y?  >  ^,  infinie  si  p  <<  q,  égale  à  -J— — -  si 

281.  Si  y(-p)  devenait  indéterminée  pour  x  ^=  ce,  on  dé- 
velopperait J\jc)  suivant  les  puissances  décroissantes  de  j;; 
et  la  vraie  valeur  serait  nulle,  finie  ou  infinie,  suivant  que 
Tordre  du  premier  terme  du  développement  serait  négatif, 
nul  ou  positif. 

282.  Exemples.  —  i"  Soit  à  déterminer  la  vraie  valeur 
de 

14-  - 
mj 

pour  m  =  ce. 

Cette  expression  est,  par  définition,  égale  à 


m  Log  (  IH )  ' 

e        ^     '"  '  =  e 


\  m        -2  m-  / 


—  aimA-Tii  nZ 


e-  e 


k  étant  un  entier  qui  dé[)end  de  la  brandie  de  logarithme  que 
Ion  aura  choisie. 
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Le  dernier  facteur  tend  évidemment  vers  e"  =  i .  Si  donc 
on  choisit  la  branche  pour  laquelle  /,•  =  o,  d'où  e-"^*"' =  i, 
on  aura  une  vraie  valeur,  égale  à  e'. 

Pour  les  autres  branches  du  logarithme,  la  vraie  valeur 

sera  entièrement  indéterminée,   tant  que  m  ne  sera  assujetti 

qu'à  la  seule  condition  de  tendre  vers  gc.  En  effet,  soit  u.  une 

,                        .   ,,                                2 /JTTi -4-Lo2:a 
quantité  quelconque  ;  si  1  on  pose  ni  ^ r — -r-^ — ?  /i  étant 

un  entier  qui   tend  vers  x,   m  tendra  également  vers  x,   et 

2"  Cherchons  la  vraie  valeur  de 

m('v/^  — i) 
pour  m  =  oc. 

Cette  expression  est,  par  définition,  égale  à 

(   -  log:        \  /I02:-:;       I  los:-^ 


\  /los- 

I  /  =:  /?«     

\    m 


—  log:: 


2     m- 

1  lo^-5 

2  //i 


Sa  vraie  valeur  est  loge. 


Z'^  Cherciions  enfin  la  vraie  valeur  de  z'  pour  ;  :=  o. 
On  a 


La  vraie  valeur  sera  donc  e'-',  en  désignant  par  r  la  vraie 
valeur  de  z  log5. 

Or,  soient  z  le  module  et  ':>  l'arirument  de  ;:,  on  aura 

x;logG  =  «(Logp  +  io). 

Le  premier  terme  z  Logo  a  pour  module  p  Logo.  Lorsque  0 
tend  vers  zéro,  Logo  tend  vers  —  x,  mais  moins  rapidement  : 
donc  p  Logo  tend  vers  zéro. 

Le  second  terme  zi'^  a  pour  module  p'.p,  qui  peut  prendre 
une  suite  de  valeurs  quelconques  lorsque  0  tend  vers  zéro,  à 
condition  de  choisir  convenablement  les  valeurs  correspon- 
dantes de  '^.  La  vraie  valeur  est  donc  indéterminée,  taiiLtprou 
ne  précisera  rien  sur  la  manière  dont  '^  \arie. 
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Mais  si  cet  argument  est  astreint  à  rester  compris  entre 
deux  nombres  fixes  (en  particulier,  si  .:  reste  réel),  oz>  tendra 
vers  zéro.  Donc  on  aura 

('  z=  lim  .;  loe  .;  — -  o,  lim  c-  =  e"  =:  i . 


283.   La  vraie  valeur  d'une  fonction  de  plusieurs  variables 
est  généralement  indéterminée. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  -y- — '-^—r-  Supposons 
^  '  'h {a:,  y)  '^ ^ 

que  C2  et  6  s'annulent  pour  jc^a,  y  =  b,  mais  que  leurs 
dérivées  partielles  ne  s'annulent  pas.  La  vraie  valeur  serait  la 
iiniile  du  rapport 


if,             '    /■ 

'■D{a  -h  /i,  h  +  A)        da           ôb 

^R 

'b{a  -^/i,b-h  k)  ^  à'^j           à'b 
da       '    db 

-? 

do  ,        do  , 
-^/i-h  ^k 
da          do 

à'^  ,        d^l  , 
d-a/'-^Tb^' 

On  voit  qu'elle  dépend  du  rapport  variable  j,  à  moins  que 

on  u  ait 

d'i  d^ 

da  db 

'd^  ^~d^' 
da         db 


in.  "   Séries  et  produits  infinis  à  termes  numériques. 

284.  Soit  Uf ,  u-2,  . .  ■ ,  if/ii  • . .  une  suite  indéfinie  de  quan- 
tités. Ainsi  que  nous  l'avons  dc'jà  indiqué,  si  les  sommes 
successives 

S.2^=  «I  -f-   It,, 

) 

Sn=  Ki^  It2-h.  .  .-h  Un, 
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tendenl  vers  une  limile  finie  s,  on  dit  que  la  série  infinie 
S  =  M|  +  «2  -H  •  ..-!-//„-!-...=  -  ///, 

est  convergente  cl  a  {)Oiir  somme  s. 

Dans  le  cas  contraire,  la  série  est  divergente. 

28o.  La  divergence  peut  se  manifester  de  plusieurs  ma- 
nières : 

1°  Les  sommes  5(,  ...,  s,ii  •■•  peuvent  tendre  vers  x.  Ce 
mode  de  divergence  est  le  seul  (|iii  |)uisse  se  présenter  si  les 
quantités  ;/,,  ...,  u,i-:  •••  sont  réelles  cl  positives,  car  alors 
les  quantités  5|,  ...,  .ç«,  ...  sont  positives  et  forment  une 
suite  croissante  (10). 

1°  Les  sommes  5|,  ...,  s„  ne  tendent  vers  aucune  liniilc 
finie  ou  infinie. 

Ce  cas  se  présenterait,  par  exemple,  [)Our  la  série 

I  —  I  -!-  I  —  I  -t- .  .  .  . 

t28(3.  Lorsqu'on  peut  trouver  l'expression  générale  des 
sommes  5«,  on  devra  la  discuter  pour  s'assurer  si  pour  n  ^=  x> 
elle  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminer  celle-ci. 

Considérons,  par  exemple,  la  progression  géométrique 

a  -i-  «/■  4-  .  .  .  4-  ar"  -1-  .  .  .  :=  lar". 
On  a 

Si  I  /•  I  <<  I ,  I  /•  ["  et,  par  suite,  /•"  tendra  vers  zéro.  La  série 

est  donc  convergente  et  a  pour  somme 

Si  I  /•  I  ^  1 ,  5  est,  au  contraire,  divergente  ;  car,  pour  (prdle 
convergeât,  il  faudrait  (pi'on  eût 

o  =  lim(.ç„^.i  —  s„)  =  lima/" , 

ce  qui  n'a  pas  lieu  ;  car  on  a 

I  ar"  I  -=  I  (-/]  \r\"l  \  a\. 
i   —  I.  18 
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!287.   Considérons,  comme  second  exemple,  la  série 

y '- 

^{z  -\-  n  —  i){z  -h  n).  .  .{z  -^  n  -f-  k) 
Le  terme  général  peut  se  mettre  sous  la  forme 


_r n 

I   L(:;-i-/«  —  i).  .  .{z-\-n-i-k  —  / 


k -h  i   \_{z  -]-n  —  i).  .  .{z-i-n-i-k  —  i)       {z-h  n) .  .  .{z-hn^  k) 
Sommant  de  i  à  m  toutes  ces  expressions,  il  viendra 


A  +  i 


_z{z  -}-  i).  .  .{z  -+-  k)        {z  -h  m).  .  .{z-h  /n  -^  k 

les  autres  termes  se  détruisant  deux  à  deux. 
Passant  à  la  limite,  il  viendra 


/c  +  i 


Z{Z-\-l)...{Z^k) 


288.  Dans  le  cas  beaucoup  plus  fréquent  où  l'on  n'est  pas 
en  mesure  de  déterminer  les  sommes  s,i,  on  sait  (t))  que  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  convergence  est  que 
l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  /?, 

Zfi  ne  croissant  pas  (juand  n  croit,  et  tendant  vers  zéro  pour 
/i  =  ce. 

Ov\  aura  d'ailleurs,  en  passant  à  la  limite,  pour  /?  =  x, 

La  condition  de  convergence  sera  évidemment  satisfaite  si 
l'on  a 


"/t+/J  I   "^  ^n- 


Cette  dernière  relation,  suffisante,  mais  non  nécessaire  pour 
que  S  converge,  exprime  que  la  série  à  termes  réels  et  po- 
sitifs 

T  =  i  ;/l  I  +  .  .  .  -f-  I  lia  I  +  •  •  •  , 

formée  par  les  modules  des  termes  de  S,  est  elle-même  con- 
vergente.  Si  cette  circonstance  se  présente,  on  dira  que  la 
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série  S  esl  absolument  com-ergente.  On  dira,  au  contraire, 
que  cette  série  S  est  semi-convergente  si  elle  est  conver- 
gente, sans  que  T  le  soit. 

Les  propositions  suivantes  mettront  en  évidence  la  diffé- 
rence profonde  qui  existe  entre  ces  deux  classes  de  séries. 

289.  Théorème.  —  On  n'altère  pas  la  valeur  d'une 
série  absolument  convergente  en  changeant  Vordre  de 
ses  termes. 

Soit  s  =  u,  -h  Uj-h  ■  ■  ■+  Un+  ■  •  ■  la  série  donnée.  Chan- 
geons l'ordre  de  ses  ternies;  soient  V(,  Vo,  ...  les  rangs  res- 
pectivement occupés  dans  la  nouvelle  série  s'  par  les  ternies 
//i,  ff.j,  ....  Soit  5^,  la  somme  des  m  premiers  termes  de  s'. 
Il  faut  montrer  qu'on  peut  assigner  un  nombre  |j.  tel  que  si 
m  >>  a,  I  5^^  —  s\  deviendra  moindre  que  toute  quantité  0 
fixée  d'avance. 

Soit  n  un  entier  à  déterminer  ultérieurement;  désignons 
par  UL  le  plus  grand  des  entiers'v,,  ...,  v«.  Si  m  >>  a,  la 
somme  s'„^  se  composera  :  1°  des  termes  ?/,,  . ...  //«  ;  2"  d'un 
certain  nombre  d'autres  termes  u-x,u^^,  . .  .  d'indice  >-  n  ;  soii 
/i  -f-  ^  le  plus  grand  de  ces  indices. 

De  l'égalité 

•<«  —S^  S„  —  S-^  S',„  —  S„  =  S„  —  .î  -i-  «a-i-  "?-i-  ■  •  •  , 

on  déduit 

\-<n  —  S  I  %  I  S,,-  S  I  +  I  «^  [  -f-  I  «3  I  -H.  .  . 

<  I  •««  —  -î  I  +■  [  I  «/«+1  I  -^  1  ««+2  I  +  •  •  •  -^  I  «/i+p  I  ]  <   2  c„, 

expression  qui  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  ce.  Donc,  en 
choisissant  n  assez  grand,  on  peut  la  rendre  ■<  0. 

290.  Remarque.  —  On  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
répartir  les  termes  de  s  en  une  infinité  de  classes  contenant 
chacune  une  infinité  de  ternies.  (Nous  pouvons,  par  exemple, 
mettre  dans  une  première  classe  les  termes  dont  l'indice  est  un 
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nombre  premier;  dans  une  seconde,  ceux  où  il  est  le  produit 
de  deux  facteurs  premiers,  et  ainsi  de  suite.) 

Soient  i'ii,  i'i2,  . . .  les  termes  de  la  classe  /,  écrits  dans  un 
ordre  déterminé  :  les  séries 

ii  =  «Vi  +  t'/2  + . . .         ( <■  =  I ,  î?, .  .  . ,  x) 

seront  absolument  convergentes,  et  l'on  aura 

5  =  ^1 -h  <,"+"•••  • 

Soient,  en  effet,  //„j  la  somme  des  m  premiers  termes  de  i,  ; 
s„  celle  des  n  premiers  termes  de  s.  Il  faut  montrer  d'abord 
que,  si  m  tend  vers  oc,  la  somme 

*'/,/«  +  !  I  ~T-  ■  •  .  H-  I  ^'i,m+p 

tend  vers  zéro,  quel  que  soit  p. 

L'entier  n  étant  choisi  à  volonté,  prenons  m  assez  grand 
|)Our  que  tous  ceux  des  termes  u^,  iio,  ...,  if/i  qui  figurent 
dans  ^z  figurent  dans  ti^„i-  Les  termes  i'i^m+\,  ■■•■,  ^'i^m+p  se- 
ront donc  de  la  forme  ««,  u^,  .  . .,  où  les  indices  a,  |j,  . . .  sont 
>  n.  Soit  n  -j-  q  le  plus  grand  d'entre  eux,  on  aura 


^ri-hq  I   <  -/j> 


I  ''/,/«+!  I  +  •  •  •  -^  I  i'i,,n+p  I  =  1  "a  I  +  I  «p  I 

=  l«„+ll4-...- 

quantité  qui  tend  vers  zéro,  pour  n  infini. 
Considérons,  en  second  lieu,  la  somme 

où  /,  ni  seront  pris  assez  grands  pour  (jue  Si,n  contienne  ton? 
les  termes  de  s,i  ;  on  aura 

S/m  -S„  =  ll.j_+  IIQ,-^.  .  ., 

a.    j.  .  . .  étant  >>  n\  et,  par  suite, 

I  Slifi         S,i  I   ^  £;j. 

Faisons  tendre  m  vers  oc;  nous  aurons  à  la  limite 

\t^-\-t.-^...-\-ti  —  S„\  ^£,„ 
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puis,  en  faisant  tendre  /  vers  x, 

\  Ci-\-  to-h  ■  -  ■        Sfi\  ^  1,1, 

Faisant  tendre  enfin  n  vers  x,  il  viendra 

S=zti-h  t^n-.  .  .  . 

;291,  Théorème.  —  La  somme  ri' une  série  semi-corne/ - 
gente,  à  termes  réels,  dépend  de  l'ordre  de  ces  termes;  en 
disposant  ceux-ci  coni'enablement,  on  peut  lui  donner  la 
valeur  que  l'on  veut. 

Soit  s  ^=  u ^  -\-  . . .  —  u fi-{- .  .  .  la  série  donnée.  Puisque  elle 
est  convergente,  on  aura 

el,  en  particulier,  comme  u„^f  =  5„^|  —  s,i, 

I  '^/i-t-p!  —  ]  ^n-i-p—l         ^/i-\-p]  <C  ^n-hp—l  <C  -n' 

Soient  d'ailleurs  A,i  et  —  B,i  la  somme  des  termes  posi- 
tifs et  celle  des  termes  négatifs  qui  sont  contenus  dans  s,i[ 

on  aiira 

lim.ç„=lim(.-V„—  B„)  =  5. 

-Mais,  d'autre  part,  la  série  des  modules 

|«,1  +...+  1  «„|  +  .  .. 
esl  divergente  par  hypothèse.  Donc  les  sommes 

7,  =  ;«,!,       ...,      7„— ] //,| +  . .  .-h  1  «„]  =  A„  + B„, 

ne  tendent  pas  vers  une  limite  finie,  et  comme  elles  sont  po- 
sitives, et  vont  en  croissant,  elles  tendent  vers  oc. 
Les  deux  conditions  que  nous  venons  de  trouver 

lim  I  A„— B„j=.v,         \im  \  \^^+Bn\  =  ce 

donnent  évidemment 

limA„=:X),  limB„r=:X. 

Soient  donc  Ct ,  Cj,  ...  les  termes  positifs,  et  —  r/, .  — c/o.  ... 
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les  termes  négatifs  de  la  série  s.  Les  deux  sommes 

Cj-HCjH-...      et     r/,  H- r/2+ . . ., 

considérées  séparément,  seront  infinies. 

D'ailleurs,  le  rang  d'un  terme  quelconque  dans  l'une  de 
ces  séries  étant  au  plus  égal  à  celui  qu'il  occupe  dans  la  série 
//,-)-  . . .  +  i/n-h  •  •  •  qui  résulte  de  leur  réunion,  on  aura 

I  ^n+p  I  "^  ^11  )  ^'  /!+p  "^  ^ri  • 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  rangeant  convenable- 
ment les  termes  de  la  série,  on  pourra  lui  donner  pour 
somme  un  nombre  M  choisi  à  volonté. 

Prenons,  en  effet,  dans  la  suite  positive  C(,  Co,  ...  le 
nombre  de  termes  strictement  nécessaire  pour  que  leur 
somme  surpasse  M  (ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  la 
somme  Ct  +  . . .  +  c«+ . . .  est  infinie),  puis  dans  la  suite 
négative — f/, ,  — d.2,  ...  le  nombre  de  termes  nécessaires  pour 
ramener  la  somme  au-dessous  de  M,  puis  dans  la  suite  posi- 
tive assez  de  termes  pour  lui  faire  dépasser  de  nouveau 
M,  etc. 

Soient  s' la  nouvelle  série  ainsi  formée,  s'^  la  somme  de  ses 
/n  premiers  termes.  Les  quantités  s'^^ —  M  oscilleront  autour 
de  zéro  et  convergeront  d'ailleurs  vers  cette  limite. 

En  effet,  la  différence  s'^^ —  M  est  au  plus  égale  en  valeur 
absolue  au  terme  dont  l'adjonction  a  produit  le  dernier  chan- 
gement de  signe  dans  la  suite 

5; —  M,      ...,     s'„,—  M. 

Chacun  de  ces  changements  de  signe  exige  alternativement 
l'emploi  d'un  terme  au  moins  de  l'une  des  suites  C),  Ca,  ••• 
ou  — d,,  — (/oj  —  Dès  que  m  sera  devenu  assez  grand  pour 
que  le  nombre  des  changements  de  signe  qui  se  sont  produits 
avant  le  terme  s'^^ —  M  soit  >>  2/1,  le  terme  qui  a  produit  le 
dernier  d'entre  eux  occupera  un  rang  supérieur  à  n  dans 
celle  des  suites  Ct,  Co,  . . .;  —  di,  —  d^.,  ...  à  laquelle  il  appar- 
tient, on  aura  donc 

|.C-M|<e„. 
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292.  Supposons  que  les  ternies  de  la  série  s,  au  lieu  ilèlre 
réels,  comme  on  Ta  admis,  soient  des  quanlilés  complexes 

"n  =  «/,  4-  Z/„  /. 

La  série  I;/,^  tendant  vers  une  limite  finie  c  +  di,  -«„  et 
'Zbn  tendront  respectivement  vers  c  et  d.  D'autre  part,  la 
série  S  |  ;^,(  i  =  ï  ^  a^  +  b^  est  divergente,  par  hypothèse,  et, 
ses  termes  étant  positifs,  elle  a  une  somme  infinie  II  en  sera 
de  même  a  fortiori  de  la  somme  2(|  «„| -h  |  ^«|)  dont  les 
termes  sont  au  moins  égaux  aux  siens.  Donc,  l'une  au  moins 
des  deux  séries  S|<2/||,  S|6„|  a  une  somme  infinie.  Donc, 
l'une  au  moins  des  deux  séries  !!«„  et  I^^  est  semi-conver- 
gente. On  pourra  donc,  en  modifiant  l'ordre  des  ternies  de  la 
série  s,  donner  une  valeur  arbitraire  à  sa  partie  réelle,  ou  à 
sa  partie  imaginaire. 

293.  Théorème.  —  Si  deux  séries  s  =  'Ei/„  et  <  =  Ir,, 
sont  absolument  convergentes,  la  série  7  =  ^u^v^^  formée 
par  les  produits  deux  à  deux  de  leurs  termes,  écrits  dans 
un  ordre  ciuelconc^ue,  sera  absolument  convergente  et 
aura  pour  somme  st. 

Soit,  en  cfTet,  7,„  la  somme  des  m  premiers  termes  de  la 
série  7,  le  nombre  fn  étant  quelconque,  mais  suffisant  pour 
(ju'on  retrouve  dans  t,„  tous  les  termes  du  produit 

«?„/„=(//,  -H.  .  .4-  «„)(«', -^.  .  .-{-  (■„), 

n  étant  un  nombre  donné  quelconque.  On  aura 

^/«  —  ^ri  ^11  ~^  ^'> 

H  étant  une  somme  de   termes  u-^v^,  dans  chacun  desquels 
lun  au  moins  des  deux  indices  a,  |î>  sera  >>  n. 

Soit  11=  //a^'p+  Wa'i'p'-J-  ...  et  soit  n-r jt  le  plus  grand 
des  indices  a,  ^3,  a',  !j',  ....  On  aura 

,,  —  St\^^\s„tn  —  St\^\^\ 

%\Satn—St\-^\u^\  [fpl-l-l  Wa'M  V^\  ^..• 

<\Sntn—St\-h{\  «„+,  I  +  ...  -H  I  Un+p  I  )  (  I  <'i  I  +  .  .  .  4-  I  »"„+p  |  ) 
-t-  (I  W,|        +.  .  .  -h  I  U„\)  (1  r„^,|  -h.  .  .+  I  i'n-tpD' 
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Or  les  séries  S^]S|?oJ,  T  =  -|r„|   étant  convergentes, 
par  hypothèse,  on  aura 

I  //„+i|  +.  .  .-|-|  Un+i,\<Z,n 


<"l  I   -^  .  •  ■  -r-  I    »■„  +  „  1  <  T. 


et,  d'autre  part, 

iJonc 

quantité  dont  chaque  ternie  converge  vers  zéro  si  n  tend 
vers  X.  Mais  on  peut  prendre  n  aussi  grand  (ju'on  veut,  à 
condition  de  faire  croître  en  même  temps  /??.  On  aura  donc 
bien,  pour  m  r=  x, 

iim  I  a,„  —  st\:=.  o. 

294.  Ce  théorème  ne  subsiste  évidemment  pas  si  les  sé- 
ries s  ei  t  ne  sont  pas  absolument  convergentes.  Mais  si  l'une 
d'elles  seulement,  t^  est  semi-convergente,  on  peut  le  rem- 
placer par  le  suivant  : 

La  série  W  qui  a  pour  terme  général 

'»'«  =  (  "1  <■«  -H  "2  '■«-!  +  •  ■  •  —  «„  Cl  ) 

est  coiwergente  et  a  pour  produit  st. 
En  effet,  on  a  par  hvpothèse 

I  ^'n  +  i    +  .  •  •  ~H  i'n-t-p  I     "^  ^/f 

Cela  |)osé,  la  somme 

W„—  IV1  +  .  .  .-4-  IT'„ 

est  é\idenîinent  égale  à 

s„  t„  —  u,  ('„  —  11^ (  r,,_i  4-  i'„  )  —  .  .  . 

On  en  déduit 

I  W„  —  ^0  <  l 'î/i  t„  —st\-^\u.i\\  i'„  I  +  1  «3 1  I  (•„-!  +  <•«  I 

-h .  .  .  4-  1  "„  I  I  i'2  +  '"3  -i-  •  •  •  -t-  ''«  I 

<  I  s„  tn  —  st\-\-\  «2I  e;_,  + 1  «3 1  î;_,  -h ...  -^  I  w«  I  '-; . 
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Soit  m  le  plus  grand  entier  contenu  clans  —  •  Les  quan- 
tités î, ,  ...,  î'^  formant  une  suite  non  croissante,  on  aura, 
a  fortiori, 

I  W„—  5^1  =  |.Ç„^j— 5/|  +  f|  «,  I  +...+  I  «,„  l)ï„_,„^, 
•  ;   I  ^n  f-ii  —  5/  I  -1-  El  î„_„,^,  -f-  t,n  - 1  • 

Si  n  tend  vers  oc,  il  en  sera  de  même  de  m  et  /?  —  /7i  -f-  i . 

Donc  tous  les  termes  du  second  membre  tendront  vers  zéro, 

et  l'on  aura 

lira  1  W„  —  sL  I  ^  o. 

295.  Si  les  séries  5  et  ^  sont  toutes  deux  semi-conver- 
gentes, la  série  AV  pourra  ne  plus  être  convergente;  mais  si 
elle  l'est,  on  aura  encore 

W  =  si. 

Pour  le  faire  voir,  nous  nous  appuierons  sur  le  lemme 
suivant  : 

Si  les  quantités  .Ç| ,  ....  s,i  com^ergent  vers  une  limite  .s\ 
on  aura 

lim =3  5. 


On  a,  en  efifet. 


Sn_  _      ,    (.y,  — -0  -t-.  .  ■■+-  (5„  — -0 


<1  ou 


s.  -f-  s,  -+-  , 


5,  — .Ç|  -h...-l-  U„  — 5 


D'ailleurs,  .S|,  s^-,  •  •  •  tendant  vers  une  limite  v,  on  a 
et  à  la  limite,  en  faisant  tendre  p  vers  x, 
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Donc 
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JjCs  quanlilcs  s  formant  une  suite  non  croissante,  on  aura, 
a  fortiori^  en  désignant  par  1  l'entier  positif  le  plus  voisin 

de  sjn, 

X£,  +  (/l  —  X)£).+  i 


—  +s>.^„ 


et,  en  faisant  tendre  n  vers  a;, 
lim     


—  5  =  0. 


Les  cjuantités  .S|,  ...,  s^  étant  toujours  supposées  con- 
verger vers  5,  leurs  modules  \Si\,  .  .  . ,  |  5,,  |  convergent  évi- 
demment vers  |5|.  Donc  on  aura  également 


.    .    .    -\-    \Sr. 


iim 


Si  donc  les  séries  s,  t,  W  sont  convergentes,  on  aura,  en 
désignant  respectivement  par  5«,  t,i,  W«  les  sommes  de  leurs 
n  premiers  termes. 


s  =z  lim  — 


/  =:  Iim 


-h  in 


w  =  hm 


!296.   Gela  posé,  on  a 

=  «i(t^i  +  ...+  r„)4-  "2(<'l  +  -  •  •+  <'«-l)  +■ 
:=  l/lt„-h  ?/2^„-, +  .  .  ., 
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Posons 
d'où 

1  '*(!.  I   <    '|JLj  I  ^'|X  I   <    ^[A- 

Oïl  aura,  en  clcsi<j;nanl  encore  par  m  le  plus  grand  nombre 
entier  contenu  dans  -j 

2 

Si  Ifi    .    •  .  .  -1-  S„i  ln^iii^i 

=  (5,  +  .  .  .  4-  S„i  )t-\-Sih'„-h...-{-  S,„  hn^in^i, 

■*/H-*-l  ^n—m  +  •  •  •  -H  ^/)  tl 

=  (^1  +  .  .  .+  ^„_„,).V4-  h,„^yt,i-,n^.  .  .-{-  hnii, 

et,  par  suite, 

W1+...+ W„  _  (■91  +  ...-^.;,,,)^  m  _  (^1+...+  ^,-„,).?  /^  —  m 
a  m  n  n  —  m  a 

(■?!  k„-\-  .  .  .-V-  S,„k„-,„  +  x  )  -+-  {/l„,-hl  t-n-m  -h  ■  ■  .  -T-  h„ti) 

n 

Passons  à  la  limite  pour  /i  =  oc.  Si  l'on  remarque  que  /)i 

1     .  ■    o    •  ni     n  —  lu 

et  n  —  m  deviennent  iniinis  avec   n  et  que  -,  onl 

*        //  n 

pour  limite  commune  .', ,  on  voit  que  la  limite   du   premier 

membre  sera 

2  2 

Donc  on  aura 

-\-s„i  A'„_,„^,  )  +  /<,„+,  /„_„,4-...H-«„  ^1  I 


W 


,.     [{Sxk„- 
—  5/=:lim    \J—JL. 


Or  ce  second  membre  tend  vers  zéro.  En  effet,  son  module 
est  au  plus  égal  à 

I  *1  I  'rt  -r-  •  •  •  +  I  -î/w  I  £«-;;,+!  +  ^m+l  I  tn-m  I  +•••+£«  Ul  | 


=  \S\  I  +...-l-.y,„  I  m  _,  |/,  I  +...+  I  In-m  I  n  —  m  _ 
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tendra   vers    | 

U,  |-f-...+  l^„_„,  1                   1     m          «-m 

vers  t;,  £/,_,„+, 

n  —  m                         '     '      n               n 

^m+i  vers  zéro. 

cl 


;297.  Cherchons  à  oblenir  des  règles  qui  nous  permettent 
de  distinguer  si  une  série  est  ou  non  convergente. 

Considérons  à  cet  effet  une  série  dont  le  terme  général 
soit  un  produit  de  deux  facteurs,  telle  que  la  suivante  : 

Cette  série  sera  convergente  si  la  quantité 

(2  )  I  a„4.|  l/,i+i  -i-  .  .  .  +  ^n-hp  ll'it+p  I 

tend  vers  zéro  pour  n  =  x,  quel  que  soit  p.  Elle  sera  même 
absolument  convergente  si 


tend  également  vers  zéro. 

Celte  dernière  condition  sera  certainement  satisfaite  si  : 
1°  la  série  Sm„  est  absolument  convergente;  2"  les  modules 
des  facteurs  y.,t  ne  surpassent  pas  un  nombre  fixe  A. 

On  aura  en  effet,  dans  ce  cas, 

!««+!  I     |"«-M  I   +...-i-  h«+/;|    1  lln+p\   <A(|   lln^x  \  +...4-|  «„  +  ,)  |  ) 

7As„. 

(juanlité  qui  tend  vers  zéro  pour  n  =  co. 

Donc,  en  mullipliant  les  termes  d'une  série  absolu- 
ment convergente  par  des  faeteurs  dont  les  modules  ne 
surpassent  pas  un  nombre  fixe,  on  obtient  une  nouvelle 
série  de  même  nature. 

Si,  de  plus,  les  modules  des  faeteurs  y.,,  ne  deviennent 
jamais  inférieurs  à  un  autre  nombre  fixe  a,  leurs  inverses  ne 

pourront  surpasser  -,   et   l  on  pourra  reciprofpicmcnl  con- 
clure de  la  convergence  absolue  de  la  série  '^y.„ii,t  eclle  de 


I 
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la  série  -;/«.    Les  deux  séries  seront  donc  en  même  temps 
absolument  convergentes  ou  non. 

298.  Deux  autres  cas  de  convergence  certaine  peuvent  être 
mis  en  évidence,  en  mettant  lexpression  (2)  sous  la  forme 
suivante  : 

!  ^n+p  (  f^n-i-p  -f-  .  .  -  +  ^n-i-l  ) 

+  i^n+p-l  —  "^n+p)  {^n-i-p-l-^  ■  ■  ■  -+-  if n+l) -^  ■  ■  ■ -h  {^n^\  —  '^n-ri)  "n  +  l  I 
—  I  •'■n-i-p  \  ^n-h/>        ^n  ) 

-H  (^«  r-p-l         '^n^p)  K^n+p-l        'î/j  )  -f-  .  .  .  -r-  (^«-i-i  —  ^/j-i-a)  {^n  +  \  —  ^n  )  r 

Soit  M„  le  plus  grand  des  nombres  \s,|_^.p — s„\,  .... 
\s,i^,  — s,i  [.  L'expression  |)récédente  sera  au  plus  égale  à 

(•j)       (  I  ^n-t-/>  I  "T~  l'^n-t-p  —  l         "^/i-i-pl  ~r~  •  •  •  "T"  |  ^n-hl  —  ^n+i  |  )-'!«• 

Cette  quantité  tendra  vers  zéro  pour  n  ^=  y.,  si  l'un  des 
deux  facteurs  qui  la  composent  tend  vers  zéro.  Tautre  res- 
tant fini. 

299.  Supposons,  en  premier  lieu,  avec  Diriclilel  : 
i"  Que  la  série 

(a)  I  a,  —  a,  I  4-  .  .  .  +  I  a„+,  _  a„  !  ^  .  .  . 

soit  convergente  ; 

y"   Qu'on  ait,  pour  //  =^  x, 

liiii  7./,:=  o; 

3"  Que  les  modules  des  sommes  s^,  s-^.  ...  ne  surpassent 
pas  une  limite  fixe  L. 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  ou  aura 

(  -^  )  I  "^n-i-p—ï         ^it+p  I  "^  •  •  •  ~^  I  ^«-+-1  ^/î-i-2  I  ^  -ni 

S,',  tendant  vers  zéro. 

D'après  la  seconde  hypothèse,  a,,^^,,  tendra  également  vers 
zéro.  L.nlin  Ir-s  quaiililés  \s„^p  —  s„\,  ...  et,  par  suite,  M„  ne 
surpasseront  pas  •_>.  L.  11  y  aura  donc  convergence. 
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Le  cas  parliculier  le  plus  inlcrcssant  est  celui  où  l'on  suj)- 
pose  : 

i"  Que  les  quantités  a  sont  positives  et  décroissantes. 
2"  Qu'on  ait  linia„=o.  Dans  ce  cas,  la  série  (4),  qui  se 

réduit  à 

(a,— a,)  +  (a,— a3)+.  .  ., 

est  évidemment  convergente,  et  a  pour  somme  a,. 

3"  Que  les  quantités  ;/,,  //o,  .  .  .  forment  une  suite  pério- 
dique, telle  que  la  somme  des  termes  d'une  période  soit 
nulle. 

Particularisons  encore,  en  supposant  que  la  suite  des  ii  se 
réduise  à  la  suivante 

+  1,     —I,     +1,     —I,      .  .  ., 

nous  obtiendrons  ce  théorème  : 

Lue  séfie 

ai —  a,-!-  «3—  a^-l-  .  .  . , 

dont  les  termes  sont  positifs  et  décroissants,  et  tels  que 
Von  ait  lima„=  o,  est  toujours  convergente. 

300.   Supposons,  en  second  lieu,  avec  x\bel  : 
I"  Que  la  série  (4)  soit  convergente  ; 
2°  Que  la  série  u^-\- .  .  .-\-  U/,  +  • .  .  le  soit  aussi. 
L'expression  (5)  tendra  encore   vers  zf-ro.    On  a,  d'autre 
part, 

d'où 

\^n+p\  <   I  3ti  [  4- A, 

A  d(''signant  la  somme  de  la  série  (4)- 

Donc  le  premier  facteur  de  (3)  restera  au-dessous  d'un 
nombre  fixe.  Quant  aux  quantités  \s,i^p — 5„  |,  ...,  elles 
seront  toutes  moindres  que  £„.  Le  second  facteur  tend  donc 
vers  zéro,  et  il  y  a  encore  convergence. 

La  convergence  de  la  série  (4)  est  évidemment  assurée  si 
les  (pianlilés  a, ,  ao,   ...  sont  réelles,  positives  et  non  crois- 
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sanles  :  dans  ce  cas  parliculier,  on  aura  donc  le  théorème 
suivant  : 

Une  série  conKcrgenle  resle  encore  conK-crgente  si  Von 
multiplie  ses  divers  ternies  par  des  nombres  positifs  for- 
mant une  suite  non  croissante. 

301.  Les  séries  absolument  convergentes,  étant  les  seules 
où  Ton  puisse  changer  à  son  gré  Tordre  des  termes,  peuvent 
seules  être  employées  commodément  dans  l'analyse.  Il  im- 
porte d'apprendre  à  les  reconnaître.  Cette  recherche  doit  se 
faire  sur  la  série  des  modules,  dont  les  termes  sont  réels  et 
positifs.  Celte  circonstance  donne  un  intérêt  particulier  à 
l'étude  de  la  convergence  de  ce  genre  de  séries,  qui  va  dé- 
sormais nous  occuper  exclusivement. 

Cette  recherche  est  fondée  sur  le  principe  suivant  : 

Si  une  série  {à  termes  positifs)  S('„  a  ses  termes  plus  pe- 
tits à  partir  d'un  certain  rang  cjue  ceux  d' une  série  con- 
vergente de  même,  nature  2«„,  elle  sera  elle-même  conver- 
gente. 

En  efTet,  si  Ton  a 

'"«  <C   "«,  "rt  +  I  +  •■•-!-  "«  t-/j  <C   -ni 

OU  aura  a  fortiori 

Il  est  d'ailleurs  évident  qu'on  n'altère  [)as  la  convergence 
d'une  série  en  modifiant  arbitrairement  un  certain  nombre  de 
termes  au  début.  Il  suffit  donc  <|ue  l'inégalité  v'«  <^  ««  ait 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n  (pii  sur[)asscnt  un  nombre 
fixe  V. 

Si,  au  contraire,  la  série  i^i/i  a  ses  termes  plus  grands  que 
ceux  de  S//„,  et,  si  cette  dernière  série  est  divergente,  ^v„ 
le  sera. 

La  démonstration  est  la  même,  le  sens  des  inégalités  élanl 
renversé. 
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Pour  juger  de  la  convergeuce  ou  de  la  divergence  d'une 
série,  il  conviendra  donc  de  former  un  tableau  de  séries 
convergenlcs,  un  autre  de  séries  divergentes,  auxquelles  on 
comparera  la  série  donnée. 

302.  La  comparaison  avec  une  progression  géométrique 
nous  fournit  une  première  règle  simple  et  suffisante  dans 
un  grand  nombre  de  cas. 

La  série  '^ii,i  est  convergente  si,  à  partir  d'an  certain 

Il  j — 
rang,  on  a  constamment  \/a„  <<  r,  r  étant  une  constante 

<<  1  ;  divergente  si,   à  partir  d'un  certain  rang,  on   a 

"i — 

V  Un  ^  /■  >  I . 

Car  on  a,  dans  le  premier  cas, 

//,.,<;  /■",  il /■"  convergente, 

et,  dans  le  second, 

it„Z>r".  il/"  (livergenle. 

Le  premier  cas  se  présentera,  en  particulier,  si  yw»  tend 
pour  n=^y:i  vers  une  limite  /  moindre  que  i  ;  car  soit  /■  une 
(|uanlilé  quelconque  comprise  entre  /  et  l'unité;  on  pourra 
trouver  un  nombre  v  à  parlif  dinpicl  \  ii„  dilférera  de  /d'une 
quantité  moindre  eu  valeur  absobie  que  / — /•.  A  partir  de  ce 
moment,  on  aura  constamment  \iii,  >>  /". 

On  voit  de  même  que  le  second  cas  se  présente  si  \  u,, 
tend  vers  une  liniile^^  i  . 

303.  Lorsque  la  règle  précédente  ne  s'appbcpie  pbis,  on 
se  trouve  conduit  à  chercher  de  nouvelles  séries  moins  rapi- 
dement convergentes  (ou  divergentes)  que  les  progressions 
géométriques,  pour  leur  comparer  la  série  donnée. 

On  peut  construire  à  volonté  de  semblables  séries  par  les 
considérations  suivantes  : 

Soit  .M,,    ...,  iM/,  une  suite  de  quantités  positives   crois- 
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sanles,  et  telles  que  Ion  ail  lim^I„=  x.  La  séiif 

n  ~  X. 

(6)  Mi+  (NL-  M,)  +.  .  .-^  (M„-  M„-,)  -^. .  • 

sera  une   série  divergente  à  termes  positifs,  où  la  somme  s„ 
des  n  premiers  termes  sera  M„. 
La  série 


I  I  \      /  I  '   \  /    '  •     \  \^  M  ^  —  M„ 


sera,  au  eontrairc,  convergente;  la  somme  s,i  des  n  premiers 

^M  -"«-f-l 


termes  a  pour  valeur  — ^ 5  expression  dont  la  limilc  .v 


I 

est    r-p- 

Réciproquement,  toute  série  à  termes  positifs  pourra  être 
mise  sous  la  forme  (6)  si  elle  est  divergente,  sous  la  forme  ('j) 
si  elle  est  convergente.  Les  quantités  M( ,  ....  jM„  seront  dé- 
terminées, dans  le  premier  cas,  par  la  condition 

dans  le  second,  par  les  conditions 

I    I  I 

d'où  l'on  tire  les  valeurs 

.M,=:  ->  M,,  .  ,=r 


S  S  —  Sn 

304.  Nous  allons  montrer  que  la  suite  .M,,  .  ..  AI,,,  ... 
permet  de  construire  deux  systèmes  de  séries  en  nombre 
illimité,  à  convergence  (ou  à  divergence)  de  moins  en  moins 
rapide,  et  dont  les  séries  (-)  et  (6  )  ne  sont  (pic  les  premiers 
termes. 

Nous  nous  appuierons,  pour-  le  faire,   sur  ipichpies  inéga- 
lités de  la  tliéorie  des  logarithmes  (pie  nous  allons  établir. 
J.  -  I.  .9 
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Si  .r  >  o,  on  aura 

•^' 
e«  =  I  +  ^  H 1_  .  .  .  >  1  _|_  ^ 

1.2 
d'où,  en  posant  x  =  "■ -j  [y  >•  :;), 

e  -     >■-■ 

Mais  on  a,  d'aiiLre  part,  si  o  <ix  <i\ , 

x'^  „  I 

e-'"=  I  4-  X  H h  .  .  .  <  I  +  J?  H-  a;-  +  .  .  .  <  5     . 

1.2  I  —  X 

d'où,  en  posant 

x=,'-^~=^         {y>z), 

En  prenant  les  logaritlimes  dans  les  deux  membres  de  ees 
inégalités,  il  viendra 

( 8  )  ^-^^^  <  Log/  -  Log z  <  --^^^ • 

/ 

Plus  généralement,  posons 

J-.og  Log  j:  :—  Log2^,  Log  Logo.r  =  Logj^r,  .  .  . , 

S.^x  —  Log,r  Log,.r .  .  . Log^.r. 

<  )n  aura,   si  >'  >  3, 

Log  V  >  Log:;,  .  .  . ,         Log^,/  >  Logj;,c,  

Vppiiipianl  les  inégalités  (8)  à  l'expression 

l>ogjj.^,  K  —  Logj;,  +  i  c  =  Log  7—^  5 

i-'t^gtj.  -^ 

il  viendia 
Log(,j-Logp.c  V  _  Lo-       -  <  Log^.r-Logp.c 
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Faisons  le  [M-odiiil  des  inégalités  obtenues  en  posant  suc- 
cessivement ;ji.  =  i,2,  ...,  m  —  i;  niiilli|)Iions  encore  par 
l'inégalité  (8);  il  viendra 

(9)  :~\ — H  <  ^-^«'"7  —  I-og,„-  <  ;\~  '_  • 

30o.  Ces  préliminaires  posés,  nous  pouvons  étaitlir  le 
ihéorème  suivant  : 

THKoriÈMK.  —  Soit  M,,  ...,  M„  une  suite  de  quantités 
positives  satisfaisant  aux  conditions 

M„^,>M„,         limM„=zGc, 

et  soit  p  une  quantité  positive  quelconque  : 
Les  séries 

seront  toutes  convergentes,  et  les  séries 

Z         M.        '     2jM„LogAI„'      ■■    '      Z^M„A,„.M„' 

seront  toutes  divergentes. 

En  ellet,    les  qiianliti'-^  M'j M?,   ...   satisfaisant  évi- 
demment aux  conditions 

MP   .  >  MP         et         limMP  =  x, 

_  .    ^  M?  MP  / 

la  sérjc  \  — ~-~ — ,.    "  sera  convergente  (  et  aura  pour  somme 
Zj    .M  P  ,  .M  P  V 

rv7    •  1-a  série   >  — t-ï rn;—  1^  sera   également  {J.\)()   si   le 

ra|)port 

"~    M„+,MP     •     MP  ,MP 
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des  termes  généraux  de  ces  deux  séries  reste  inférieur  à  une 
limite  fixe.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  est  ainsi;  car,  si  nous 
posons,  pour  abréger, 


M, 


Al«-M 

7> 

I 

"~  7 

on  aura 


el  q  sera  positif  et  -<  i  •  Soit  [Jt.  un  entier  quelconque,  tel  que 
Ton  ait  —  -c^  0.  On  aura 

j^  |x  —  1 

a«  <  ^~'\  <  I  +  r/i^  + . . .  -T-  (i~T'  <  :x. 
I  —fjv- 

Donc  la  série 


est  convergente,  et  l'on  sait  d'ailleurs  que  la  série 

2(M„+,-AI„) 
est  divergente. 

En  second  lieu,  les  quantités 

Loo-,„M,,      Log,„I\I„,      ... 

satisfont  évidemment  aux  relations 

Log,„ \I„+i  >  Log-,„  M„ ,         lim  Log„,  M„  —  x. 

«  =  oc 

Donc  lu  série 

y  Log,.,M„^,  — Log,„M„ 

est  con\ergente.  Or,  en  appliquant  rinégalité^(9),   on   voil 
que  ses  termes  sont  plus  grands  que  ceux  de  la  série 

Za  -^l//+i  A„,_,  M„+i  i.og,„  iVl„4.i  J^ugr;^  iM„ 

2Lm„+,  A,„M„+,  LogP^iM,/ 
Celle-ci  est  donc  convergente. 
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De  même,  la  série 

\  (Log„tM„^,  -  Log,„M„) 

est  divergente,  et  ses  termes  sont  plus  grands  que  ceux  de  la 

série 

y  M„_,-M„ 

Celle-ci  est  donc  divergente. 

306.    Comme  application  particulière,  posons 

Nous  obtiendrons  la  suite  de  séries  divergentes 

(10)      \  -  ,      \  — f ,      •  •  • ,      \  — j ,      

Posant,  d'autre  part,  ^l,i^=  n — -r,  nous  aurons  de  même 
la  suite  de  séries  convergentes 


y  y 

^jn{n  —  ijP        ^j  n  Log/2  LogP(/î  —  i 


A  cette  dernière  suite,  on  j)ent  substituer  celle-ci,  dont 
les  termes  sont  respectivement  plus  petits  el  dont  la  forme 
est  un  peu  [)lus  simple, 


(II) 


y_i_,   y  ...,   y ^ 


On  remarquera  que,  x  étant  un  nombre  donné  quelconque, 
ses  logarithmes  successifs  Logx,  Log^^r,  . .  .  décroîtront  sans 
cesse  et  finiront  par  devenir  négatifs. 

Si  LogjxX  est  négatif,  il  n'aura  plus  de  logarithme  arith- 
métique, et  les  symboles  suivants  Logji^,  jr,  . . .  n'auront  plus 
de  sens.  Il  pourra  donc  se  présenter  au  début  de  chacune 
des  séries  types  (10)  et  (i  i)  un  nombre  limité  de  termes  illu- 
soires, suivis  d'un  terme  négatif.  Mais  on  pourra  leur  sub- 
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stiluer  dos  nombres  positifs  arbitraires  sans  altérer  la  con- 
vergence ou  la  divergence. 

307.  Les  considéralions  suivantes  montreni  directement  la 
divergence  des  séries  (lo)  et  la  convergence  des  séries  (i  i). 
Elles  permettent,  en  outre,  d'assigner  deux  limites  entre  les- 
quelles se  trouve  comprise  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  termes  consécutifs  de  chacune  d'elles. 

Soit  F(/«)  une  (onction  de  /?,  dont  la  dérivée  f{n)  soit 
positive,  continue  et  décroissante,  et  tende  vers  zéro  pour 
/?  =  x.    On   a,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  n  el 

/(,0>/(^-)>/(''  +  0 

cl,  en  intégrant  de  n  îx  ii  -\-  \ , 

f{x)d.r>f{n-\-i). 

n 

Posons  successivement  n^y.  v -}- i  ,  ....  v -h/?  —  i  el 
ajoutons  les  inégalités  obtenues;  il  viendra 

/(^O +•■•+/(•'  +/'-0>j^  f{x)dx 

>/(v-M)+...+/(v-H/)). 

La  somme  J\y  +  i)  +  . . .  -l-/(v  H-/?)  sera  donc  comprise 
entre  les  deux  nombres  lixes 

f         /(.r)n'./-4-/(v+/.)-/(v). 


et 


Soil  en  particulier 


F(«)=rLog//,  d'où         J\n)  —  -\ 
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posons  en  outre  v^  i,  nous  voyons  que  la  somme 

I        I  I 

-  +  --}-...  H 

26  P  ~^  ^ 

est  comprise  entre  Log(/)  +  i)  et  Log(/?  +  1)  —  i . 

Si  V  tend  vers  do,  /{y)  ety(v+/?)  tendant  vers  zéro,  on 
aura 

lim[/(v-H,)+...+/(v+y.)]z:zlim     f         f{x)dx. 

Pour  que  la  série  ^J\n)  soit  convergente,  il  faut  et  il 
suflit  que  le  premier  membre  de  cette  égalité  soit  nul  quel 
que  soit/?.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  j)our  la  con- 
vergence est  donc  que  l'intégrale 


X 


'  f{x)da^  =  F{.+p)-F{.) 


tende  vers  zéro  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  F(/<)  tende 
vers  une  limite  finie  pour  /i  =  x. 

308.   Cela  posé,  les  fonctions 

Log«,     Log./i,      ...,     Los>n+iH,      

qui  ont  respectivement  pour  dérivées 

I  I  I 

_,      — ,      ...,      — ,      ..    , 

n        ti  Log/i  n  \,n  n 

deviennent  infinies  pour  11-=.  v:.   Donc  les  séries  (lo)  sont 
divergentes. 

Au  contraire,  les  fonctions 

/i~P       Log~P/i  Log~Pw 

>      )      •  •  •  )      ■)      •  •  •  1 

—  ?  —  P  —  ? 

qui  ont  pour  dérivées 


/i'"*"P       n  Log'-^P«  n  A„, /i  LogP  n 
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s'anniilenl   })Oiir  11  -=  x.   Donc  les  séries  (11)  sont  conver- 
gentes. 

309.  La  remarc|ue  suivante  fournit  un  second  procédé 
pour  juger  de  la  convergence  d'une  série  à  termes  positifs 
par  comparaison  avec  une  autre  série  de  même  nature. 

La  série  St',*  est  convergente  si,  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  non  inférieures  au  nombre  fixe  v,  on  a 

la  série  "^Un  étant  convergente. 

Elle  est  divergente  si,  pour  /î>v,  on  a 

la  série  ^Un  étant  divergente. 

On  a,  en  effet,  dans  le  premier  cas, 
v^  3,  (Vm  =        =^JL  = 

Donc,  à  partir  du  rang  v,  la  série  Zr„  aura  ses  termes  au  plus 

éo^aux  à  ceux  de  la  série  convergente  —'^u,,'.  elle  est  donc 
^  u., 

elle-même  convergente. 

La  seconde  partie  du  théorème  s  établit  de  même,  le  sens 
des  inégalités  étant  changé. 

310.  Si  Ton  suppose  qvie  S?/„  soit  une  progression  géo- 
métrique de  raison  ;*,  on  aura  la  proposition  suivante  : 

La  série  "^v^  sera  convergente  si,  pour  /i>v,  on  a  con- 
stamment 

!>  ->  /■  étant  <  i 

(et  en  iiarliculier  si  — —  tend  vers  une  limite  />>  1  |. 
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Elle  sera  divergente  si,  pour  /î>v,  on  a  constamment 
— —  <;  ->  /•  étant  >  I 

y  et  en  particulier  si  — —  tend  vers  une  limite  /<^  i  j. 

311.  La  considération  des  séries  (i o)  et  (i  i)  conduit  à  des 
règles  plus  précises.  Pour  les  formuler,  calculons  pour  cha- 
cune de  ces  séries  la  valeur  approchée  du  rapport  — —y  en 

y  négligeant  les  termes  d,'ordrc  plus  élevé  que  — ^' 
On  a,  a\ec  cette  approximation, 

{n-h\)9        ,jP_|- p«P-'-f-.  .  .  p         z(o  —  \")     I 

-!: — ■  =  — ^ =1  +  ^4-  ^^^ -, 

II?  n?  n  2  II' 

Log(/<-i-i)  =Log/i  +  Logf  i-h- 

=  J.oert  H — 
"  n 

Loi::/*  1  I  -i- 


II  Loirw 


Log2(«  +  i)  =  Lo<?,/i  4-  Lou(  I  H -, ) 

°^  '  ^'  \  n  l.og«/ 


^  Log, /i  H- 


Log2«(  I 


/i  Log/i 
I 

//  A,// 


et  généralement 

Log„,(/^  +  i)^Log„,«(i  +  -'-^). 

Log?  (/i  +  i)  =  Log?  ni  i-\ ^ — V 
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Enfin 

n  -j-  I 

I 
n 

a 
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( .  +  ,)  A„,(«  +  0  ^  /  _^  I  \  /  _^     ;_\ . . .  /  ^      I 


1  I  I 

n        n  Loir/i  ii  A,,,  n 


(/i+i)*+P  i  +  ?        (t  +  ?)p 

r—. ^  I  M 4-    :; ' 


n'^? 


(  /?  -h  I  )  V ,„  (  «  -M  )  Los?,,  (  «  +  O 


«  A,„rtLog?  « 


I  I 

IH h 


n        /iLog/i  n\„,n 

Telles  sont  les  valeurs  du  rapport  — —  pour  les  séries  (lo) 
et  (il).  La  première  de  ces  valeurs  seule  est  exacte.  Les 
autres  doivent  être  complétées  par  un  reste  de  la  forme  -|> 
H/i  étant  infiniment  petit  pour  n  =  x. 

812.  Gela  posé,  une  série  St',i  sera  divergente  si,  à  partir 
de  n  =  V,  on  a  constamment 


^^   <I  4-  - 


ou,  plus  généralement, 


r„    ^  /  i  I      \        X 


t'„+,  '■  \      '    n    n\,„n  /        ir 


y. étant  une  quantité  positive  fixe. 
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En  cfTct,  à  la  coinpiiranl  à  la  s<;rie(io)  corrospondanlp,  la 
tlifTérence 

t'n      _       If,,       =  _    ^  -H0„ 

linira  par  devenir  négative,  0„  étant  infiniment  petit. 

Au   contraire,   ^ç^  sera  convergente,  si  l'on  peut  trouver 
une  quantité  positive  A  telle  que  l'on  ait,  à  partir  de  /i  =  v, 

«•„      -         ,!-+->'- 
>I  -^ 

OU,  plus  généralemeni, 

r„    _  I  I  I  -h  1 

— —-1  H h 


li  L,Og/i  II  S.  mil 

En  eflet,  comparons  la  série  ïr„  à  la  série  corrcspondanlc 
S«„,  formée  avec  une  valeur  de  0  moindre  que  A.  La  thlle- 
rence 

'•«  _    ^^,   =  >-  —  ?  _  ^ 

prcndra.  pour  de  grandes  valeurs  de  /?,  le  signe  de  son  j)ri'- 
mier  terme,  qui  est  positif. 

313.  Lorsque  le  rapport  — ~  est  développable  suivant  les 

puissances  entières  de    -   (ce  cas  est  à  peu  près  le  seul  cpii 

se  présente  dans  la  pratique),  les  règles  préct'dentes  permet- 
tent de  décider,  dans  tous  les  cas,  sil  y  a  ou  non  conver- 
gence. 

Soit,  en  elTet,  en  s'arrêtaiU  au\  It-rmes  du  second  ordre. 

=:  X  H i ;  j 

»•«  +  !  /«  /'" 

0',  restant  fini  pour  n  =oc. 

Si  a  -<  I ,  ou  a=  I,  (^  <  ' ,   il  y  aura   divergence;  car,  en 
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comparant  la  série  lv„  à  la  suivante 

^    "      ^  n  \.o§n 
qui  est  divergente,  on  aura 

_^  _  jtn_  _  ,^  _  j  ^  3  —  1 I ^  e;,  —  0/,  ^ 

('„+,         «„+,  ~~  '        n  n  Logn  n'- 

el  le  terme  principal,  qui,  pour  de  grandes  valeurs  de   n', 
donne  son  signe  à  cette  expression,  sera  négatif. 

Au  contraire,  si  a  >>  i ,  ou  a  ^  i ,  |3  >  i ,  il  y  aura  conver- 
gence; car,  en  comparant  la  série  -('«  à  la  série  convergente 

/  j  /  u  II  Log'^i^/i 

on  aura 


=z  a  —  I  -f- 


/iLo£;/i  n- 


expression  qui,    pour  n  sufiisammenl  grand,  sera  positive, 
car  son  terme  princij)al  est  positif. 

314.   ^'oici    une    dernière    règle    de    convergence,    due  à 
M.  Kummer  : 

Si,  pour  n  y  v,  on  peut  mettre  le  rapport  — —  sous  la 
forme 

a,  <?vj   •••,  t'«,  ...   désignant  des  quantités  positi^^es  quel- 
conques, la  série  St'^  sera  convergente. 

On  a,  en  efiet, 

''«-1-1    • 

a 
Vjoulons  les  équations  obtenues  en  donnant  successivement 
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à  II  les  valeurs  v,  v  -f-  i ,  v  +  />  —  i .  il  viendra 

,  <'v^V  ''v-4-/>  ^V-4-p    ^     ^^V  ^V 

»  v+1  -1-  •  •  ■  -i-  ^v-i-H  —  <C  ' 

a  a 

Donc  la  soiiinic  du  premier  membre  lend,  pour  /;  ^   x,  vers 

une  limite  au  plus  égale  à  -^^—^• 

a 

31o.  Séries  a  doublk  sens.  —  On  considère  parfois  des 
séries  telles  que 

(12)       .  .  .—  u_,„  +  .  .  .+  //_,+  //o4-  f/,H-.  .  .H-  «„H- 

formées  d'une  infinité  de  termes  s'étendant  dans  les  deux 
sens  à  partir  d'un  terme  central  ii^.  La  somme  s  d'une  sem- 
blable série  sera,  par  définition,  la  limite  de  la  somme 

Snin  —  (  ll-m  +  .  -  •  +  ^/q  +  •  •  ■  -+"  If,,), 

lorsque  m  et  n  tendent  tous  deux,  vers  ce,  sans  être  liés  par 
aucune  relation.  S'il  existe  une  semblable  limite,  la  série  sera 
convergente.  Pour  cela,  il  est  évidemment  nécessaire  et  suf- 
fisant que  les  deux  séries  partielles 

«o  +  .  .  .+ «„4-.  .  .      et     //_,-+-...+  «_,„  +  ... 

soient  convergentes  séparément. 

La  série  (12)  sera  absolument  convergente  si  ces  deux  sé- 
ries le  sont.  On  pourra,  dans  ce  cas,  altérer  à  volonté  l'ordre 
des  termes  sans  changer  la  somme  de  la  série;  les  écrire,  par 
exemple,  dans  l'ordre  suivant 

«0  +  "1  -H  «-1  H-  •  .  •  +  II,,  +  "-«  H-  .  .  • . 

de  manière  à  n'avoir  plus  qu'une  série  ordinaire. 

Pour  former  le  produit  de  deux  séries  de  l'espèce  (la). 
lorsqu'elles  sont  absolument  convergentes,  on  n'aura  évi- 
demment qu'à  former  les  produits  de  leurs  termes  deux  à 
deux;  les  termes  ainsi  obtenus,  écrits  dans  un  ordre  quel- 
conque à  la  suite  les  uns  des  autres,  formeront  une  nou\ellc 
série,  égale  au  produit  cherché. 
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316.  Séries  multiples.  —  Soit  u,„  ,„^  un  système  de 
qiianlilés,  dislingiiées  les  unes  des  autres  au  moven  de  plu- 
sieurs indices  /??,,  m^,  ...,  dont  chacun  peut  prendre  une 
iiilinilé  de  valeurs  entières  (par  exemple,  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives). 

On  peut,  d'une  infinité  de  manières,  écrire  ces  termes  à  la 
suite  les  uns  des  autres  et  former  ainsi  une  série  où  chaque 
terme  figure  à  un  rang  délerniiné,  sans  qu'aucun  d  eux 
soit  omis.  (On  peut,  par  exemple,  en  désignant  par  <?,,  fo,  ... 
une  suite  quelconque  d'entiers  croissants,  écrire  d'abord, 
dans  l'ordre  iju'on  voudra,  ceux  des  termes  i(,n^m....  en  nombre 
limité,  pour  lesquels  |  /»,  |  +  |  m^  |  +  . . .  <  6) ,  puis  ceux,  en 
nombre  limité,  où  cette  somme  est  >-  Ci,  mais  ^  <?o,  et  ainsi 
de  suite.) 

Une  série  ainsi  formée 

V=  (■,-+-  (•.  +  ...+  ('„  +  ..., 

dont  les  termes  successifs  ne  sont  autres  que  les  nombres 
'im  m....  écrits  dans  un  certain  ordre,  représentera  pour  nous, 
si  elle  est  convergente,  une  valeur  de  la  série  multiple 


II 


m,  111^. . .  • 


1 

/H,,  /«;,.  .  . 

Toutes  les  séries  V  se  déduisant  de  l'une  d'elles  V  par  le 
changement  de  l'ordre  de  ses  termes,  on  voit  (291-292)  que, 
si  V  est  semi-convergente,  la  série  multiple  admet  une  infi- 
nité de  valeurs  différentes.  Le  svmbole  -//„,,„,,...  n'accjuerra 
donc  un  sens  précis  que  lorsqu'on  aura  fixé  l'ordre  dans  le- 
quel les  termes  devront  être  successivement  ajoutés. 

Au  contraire,  si  V  est  absolument  convergente,  la  série 
multiple  n'aura  fpi'une  valeur  unique  (289).  Nous  dirons, 
dans  ce  cas,  qu'elle  est  absolument  convergente.  La  série 
plus  générale  2a,„  ,„^  w„,_„,^  le  sera  également,  si  les  mo- 
dules des  multiplicateurs  y.„,  ,„^  ne  surpassent  pas  un  nombre 
fixe  (297),  Enfin,  on  obtiendra  le  produit  de  deux  semblables 
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séries  en  multipliant  leurs  termes  deux,  à  deux,  et  ajoutant 
dans  un  ordre  quelconque  les  produits  ainsi  obtenus. 

317.  Considérons  en  particulier  la  série  à  termes  réels  el 
positifs 

(i3)  ^=2j(,nf+m«  +  ...+  m^)« 

—  X 

(où  l'on  exclut  le  terme  correspondant  à  /W|  =z  m ^^  ■  •  =  ni „  =  o . 
qui  serait  infini),  et  cherchons  dans  quel  cas  elle  sera  con- 
vergente. 

Soit  X  un  entier  positif  quelconque.  Le  nombre  des  sys- 
tèmes de  valeurs  de  m^,  .  .  . ,  /;?„  dont  la  valeur  absolue  ne 
surpasse  pas  x  est  évidemment  égal  à  (sjr  +  i)".  Si  nous 
excluons  ceux  de  ces  systèmes  où  177,,  . . .,  /??,,  sont  tous  <Cx 
en  valeur  absolue,  il  en  restera 

i2X  -\-i)"—  {iJC  —  ])"=:  n2«j-'»-'-|-.  .  .. 

Soit  S^  Tensemble  des  termes  de  S  qui  correspondent  aux 
systèmes  restants.  Chacun  de  ces  termes  est  évidemment  com- 

pris  entre  les  deux  limites  suivantes  — —  et  -— — :--:  on  aura 
'  JT-^        {/ix'^)-^' 

donc 

/î2".r«-' -1-.  .  .  ^       ^    I     /i  2"^  x"^-'^ -h  .  .  . 

On  a  d'ailleurs,  évidemment, 

Si=S,-t-. .  .-t-S^  +  . . . 
et,  par  suite, 

en  posant,  pour  abréger. 


2  a 


S  sera  donc  convergente  ou  divergente  en  même  temps  cjue  \  . 
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Mais  on  peut  évidemment  écrire 

A. 


A,/  tendant  ])onr  x  ^=  zr,  vers  la  limite  constante  /i2".  Pour 
que  T  soit  convergent,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  la 
série 

le  soit,  ce  qui  donne  (306)  la  condition 

2  a  >  // . 

318.   Ce  résultat  peut  être  généralisé  comme  il  suit  : 
Soient  o  une  fonction  continue  homogène  de  degré  i-j.  des 

indices  m),   ...,  m«  ;  'i  une  fonction  des  mêmes  indices,  de 

degré  inférieur  à  a  a. 

Si  la  fonction  ca  est  de  telle  nature  qu'elle  ne  s'annule  pour 

aucun  système  de  valeurs  réelles  des  variables  mj,  mo,  ••• 

(le  système  o,  o,  ...  excepté),  la  série 


(où  l'on  exclut  de  la  sommation  les  termes  pour  lesquels  on 
aurait   v -f- O  =  o)    sera   convergente    si    a>>— >  divergente 


n 
a  ^  — 

2 


< 

En  effet,  donnons  successivement  aux  variables  m i,  in>^  ... 
tous  les  systèmes  de  valeurs  réelles  qui  satisfont  à  la  condition 

Les  valeurs  correspondantes  de  o  seront  évidemment  finies 
et  de  même  signe,  car  cp  ne  pouri^ait  changer  de  signe  qu'en 
s'annulant. 

Soient  K  la  ydus  grande  de  ces  valeurs,  k  la  plus  petite, 
i^e  rapport  des  fonctions  a  et  (^m\-\- .  ..-\-  ni^)^  restera  com- 
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pris  entre  K  et  k  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  que  Ion 
considère.  D'ailleurs  ce  rapport,  étant  une  fonction  homo- 
gène et  de  degré  zéro  de  /«,<  •■•,  ni„,  ne  dépend  que  des 
rapports  mutuels  de  ces  quantités;  il  sera  donc  toujours  com- 
pris entre  K  et  k. 

D'autre  part,  'l  étant  de  degré  -<  2  7.  par  rapport  à  m,,  . . ., 
ni„,  son  rapporta  [m'-^ -{-... -h  ni'fj'^  tendra  vers  zéro  si  les 
variables  m,.  ...,  m„,  ou  seulement  quelques-unes  d'entre 
elles,  croissent  indéfiniment;  car  ce  rapport  est  moindre  rpie 

•l 
— —,  niç,  désignant  la  plus  grande  en  valeur  absolue  des  quan- 

tités  m,.  ....  /??„,  et  ce  dernier  rapport  tend  (-videmment 
vers  zéro. 

On  aura  donc 

'■?  -^  '^  =  A„,....;„„(/nj  -h.  .  .  -h  m;;)'-', 

-■^/», .../«„  étant  une  quantité  finie,  comprise  j)0ur  des  valeurs 
suffisamment  grandes  des  variables  entre  deux  limites  fixes, 

voisines  de  K  et  de  /.".  La  série  \ sera  donc  conver- 


■ic  \ 


gente  ou  divergente  en  même  tem|)s  ([ue  la  série  S,  consi- 
dérée tout  à  l'heure. 

319.   Comme  application,  considérons  la  série 
S  - ' 

où  :ico,  =  «'+ rt"/,  2io.,=:  b' ~\- b"  i,  :■  ^^  :■' -i- z" i  sont  des 
quantités  complexes  et  a  une  quantité  jxjsilivc.  La  série  des 
modules  a  pour  terme  général 


[{a'  nii-^  b'  m,-^-  z'y  +  {a"  m^  -i-  b"  m^-\-  z"  y-y 
en  posant 

'f  =:  [1  «'//«,    f-  b' ni.,)'-  H-  («"/?/,  -r-  b" /fl^y]'-. 
.1.  -  I.  20 
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La  fonction  es  est  conlinue  et  liomogène  de  degré  a.  Enfin, 
elle  ne  s'annulera  que  si  m,  ^^  in.,=^  o,  pourvu  que  le  déter- 
minant a' b" —  b' (("  soit  dilTérent  de  zéro. 

On  voit  donc,  en  appliquant  le  théorème  précédent,  que 
la  série  sera  absolument  convergente  si  y.^-2.  Elle  sera 
divergente,  ou  semi-convergente,  si  a  ^  :•>.. 

320.   Produits  infinis.  —  Soient,  comme  précédemment, 

«1.  a,,  .  .  .,  i/„,  .  .  . 

une  suite  indéfinie  de  quantités.  Formons  les  produits  suc- 
cessifs 


Si  n  augmente  indéfiniment,  il  peut  se  faire  : 
i"  Que  ces  produits  successifs  ne  tendent  vers  aucune  li- 
mite déterminée; 

2°  Qu'ils  tendent  vers  ce; 

3"  Qu'ils  tendent  vers  une  limite  finie  II. 

On  dira,  dans  ce  dernier  cas,  que  le  produit  infini 

i/if/,.  .  .11,,.  .  . 

est  convergent  et  a  pour  valeur  II. 

321.  Nous  admettrons,  pour  plus  de  généralité,  que  W(,  — 
u,i,  ...  puissent  être  complexes.  Soit,  en  général 

Un~  ««+  ^«i  =  pn(cosa„-|-  f  sina,j). 

Le  produit  n„  aura  pour  module  pi...p„  et  pour  argument 
a,  -f-.  .  .-h  a„. 

Deux  cas  de  convergence  seront  à  distinguer  suivant  que, 
pour  n  =:=  ce,  n„  tend  vers  zéro  ou  vers  une  limite  différente 
de  zéro. 
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Le  premier  cas  se  présentera,  quels  que  soient  les  argu- 
ments, si  l'on  a 

limp,.  .  .pn  —  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

lim  Logp,.  .  .p„=  lim(Logpi-i-.  .  . -+-  Logp,J  =—  oc. 

Ce  cas  se  reconnaîtra  donc  à  ce  caractère  que  la  série 

Logpi  +  . .  .-i-Logp„4-. . . 

est  divergente  et  a  pour  limite  —  x. 

3^22.  Supposons,  au  contraire,  que  n„  tende  vers  nne  quan- 
tité fixe  différente  de  zéro,  avant  P  pour  module  et  A  pour 
l'un  de  ses  arguments.  Il  faudra  évidemment  pour  cela  que 
l'on  ait 

Logp,  + .  . .  4-  Logp„  =  LogP  -+-  R„, 

a,+.  .  .-^a„  =  A  +  2Â:„tt-^R;, 

An  étant  un  entier  et  R,^,  R^^  des  quantités  qui  tendent  vers 
zéro  pour  n  =  X.  D  ailleurs  les  arguments  a,.  ...,  a,j.  n'étant 
déterminés  chacun  qu'aux  multiples  près  de  2-.  pourront 
être  choisis  successivement  de  manière  à  faire  évanouir  les 
entiers  A'„,  de  sorte  que  les  deux  séries 

(i4)  Logp,4-.  .  .-t-Logo„  +  .  . .. 

(i5)  a,  +  .  .  .+  a„  +  .  .  . 

soient  convergentes  (leurs  sommes  étant  LogP  et  A). 

Au  lieu  de  la  série  (i4)?  il  sera  souvent  plus  commode  de 
considérer  la  série 

(16)  Logp2 -f-...  +  Logp,^-h.... 

qui  s'obtient  en  doublant  tous  ses  termes. 

Si  les  séries  (i  5)  et  (16)  sont  absolument  convergentes,  il 
en  sera  de  même  du  produit  IT,  dont  la  valeur  sera  évidem- 
ment indépendante  de  l'ordre  des  facteurs.  11  en  dépendra, 
au  contraire,  et  sera  semi-convergent,  si  l'une  ou  l'autre  des 
deux  séries  est  semi-convergente. 
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Lne  condition  nécessaire,  sinon  suffisanle,  pour  la  con- 
vergence des  séries  ci-dessus  est  que  leurs  termes  tendent 
vers  zéro  pour  n  =  ce.  Il  faut  pour  cela  que  oj^  tende  vers 
l'unité  et  y.,i  vers  zéro.  Mais  on  a 

/       .       l^n 

i   sin  — 

?«  =  «!« +  ^,7)  a„  =  arc{ 

I  a„ 

I  ces  — 

l  Pn 

Il  faudra  donc  que  a„  tende  vers  l'unité  et  b,i  vers  zéro. 

323.   Théorème.  —  Pour  que  leproduil 
n  r=  ;/i  ...«„..  . 

soit  absolument  convergent  vers  une  limite  différente  de 
zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  la  série 

5=;(«,  — i)  +  .  ..-t-  («„  — i)  +.. . 

soit  absolument  convergente. 

En  elfet,  la  convergence  de  cette  série,   comme  celle  du 
produit,  exige  évidemment  que  l'on  ait 

limrt„  =  i,  lim^,j  =  o,  limp,jz:zi. 

Cela  posé,  les  expressions 

ï-ogp,!  _  Log(i  +  p,^  — 0 


?â  —  I  Pn 

et 


—  I  —  iCo- 

bn 


arc  sm  — 


tendront  évidemment  vers  l'unité  pour  n  =  oc.  Ces  facteurs 
seront  donc,  à  partir  d'un  certain  rang,  inférieurs  à  une  li- 
mite fixe,  et  il  en  sera  de  même  de  leurs  inverses.  Donc  les 
séries  (i4)  et  (i5)  seront  absolument  convergentes  en  même 
temps  que  les  séries  plus  sinq)lcs 
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Lu-^n  Lu 

Mais  si  la  série  \  b,i  est  absolument  convergente,  il  en  sera 

(le  même  de  la  série  \  b'^.  dont  les  termes  ont  des  modules 
moindres,  au  moins  à  partir  dun  certain  rang.  Daulre  part, 
la  série  \  (a,^  —  i)  peut  s'écrire 

N  (a,,  4- l)  («„—!) 

et  sera  absolument  convergente  en  même  temps  rpie  la  série 

\  {a,i  —  i),  puisque  le  facteur  «„+  i  tend,  ])Our  n  —-  x.  vers 

une  limite  fixe  égale  à  2.  Donc,  pour  (jue  II  soit  absolument 
convergent,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  séries 

\(r7„— 1)     et     2!'" 

soient  absolument  convergentes,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  la  série 

\  (a„  —  I  +  h„ i)  =:  \  ( «„  —  I ) 
le  soit. 

324.   Considérons,  comme  exemple,  le  produit 

Il  sera  absolument  convergent  si,  a  étant  >>  i,  les  coeffi- 
cients A),  ...,  A„,  ...  ont  leurs  modules  inférieurs  à  une 
limite  fixe  M.  On  aura,  en  effet, 

et  \  —  est  convergente,  comme  nous  lavons  vu. 
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Le  contraire  aura  lieu  si  a  ^  i  et  si  A,.  ...,  A„,  ...  ont 
leurs  modules  supérieurs  à  une  limite  fixe. 

32o.   Comme  application,  considérons  l'expression 

Soit  T {^■)  la  limite  vers  laquelle  elle  tend  pour  n  =  yo.  On 
aura  évidemment  r(;)  ^  do  si  g  est  un  entier  négatif,  car,  à 
partir  de  la  valeur  n  =  —  c  +  i,  toutes  les  fonctions  n(/?,  z) 
auront  un  facteur  nul  au  dénominateur. 

Pour  toute  autre  valeur  de  z,  r(^)  aura,  au  contraire,  une 
valeur  finie  et  déterminée.  En  effet,  on  peut  évidemment 
écrire 


r{z)  =  Ui2,z) 


n{2,z)  U{n,z) 


et  il  ne  reste  qu'à  prouver  la  convergence  de  ce  produit  infini. 
Or  on  a 

U(n  -{-i,  z)  n       {n-\-iY 


n  (rt,  s)  n  -\-  z        n~ 

z{z-i)  _     ,    A, 


I  4- 


in-  n- 


\.,i  tendant,  pour  n  -^^  ao,  vers  la  limite  fixe  ^^^— ^^ •  Le  pro- 
duit est  donc  absolument  convergent. 

326.  On  a  parfois  à  considérer  des  produits  infinis  dans 
les  deux  sens  ou  des  produits  multiples.  Leur  introduction 
ne  peut  plus  ofi"rir  aucune  difficulté. 


IV.  —  Séries  de  fonctions. 

327.   Si  une  série 

5  =  ?/,  H-  «.,  -h  .  .  .  4-  //„  +  .  .  . 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  ou  plusieurs  va- 
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riahles  x,  y,  ...  est  convergente  pour  tous  les  systèmes  de 
valeurs  de  ces  variables  constituant  un  certain  domaine,  elle 
représentera  dans  ce  domaine  une  fonction  de  a:,  y,  .... 

La  convergence  de  la  série  sera  uniforme,  si  Ton  peut, 
quelle  que  soit  la  quantité  positive  t,  déterminer  un  entier  v, 
indé|iendant  âe  x,  y,  ...  et  tel  que,  pour  n  ^  v,  on  ait  tou- 
jours 

Les  séries  uniformément  convergentes  peuvent,  à  beau- 
coup d'égards,  être  assimilées  aux  sommes  formées  d'un 
nombre  limité  de  termes,  ainsi  que  le  montrent  les  ihé-o- 
rèmes  suivants  : 

328.  Thi':orf;mp:  Î.  —  Une  série  un  i/o /nié  ment  com^er- 
gente,  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x, 
j',  ....  est  elle-même  une  fonction  continue. 

Posons,  en  cfiTet, 

.V=:5„+  R. 

Changeons  x,    >',   ...    en  ^  4-  A.r,    y  +  Ar.  ...  ;  soient  As-, 

Isit.  AR  les  accroissements  correspondants  de  s,  s„.  Il  ;   on 

aura 

A.S  —  A.y„  -H  aR  =  A5„  -h  R  +  AR  —  R  ; 
d'où 

|A5|  =  |A5„1  +  IR  +  AR!  -IRI. 

La  continuité  étant  supposée  uniforme,  on  pourra  prendre 
n  assez  grand  pour  que  ]  R  -H  AR  j  et  |  R  |  soient  moindres 

(|uiine  ([iiantité  positive  quolcoïKpic  ^• 

Le  nombre  n  avant  élé  ainsi  choisi,  .v„,  qui  est  la  somme 
d'un  nombre  fini  de  fonctions  continues,  sera  continue.  On 
pourra   donc    assigner  une    quantité   ^,    lelle    que    si    |A.r|, 

1  Aj^  |,  ...    sont  <^  0,  I  Av„  j  soit  <;  t;  •  On  aura  aloi's 

!  -^-î  I  <  s» 

ce  qui  démontre  la  continuité  de  s. 
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329.   Théorème  II.  —  Une  série  uniformément  conK'er- 

gente 

5=  Wi  +  .  . .+  c/„  +  . .  . . 

et  dont  les  termes  sont  des  fonctions  inlégrobles  dans  un 
domaine  borné  E,  est  elle-même  intégrable  dans  ce  do- 
maine; elle  a  pour  intégrale  la  série 


S,/"*^  ■•-^-S 


Un  de 

E 


lac^uelle  sera  uniformément  convergente. 

En    effet,  décomposons  E  en    éléments  infiniment  petits 

<;/<?, dck Soit  Ok  l'oscillation  de  s  dans  l'élémenl 

dcii.  11  Tant  prouver  que  ^O^dch  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que  l'étendue  des  éléments. 

Posons  encore 

et  soient  0/ ,  m^  les  oscillations  de  s,i  cl  de  R  dans  l'élémenl 
dck-  On  aura  évidemment 

O/i-  <  O;,  +  w/,, 
d'où 

S  O/,  de,,.  =-  S  O;,  de/,  4-  ^  m,,  de,,. 

On  peut,  par  liypotlièse,  prendre  n  assez  grand  pour  que 
R  soit  constamment  moindre  en  valeur  absolue  qu'une  quan- 
tité positive  quelconque  £.  Son  oscillation  wa  sera  dès  lors 
moindre  que  as,  el  Ton  aura 

-  wa-  de,,  <  2  £  :s  de,,  <  2  £  E. 

Le  nombre  n  étant  ainsi  choisi,  ,s„  étant  la  somme  d'un 
nombre  fini  de  fonctions  intégrables  sera  intégrable  ;  on 
pourra  donc  assigner  une  quantité  o,  telle  que  si  de^.,  .... 
de,!  sont  tous  <<  8,  'ï,0',,de,ç  soit  <C  î.  On  aura  alors 

Z0/,A.r/,<£(2E-M), 

(pianlité  qui  tend  vers  zéro  avec  s;  donc  s  est  intégrable. 


SfiUll-S. 


3i3 


S 


Son  intégrale  sera  donnée  par  la  fornmle 
S/*       S..'"*+Sr."* 

ïl   ne    reste   j)lus  qirà   monlier    que,    si   n   tend  vers  ce, 
T\.de  tend  vers  zéro,  et  eela  uniformément. 


Or,  on  peut,  par  hypothèse,  déterminer  un  entier  v  tel  que, 
si  /2>>v,  |R[  soit  constamment  moindre  qu'un  nombre  j)0- 
sitif  quelconque  e.  Mais  alors 


s.« 


de 


eE, 


quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  s. 

330.  Théorème  111.  —  Si  la  série 

s{-^)  ==  /i  l-^)  +  ■  •  •  +  //<  (-ï-)  H-  •  •  • 

est  convergente,  et  la  série 

^(•^)  =/i'(>^) +•  •  •  + /«(^^) +•  •  • 

uniformément  convergente  dans  Vintérieur  d'un  do- 
maine E;  si,  de  plus,  les  fonctions  f[{x),  .  .  .,  fn{-x),  ■  ■  . 
sont  continues  dans  l'intérieur  de  F.',s(x)  admettra  dans 
rintérieur  de  E  une  dérivée,  égale  à  "^{x). 

SoienI,  en  effet,  ./•  un  point  quelconque  intérieur  à  E; 
a  un  autre  point,  assez  voisin  de  x  pour  que  tous  les  points 
de  l'intervalle  ax  soient  encore  intérieurs  à  E;  ^{x)  sera 
intégrable  de  a  k  x;  cl  l'on  aura 


f   ^{t)dt=f  f[{i)dt+...-^  f   f:{t) 


dt 


■  f n{Jo)  —  f „{a) 
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Le  piomier  membre  admet  une  dérivée,  égale  à  ^{x)]  donc 
il  en  est  de  même  du  second;  s(a)  étant  une  constante,  s{x) 
aura  une  dérivée,  égale  à  '^{x). 

331.   Théorème  IV.  —  Soit 

une  série  convergente  dont  les  termes  soient,  dans  un  cer- 
tain domaine,  des  fonctions  synectiques  de  z.  Si  la  série 

est  uniformément  convergente,  s{:-)  sera  dansée  domainc 
une  fonction  synectique  de  z^  ayant  pour  dérivée  '^i^z'), 

La  démonstration  est  la  même  que  pour  le  théorème  pré- 
cédent. 

33!2.  L'uniformité  de  la  convergence,  admise  dans  les  rai- 
sonnements précédents,  est  une  condition  essentielle  poui" 
la  validité  des  démonstrations. 

Voici,  en  efifet,  quelques  exemples  oii,  cette  condition 
n'étant  pas  remplie,  nos  théorèmes  se  trouvent  en  défaut  : 

i"  Considérons  la  série  s  qui  a  pour  terme  général 

Un^=-  oc{\  —  ^■-)"-'. 

Pour  ^  =  o,  elle  se  réduit  à  zéro.  Pour  les  autres  valeurs  de 
X  comprises  entre  —  i  et  +  i ,  .ç  est  une  progression  géomé- 
trique convergente,  et  a  pour  valeur 

I 

—  > 

X 

quantité  qui  tend  vers  oo  si  x  tend  vers  o.  La  série  s  est  donc; 
discontinue  pour  j:  ^  o,  bien  qu'elle  soit  convergente  el 
(jue  ses  termes  soient  des  fonctions  continues. 

Ce  résultat  s'explique  en  remarquant  que  la  convergence 
n'est  pas  uniforme.  Soit,  en  effet,  .v„  la  somme  des  n  pre- 
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niicrs  termes  de  la  série.  On  aura 

(i  — a--)" 


S  —  Sn=  K, 


X 


et,  quel  que  soit  n,  on  pourra  toujours  trouver  une  valeur  de 
X  assez  petite  pour  que  R„  soit  plus  grand  que  toute  quan- 
tité donnée  s. 

2°  Considérons  la  série 

où 
u^z=:  xe~^'t  ...,         u^:=z  nxe-'^^' — {n  —  \)xe~^'*~'^i^^. 

La  somme  s,i  des  n  premiers  termes  est  égale  à  nxe~"^'  et 
tend  vers  zéro,  quel  que  soit  x,  pour  n^=y^.  La  série  a  donc 
pour  valeur  zéro,  quel  que  soit  x. 

On  a,  par  suite, 

I     s  dx  T=L  o  ; 
mais,  d'autre  pari, 

\     s^dx—{    nxe-^^^'dx  —  —^^    j     rfe"  "^'  =  — -  [e-«^']^' 

=  -fi  — e-"*''l 
et,  pour  /i  =:  X, 


*  I 

Hm  /     s„  dx  =: 


Le  théorème  II  est  donc  en  défaut  pour  cette  série. 

Gela  tient  encore  à  ce  que  la  convergence  n'est  pas  uni- 
forme. En  effet,  on  a 

s  —  5„=  R„3^—  nxe'"-^'', 
et,  si  l'on  pose  x  =  —  >  il  viendra 


I 

e   "  e 
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Il  est  donc  impossible  de  choisir  n  de  telle  sorte  que,  pour 

toute  valeur  de  x,  \  R„  |  soil  <^  £,  dès  que  t  sera  -<  -• 

333.   Considérons  encore,  avec  M.  Weierstrass,  la  série 

F'(.z-)  z=z  y ^  h"  cosa"r.j:, 

0 

où  h  est  une  constante  positive  -<  i ,  et  «  un  entier  impair 

>'• 

Cette  série  est  uniformément  convergente;  car.  si  l'on  dé- 
signe par  F,„(.r)  la  somme  des  m  premiers  termes,  par  R,,,  le 
reste,  on  aura 

quantité  indépendante  de  x  et  qui  tend  vers  zéro  pour 
m  =  oo. 

Si  ab  <C  i ,  F(x)  aura  pour  dérivée  la  série 

0 

car  celte  dernière  série  sera  aussi  uniformément  conver- 
gente. 

Nous  allons  montrer,  au  contraire,  que,  si  ab  surpasse 
un  certain  nombre  fixe,  ^{^)  n'anra  pas  de  dérivée. 

On  peut  évidemment  écrire 

"        '*'    ■'■/Il      1^    t;!!  ! 

y.„t  étant  un  entier  et  ç,„  une  fraction  comprise  entre  —  ^  el 
+  T,.  Posons 


h=z 


^  m         '~m 


a'" 
e„i  étant  égal  à  ±  i .  La  quantité 

a"'{x-\-/i)  =  :c„,+  e,, 
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3r 


sera  un  entier.  D'autre  part,  h  aura  le  signe  de  e,„,  et  son 

3 
module  sera  au  plus  éaral  à ;  donc  h  tendra  vers  zéro  si 

m  croît  indéfiniment. 

Considérons  l'expression 

¥{.x-\-h)  —  ¥{jc)  _'^  />"[cos««(.r  H-/i)TC  —  cosa"a:7:] 

Il  ~Zi  Ji 


Soient  S,„  la  somme  de  ses  m  premiers  termes,   \\„i  le  reste. 
On  aura 

m-  1 

^"  [rosa"(j?  -+-  h)-  —  cos«"  j;-] 


1 

0 

/«  — 1 

1 


II 


l 


h 


si  11  a" -/<'// 


et,  par  suite, 


m  -  1 


1 

0 

m  — 1 

2^ 


T.a"  h"- 


0 
m  — 1 


-«"  6''=  -^ — ; <  — ; a'"  b' 

^        ab  —  I  ab  —  i 


Passons  à  la  considération  de   l{,„.   Pour  ti  y  nt ,   on  aura 
[a  et  eni  étant  impairs) 

cos a"  (  J7  +  /<)-  =  cos a"-'"  ( a„,  -h  e,„  ) -  =  (—  i  j^m+' , 
cosa^XT.  i=cosa«-"'(a„,+  ;„,)-  =  (— i)''".  cos «"-'"-;,„ - 


et,  par  suite. 


R, 


(-0 


-'^ — -  \  ^"(i  +  ces «"-'"!;„,-). 


La   (juanlilé   sous   le   si-ne    \     a    tous   ses    termes   positifs. 
D'ailleurs,   le   |)remier  ^de  ces  ternies,   /^'"u -h  cosç,„7:),  est 
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^  b"'^  ;  car,  Ç/nTt  étant  compris  entre  —  -  et  - ,  son  cosinus  ne 
peut  être  négatif. 


On  aura  donc 


r.      ,  _    b'"    _  2 

H       -  -  -  a'"  b'" 


et  R,„  aura,  d'ailleurs,  le  signe  de  ( —  i)*'"+<(?, 
Si  donc  on  a 


^  >  — r-^^ —  5  d'où  ah  >  I 

0        ab  —  1 


3r 


on  aura 


i  R,„  I  >  I  S 

F(.r-h/i)  — F(.r) 


h 


ao  —  1 


quantité  qui  croît  indéfiniment  avec  m. 

U  ailleurs, a,  ainsi  que  K^,  le  signe  de 

( —  i)*«"^'e,„,  et  comme  on  peut,  pour  chaque  valeur  de  m, 

se  donner  arl)itrairement  le  signe  de  e,,,,  on  voit  qu'on  pourra 

,           f  .              ,       ¥{x^h)  —  ¥(x)  . 

a  volonté  taire  tendre ~. vers  1  muni  positii 

ou  négatif,  ou  lui  faire  parcourir  une  suite  de  valeurs  de 
signes  différents  et  indéfiniment  croissantes,  /i  tendant  tou- 
jours vers  zéro. 

On  voit,  par  l'exemple  qui  précède,  qn' il  existe  des  foiic- 
ùons  continues  n'ayant  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de 
la  variable. 


334.   La  fonction  précédente  F(j:)  n'est  boi^née  dans  au- 
cun intervalle. 

3 
Soit,   en   effet,   cd  un  intervalle  quelconque.  Soient-^, 

P  H-  I  P+Y        II  1        r  •  11-  •  I 

— ; —  •,■•••, celles  des  Iractions  de  dénominateur  —  qui 

a'"  «"'  a'"   ' 

sont  contenues  dans  cet  intervalle;  si  nous  donnons  à  x  1» 

série  de  ces  valeurs  intermédiaires  entre  c  et  d.  la  variation 
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totale  T  correspondante  sera 


3i9 


0 

+  |f(^)-f(^^) 

et  sera  au  moins   égale  à  y/,,  r,  désignant  la  plus  petite  des 
(juantités 


Or  on  a,  par  hypothèse, 


<c, 


?  4-  Y  4-  • 


>c/; 


doîi 


d  —  c<^——,  -!>a"'{d  —  c)  —  2. 


'  m         ■>  //; 


D'autre  part,  nous  avons  vu,  dans  le  numéro  précédent,  qu'en 
posant 

a,    X  —  ^„i  +  ?/«,         Il  — 

on  avait 

\Y{x^h)  —  Y{x) 


1  T.  \  , 

6        ab  —  I  / 

Faisant,  en  particulier,  ç,„=  o,  c,n=^  -r  i ,  '^-m^^  ,j  +  ',  d'où 

P  +  /    .  I      ...       , 

X  =  5  /i  =  — ,  il  viendra 

a"'  «"' 


On  aura  donc 


T=^- 


-]b"'[a"'{d  —  c)  —  2]. 


3        «^  —  I 

Si  nous  faisons  croître /;<  indf'liniment, />  étant -<  i  et«6>>i, 
celte  expression  croîtra  indéliriiment,  ce  qui  établit  notre 
proposition. 
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333.    Considérons  encore  la  série 


=  :>(£i±iM+Vr.M. 


1 

'f{:-)  el  '}(^)  étant  des  fonctions  quelconques  de  :.  La  somme 
des  n  premiers  termes  de  s  est 

Si  1  :;  I  <C  1 ,  -"a  pour  Jimile  zéro,  pour  /?  =  x,  et  Ton  aura 
.s-  =  '}(^).  Si  i  :;  I  >■  I ,  c"  tend  vers  oc,  et  5  =  'f  (^)- 

Si  nous  remplaçons  '•5(-3)  par  une  autre  fonction  Zit(z), 
nous  obtiendrons  une  autre  série  Si,  égale  comme  la  précé- 
dente   à    'l{z)   lorsque    |  ^  |  ■<  i .    mais    égale   à    '-3((5)   pour 

On  voit  par  là  que  deux  séries  convergentes  et  égales  entre 
elles  dans  une  région  donnée  du  plan  peuvent  converger 
toutes  deux,  mais  vers  des  valeurs  difïerentes,  dans  une  autre 
région  du  plan. 

V.  —  Séries  de  puissances. 
336.  Soit 

S=^A„(..-a)" 

n 

une  série  procédant  sui\ant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  z  —  a. 

Si,  pour  une  valeur  particulière  ^  de  :;  autre  que  rt,  la  série 
est  convergente,  son  terme  général  tendra  nécessairement 
vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment.  On  aura  donc,  en 
posant  poui-  ahrégcr  |  v  —  a\=:  r, 

(!)  Iim|A„/-"|=ro. 

Celle    condition    n'est    pas    suffisante;    mais    si    elle    e>l 
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remplie,  et  si  l'on  désigne  par  z  une  quanlilc  posilivc  cpiel- 
conque  moindre  que  r,  la  série  S  sera  absolument  et  unifor- 
mément convergente  pour  les  valeurs  de  :;  qui   satisfont  à 

l'inégalité 

\z~a\  =  p. 

Les  séries  dérivées 


S'z= 


S"=y//(«-i)A„(..-«)"-S 


jouissent  de  la  même  propriété. 

En  effet,  soit  z  une  quantité  positive  quelconque.  On 
peut,  par  hypothèse,  déterminer  un  nombre  v  tel  que  toutes 
celles  des  quantités  |  A,,/*"]  où  ?i  >>  v  soient  <  z.  Les  autres 
sont  en  nombre  limité;  soient  r,  la  plus  grande  d'entre  elles, 
M  la  plus  grande  des  deux  quantités  s,  y,  :  on  aui-a,  quel  que 
soit  71, 

1A„/-|^M,     |AJ  =  ^. 

Cela  posé,  considérons,  par  exemple,  la  série  S'.  Les 
modules  de  ses  termes  sont  au  plus  égaux  aux  termes  de  la 
série 

laquelle  est  convergente,  car  le  rapport  d'un  terme  au  suivant 
a  pour  limite  ->  quantité  >  i . 

L'uniformité  de  la  convergence  résulte  d'ailleurs  de  ce  que 
la  nouvelle  série  a  ses  termes  indépendants  de  z. 

La  série  S  représentera  donc  une  fonction  synectique  dans 
un  cercle  de  rayon  p  décrit  du  point  a  comme  centre,  et  sur 
ce  cercle  lui-même. 

337.   Gela  posé,  soit  /•  une  (pianlilé  positive  variable  do  d 

J.  -  I.  3. 
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à  OC.  L'expression 

sera  croissante  avec  /■,  et  trois  cas  seront  à  distinguer  : 

i"  La  condition  (i)  n'est  satisfaite  pour  aucune  valeur  de  /•. 
Ce  cas  se  présentera,  par  exemple,  si  A,i=  i .  2  .. ./«.  S'il  en 
est  ainsi,  S  ne  convergera  pour  aucune  valeur  de  z,  autre 
que  a. 

2°  La  condition  (i)  est  au  contraire  satisfaite  pour  toute 
valeur  de  /•.  Dans  ce  cas,  r  et  par  suite  p  pouvant  être  choisis 
aussi  grands  qu'on  voudra,  S  sera  convergente  et  définira 
une  fonction  syneclique  dans  tout  le  plan. 

Une  semblable  fonction  se  nomme  une  fonction  entière. 
Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions  e',  sin^,  cos:;. 

3"  La  condition  (i)  est  satisfaite  pour  des  valeurs  suffisam- 
ment petites  de  /■,  mais  ne  l'est  plus  pour  les  valeurs  suffi- 
samment grandes.  Ces  deux  classes  de  valeurs  sont  séparées 
par  une  valeur  frontière  R. 

Traçons  autour  du  point  a  comme  centre,  un  cercle  K  de 
rayon  R,  auquel  nous  donnerons  le  nom  de  cercle  de  con- 
vergence. 

Si  z  est  extérieur  à  K,  on  aura  \  z  —  «  [  ^  R,  et  la  série 
sera  divergente. 

Si  z  est  intérieur  à  K,  on  aura  |  :;  —  «  |  <;  R  et,  en  choisis- 
sant deux  quantités  0  et  r  telles  que  l'on  ait 

1^  — «|=p</-<R, 

on  voit  que  la  série  sera  convergente.  La  fonction  qu'elle 
représente  sera  d'ailleurs  sjnectique  dans  tout  cercle  décrit 
du  point  a  comme  centre  avec  un  rajon  p  moindre  que  R. 

Enfin,  si  z  est  sur  la  circonférence  de  K,  S  pourra,  suivant 
les  cas,  être  convergente  ou  non. 

La  fonction  syneclique /"(^)  représentée  par  une  série  S  de 
puissances  entières  z  —  a  dans  l'intérieur  de  son  cercle  de 
convergence  se  nomme  un  élément  de  fonction  analytique . 
Nous  dirons,  pour  abréger,  que  le  point  a  est  le  centre  de 
cet  élément  et  que  R  est  son  rayon. 
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338.  Si  Ao  est  nul,  /{:■)  s'annulera  pour  z  =  a,  et  l'on 
dira  que  ce  point  est  un  zé/-o  de  /{::■)■  Ce  zéro  sera  d'un 
degré  de  rnulliplicilé  m,  si  A„,  est  le  premier  des  coefficients 
de  la  suite  Ao,  A, ,  ...  (jui  ne  soit  pas  nul. 

On  aura  dans  ce  cas 

et    l'on    pourra    déterminer    une    quantité    o    telle    que,    si 

o  <  I  ;  —  «"z  !  <C  ^}  on  ait  toujours  y(c)  ^  o. 

Nous  avons  vu  en  eficl  (ju'il  existe  deux  quantités  M  cl  / 
telles  que  Ton  ait 

lA   1-"^' 


Cette  quantité   décroît   avec  |;  —  a\;  si  donc  on  déter- 
mine 0  par  la  condition 


A,„  ,  =  ^ 


r'"  /•  —  0 

on  aura  pour  les  valeurs  de  ]  :;  —  a\  inférieures  à  o 

\/{z)\~\z-a\"'[\.\,„\-\k„,M=^-<^)+---\]>o. 

339.  Théorème.  —  Soit  /{:■)  une  fonction  synectique 
de  z  définie  dans  V intérieur  d'un  contour  fermé  et  con- 
tinu C.  Les  points  de  l'intérieur  de  ce  contour  pour  les- 
(juels  f{z)  prend  une  valeur  déterminée  K sont  nécessaire- 
ment isolés,  si  la  fonction  f{:-)  ne  se  réduit  pas  à  la 
constante  \. 

On  peut  supposer  pour  plus  de  sini])licité  À  =  o  ;  car,  s'il 
était  durèrent   de  zéro,    on  n'aurait  qu'à    raisonner   sur  la 
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fonclion  y(c)  —  a.  (jiii   esL  définie  dans  le  même   domaine 
que/(;). 

Supposons  donc  (|iril  existe  dans  rinlérieur  de  C  un 
point  rt,  qui  soit  la  limite  d'une  suite  de  points  a,,  a^,  ... 
pour  chacun  desquels /(s)  s'annule.  Soit  b  un  autre  point 
quelconque  intérieur  à  C.  On  peut  joindre  les  points  a  et  b 
par  une  ligne  j)o]vgonaIe  1^  située  dans  rinl('ricur  de  C. 
Soit  £  une  quantité  moindre  que  la  plus  courte  distance  de 
L  et  de  C.  Partaj;eons  la  ligne  L  en  arcs  partiels  aa),  ..., 
OkOk+i .  .  •  •  dont  chacun  ait  une  longueur  <[  £. 

Si  de  l'un  des  points  «,  «,,  .  .  . ,  par  exemple  du  point  a^. 
comme  centre,  on  décrit  un  cercle  de  rayon  t,  la  fonction 
/(-■)  sera  représentée  dans  l'intérieur  de  ce  cercle  par  la  série 
de  Tavlor  ' 

/(--)=/(«/.)  +  {^-  -  «/,.)/'(«.)+..., 

et  ce  développement   sera    valable   sur   les  arcs   ak^{a/c   et 
tthOk^\i  qui  sont  contenus  en  entier  dans  ce  cercle. 

Considérons  le  premier  développement,  relatif  au  point  a, 

■f{z)=f{a)  +  {z-a)/'{a)~--.... 

Si  l'un  des  coefficientsy(rt),y' («  I,  ...  n'était  pas  nul,  on 
pourrait,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  précédent,  assigner  une 
quantité  o  telle  que  /(-?)  ne  s'annulât  pour  aucune  valeur 
de  z-  pour  laquelle  on  aurait  o  ■<  J  ^  —  c/ j  ■<  o,  ce  qui  est 
contraire  à  la  supposition  que  a  est  la  limite  d'une  suite  de 
points  pour  lesquels  /(z)  s'annule.  Donc  f(a),  ./'(«)?  ••• 
seront  tous  nuls,  et  l'on  aura  f(z)=zo  tout  le  long  de 
l'arc  acif . 

Mais  (f,  sera  la  limite  d'une  suite  de  points  de  cet  arc; 
on  verra  donc,  par  le  même  raisonnement,  que  tous  les  coef- 
ficients du  second  développement 

s'annulent,  et  que/(:;)  est  nul  tout  le  long  de  l'arc  c/,  r^o. 

Continuant  ainsi,  on  voit  que /(^)  doit  s'annuler  tout  le 
long  de  L  et  en  particulier  à   son  extrémité  6,  laquelle  est, 
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par  hypothèse,  un  point  quelconque  de  l'inlérieur  de  C. 
Donc  /{:•)  est  nul  dans  tout  ce  domaine. 

3iO.  Corollaire.  —  Soient /(:;),/',  (\r)  deux  fonctions 
synecliques  respectivement  définies  dans  1  intérieur  de  deux 
contours  fermés  C,  C)  qui  se  coupent  mutuellement  en  deux 
points.  Si  dans  la  région  D,  intérieure  à  la  fois  à  G  et  à  C|, 
les  deux  fonctions  y(^)  et  /i{:-)  sont  égales  autrement 
fju'en  des  points  isolés,  les  relations 

F( ;):=/(;)     dans  l'intérieur  de  G, 
=:/",(;)  dans  rintérieur  de  Gi 

définiront  une  fonction  syneclifjue  F(;)  dans  tout  l'inté- 
rieur de  la  réi^ion  du  plan  entourée   par  ces  deux  contours. 

On  doit  remarquer  que  F(^)  est  définie  de  deux  manières 
différentes  dans  la  région  D;  mais  ces  deux  définitions 
coïncident;  caria  différence  fi  {:•) — /{^),  étant  synectique 
dans  cette  région,  et  ne  s'y  annulant  pas  seulement  en  des 
points  isolés,  y  est  identiquement  nulle. 

Ge  point  établi,  la  proposition  devient  évidente. 

341.  Nous  dirons  que  deux  éléments  de  fonction  ana- 
lytique 

s,  =  za;(c-«.)'s 

ayant  respectivement  pour  centres  les  points  a  et  «,,  sont 
contigus,  si  :  i*' leurs  cercles  de  convergence  empiètent  l'un 
sur  l'autre;  2"  dans  la  région  commune  à  ces  deux  cercles, 
on  a  S  ==  S| . 

D'après  ce  qui  précède,  il  suffit,  pour  que  cette  dernière 
circonstance  se  réalise,  fpie  légalité  S=S,  soit  satisfaite 
dans  cette  région  commune  autiemenl  (pi Cn  des  points 
isolés. 

Si  deux  éléments  S,  S(  sont  contigus  à  un  troisième  élé- 
ment 
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et  si  les  liois  cercles  de  convergence  K,  K,,  Ko  ont  une  ré- 
gion commune,  S  et  S)  seront  conligus.  Car  on  a  dans  cette 
région  commune 

S -=  S2,  81=82;  d'où  S  =  Si, 

et  cette  dernière  égalité,  ayant  lieu  ailleurs  qu'en  des  points 
isolés,  subsistera  dans  le  reste  de  la  région  commune  à  K 
et  K,. 

Remarquons  enfin  que,  si  <7(  est  un  point  quelconque  inté- 
rieur au  cercle  de  convergence  K  de  l'élément  S,  on  aura, 
par  la  formule  de  Taylor,  dans  l'intérieur  de  tout  cercle  dé- 
crit du  point  (7,  comme  centre  avec  un  rayon  moindre  que 
la  distance  de  r/,  à  la  circonférence  de  K, 

S=/(a,)+/'(^,)(.--a,)  +  .... 

Le  second  membre  de  cette  égalité  sera  donc  un  élément 
de  fonction  analvtique  contigu  à  S. 

3i2.   Ces  préliminaires   posés,    tout  élément  de  fonction 

analytique  tel  que 

S  =  xA„(3-«)" 

sert  de  point  de  départ,  comme  il  suit,  pour  la  définition 
à' wne  fonction,  analytique  f{  z). 

Soit  L  une  ligne  continue  quelconque  partant  du  point  a 
pour  aboutir  à  un  autre  point  b. 

Admettons  qu'on  puisse  marquer  sur  cette  ligne  une  suite 
de  points  a,  a^.  .  .  . ,  ^/,  .  .  . ,  6  en  nombre  limité  et  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes  : 

Il  existe  une  suite  d'éléments  de  fonctions  analytiques  S, 
S,,  .  .  , ,  S,-,  ...  dont  chacun  est  contigu  au  suivant,  et  tels 
que  les  arcs  aa^ ^i^fi+i-  ■  ■  ■  soient  respectivement  con- 
tenus à  l'intérieur  des  cercles  de  convergence  K,  . . .,  R/,  ... 
de  ces  éléments. 

Nous  définironsy(^)  en  chaque  point  de  la  ligne  L  comme 
il  suit  : 
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De  a  à  r/,  nous  poserons 

A-)  =  S, 

de  ai  à  rt/^,, 

/(^)=S,-, 

On  a  ainsi,  au  point  rz/, 

/(«/)=  S,_,         et        /^«,)=S/; 

mais  comme  en  ce  point,  iiitt-rienr  à  K./_i  et  à  R/,  on  a 

ces  deux  définitions  sont  concordantes. 

343.  Si  .r  =  '-p(;),  y  =  '];(<)  sont  les  équations  de  la 
ligne  L,  la  fonction  /"(;;),  ainsi  définie  sur  cette  ligne,  est 
évidemment  une  fonction  continue  de  t.  Sa  valeur  en  chaque 
point  de  L  sera  déterminée  et  ne  dépendra  pas  de  la  ma- 
nière dont  on  aura  pu  choisir  les  points  rz, ,  ...,(?/,  ...  et  les 
éléments  S|,  . . .,  S/,  .... 

En  effet,  soit  (t\,  a'. et  S',,  S!,,  .  .  .   un  second  système 

de  points  intermédiaires  et  d'éléments  correspondants.  Dé- 
signons par  a,,  a^,  ...  les  points  des  deux  systèmes  «,, 
r/o,  ...  cl  r/'i ,  rz',,  . . .  écrits  dans  l'ordre  où  on  les  rencontre 
en  cheminant  de  a  à  f). 

Dans  les  deux  modes  de  procéder,  on  a  sur  Tare  r/Xi 

/(^-)=S. 

Admettons  plus  généralement  que,  jusqu'au  point  a,-,  la 
valeur  dey(;)  reste  la  même;  nous  allons  j^rouver  qu'il  en 
sera  encore  de  même  sur  l'arc  c</a/^|. 

Avec  le  premier  mode  de  division,  J\~-)  sera  tlélerminé 
par  une  relation  de  la  forme 

Se  étant  un  élément  dont  le  cercle  de  convergence  K^.  con- 
tient à  son  intérieur  l'arc  a/y./^, ,  et,  par  suite,  une  portion  de 
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l'arc  a/_i  a,  avoisinant  a/.  Sur  celte  dernière,  on  aura  encore 

f{z)  =  S,. 

En  cfTet,  cela  a  lieu  |)ar  définition  si  a/ n'appartient  pas  à 
la  suite  «(,  ao,  ..••  Si  au  contraire  il  a[)partient  à  cette 
suite,  il  sera  égal  à  cic  et  la  définition  donnera 

Mais  Se  et  S^_|  sont  deux  éléments  contigus;  donc,  dans 
toute  la  région  commune  à  leurs  cercles  de  convergence,  on 
aura 

et,  par  suite, 

/(.-)  =  S,. 

Dans  le  second  mode  de  division,  on  aura  de  même,  sur 
l'arc  a^a/^i  et  sur  une  portion  de  l'arc  a/_,a,,  voisine  de  a,, 

S^,jétantun  nouvel  élément,  dont  le  cercle  de  convergence R^,^ 
contient  à  son  intérieur  l'arc  a/a/^|. 

Mais,  dans  les  deux  modes  de  procéder,  /(:•)  a  la  même 
valeur  sur  l'arc  a/_i  y./;  dont  les  deux  éléments  S^  et  S'„j  ont 
la  même  valeur  sur  toute  la  portion  de  cet  arc  commune 
à  Kg  et  à  K'„.  Ils  sont  donc  contigus,  et  restent  encore  égaux 
sur  l'arc  a/a/^, . 

La  valeur  finale  de  /{z)  au  point  b,  extrémité  de  la 
ligne  L,  ne  dépend  donc  que  du  tracé  de  cette  ligne,  lequel 
définit  la  loi  de  variation  de  z. 

344.  Nous  avons  admis,  dans  tout  ce  qui  précède,  qu'on 
pouvait  passer  du  point  a  au  point  b  (et  a/ortiorià.  un  point 
quelconque  de  L)  au  moyen  d'un  nombre  fini  d'éléments  S, 
S,,  ....  Supposons  qu'il  en  soit  autrement.  La  ligne  L  étant 
à  ses  débuts  intérieure  à  K,  il  y  aura  sur  cette  ligne  des  ])oinls 
que  l'on  peut  atteindre  de  la  manière  indiquée  et  d'autres 
j)lus  éloignés  qui  ne  jouissent  plus   de  cette   propriété.  Ils 
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sont  séparés  les  uns  des  autres  par  un  point  frontière  c  que 
nous  appellerons  un  point  critique.  Notre  procédé  per- 
mettra de  définir  la  valeur  de  f{^)  pour  tous  les  points  de 
l'arc  ac  (le  point  c  excepté),  mais  on  ne  pourra  aller  plus 
loin. 

3io.  Nous  avons  vu  que,  si  z  se  rend  de  a  à  6  suivant  une 
ligne  L  n'offrant  pas  de  point  critique,  on  peut  déterminer 
sans  ambiguïté  la  valeur  Ae  f{z)  en  chaque  point  de  cette 
ligne,  et  notamment  au  point  h  et  dans  ses  environs  où  elle 
sera  donnée  par  un  développement 

procédant  suivant  les  puissances  de  ^  —  h. 

Si  ;;  suivait  une  autre  ligne  L',  on  obtiendrait  de  même  sur 
la  }»arlie  de  cette  ligne  avoisinant  le  point  b  un  nouveau  dé- 
veloppement 

/(^)  =  zb;,(c-/>)''. 

Si  ces  deux  développements  sont  identiques,  nous  dirons 
({ue  les  lignes  L  et  L'  donnent  à  leur  extrémité  des  valeurs 
concordantes  poury(:;).  Il  n'en  est  pas  nécessaireraentainsi. 
Les  fonctions  algébriques  et  les  transcendantes  élémentaires 
nous  en  ont  déjà  fourni  plusieurs  exemples. 

Tl  peut  même  arriver  que  le  point  b  soit  critique  sur  l'une 
des  lignes  L,  L',  sans  l'être  sur  l'autre. 

Il  est  donc,  en  général,  nécessaire,  pour  pouvoir  fixer  la 
valeur  de  f{z-)  en  un  point  donné  b  ou  dans  ses  environs,  de 
définir  le  chemin  suivi  pour  j  parvenir. 

H  existe  pourtant,  comme  nous  allons  le  voir,  certains  cas 
où  l'on  peut  s'affranchir,  au  moins  dans  une  certaine  mesure, 
de  cette  considération. 

3iG.  Théoukue.  — S iippoaons  z  assujetti  à  rester  con- 
stamment dans  I  intrrii'u  r  iT  un  contour  fcrnir  C;  si,  dans 
ces  conditions,  on  ne.  rencontre  jamais  de  point  crititjue, 
quelle  que  soit  la  ligne  décrite  par  z,  la  J'onctio/ij'{z)  dé- 
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finie  par  Ir  moyen  de  ces  lignes  clans  l'intérieur  de  Cn'a 
qu'une  valeur  unique  pour  clnK/ue  valeur  de  z^  et  c'est 
une  fonction  synectique. 

On  peut  tout  d'abord  se  borner  à  la  considération  des  li- 
gnes L  qui  sont  polygonales.  En  effet,  soit  Ij  une  ligne  quel- 
conque allant  de  aà  b',  soient  a,  «i , ...,  a,,  ...,  ^,  et  S,  S,,  ..., 
Si,  . . .  les  points  de  division  et  les  éléments  successifs  qui 
servent  à  la  détermination  de/(;)  le  long  de  celte  ligne;  K, 
K(,  .  . .,  K/,  . . .  les  cercles  de  convergence  de  ces  éléments. 

Remplaçons  chacun  des  arcs  partiels  rt,rt/^,  par  un  poly- 
gone inscrit  ayant  mêmes  extrémités  et  qui  s'en  rapproche 
assez  pour  être  encore  contenu  en  entier  dans  l'intérieur 
de  G  et  de  K/.  Pour  déterminer  la  valeur  dey(^)  en  chaque 
point  de  ce  polygone  P,  on  fera  usage  des  mêmes  éléments 
que  [)Our  la  ligne  L;  on  arrivera  donc  aux  extrémités  de  ces 
deux,  lignes  à  des  valeurs  concordantes  de  f(z). 


347.  Considérons  donc  un  polygone  P  et  un  autre  poly- 
gone P'  aboutissant  également  au  point  b.  La  valeur  finale 
f{b)  fournie  par  la  ligne  P'  est  évidemment  la  même  qu'on 
obtiendrait  en  suivant  la  ligne  P.  P~'  P'.  Tout  revient  donc  à 
montrer  que,  après  être  arrivé  en  un  point  quelconque  b  par 
une  ligne  P  avec  la  valeur  finale /(^),  on  retrouve  la  même 
valeur  après  avoir  décrit  un  contour  polygonal  fermé  tel  que 

1-ig.  7. 


.  Cette  proposition  sera  évidemment  vraie  pour  un  contour 
polygonal  (pielconque,  si  elle  l'est  pour  un  contour  IT  sans 
|)<)iiiL  imilliple  (197).  On  voit  également  (pic  si  clic  est 
vraie  pour  deux   contours    Indeb    et    befgb   ayant   un   cùlé 
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commun  be  {Jig-  7),  elle  le  sera  pour  le  conlour  bc(lef<ib 
formé  par  la  réunion  des  autres  côtés. 

Cela  posé,  soit  II  l'un  clos  contours  considérés.  On  peut 
le  décomposer  par  des  diagonales  en  triangles,  ayant  chacun 
un  côté  commun  avec  le  suivant;  et  il  suffira  d'établir  le 
théorème  pour  un  de  ces  triangles  T. 

348.  Soit  ;;  —  b  ■=.  ■:^  { L  ) -\- i '\  i  t^  \vi.  loi  de  variation  de:; 
le  long  du  pourtour  de  ce  triangle.  Réduisons  tous  les  rayons 
vecteurs  dans  un  même  rapport,  nous  obtiendrons  un  nou- 
veau triangle  T„,  semblable  à  T,  et  sur  le  pourtour  duquel 
on  aura 

..-/>^.,/[-.(0-4-i.M0]. 

IL  étant  •<  1 .  Le  triangle  T„  sera  contenu  en  entier  dans  T 
et,  par  suite,  sera  intérieur  à  C. 

Désignons  par  U  l'accroissement  que  prend /'(/>)  lorscpie 
:;  revient  au  point  b  après  avoir  décrit  le  triangle  T„.  Si  u 
varie  de  o  à  i ,  U  sera  une  fonction  de  ii\  il  nous  faut  mon- 
trer qu'elle  est  constamment  nulle. 

Tout  d'abord,  sa  dérivée  est  nulle.  En  cflTet,  pour  obtenir 
les  valeurs  dey(3)  sur  le  périmètre  de  T»,  nous  |)artageons 
ce  contour  en  arcs  partiels  bb\,  ...,  bibi^-x,  ...  et  nous 
déterminons  une  suite  d'éléments  S,  .. .,  S/,  ...  dont  les  cer- 
cles de  convergence  R,  ...,  K/ contiennent  ces  arcs  à  leur  in- 
térieur. Si  nous  changeons  u  en  a-i-clu^  chaque  arc  bibi^i 
sera  remplacé  par  un  autre  arc  infiniment  voisin, qui  sera  en- 
core intérieur  à  K/.  On  pourra  donc  utiliser  la  même  suite 
d'éléments  S,  ...,  S^  que  précédemment;  on  obtiendra  donc 
poury(6)  la  même  valeur  finale. 

Donc  U  est  une  constante.  D'ailleurs  cette  constante  est 
nulle.  En  efTet,  si  u  est  infiniment  petit,  tous  les  points  de  Tu 
se  rapprocheront  indéfiniment  de  b  et  finiront  par  être  con- 
tenus flans  K.  On  [)Ourra  donc  dans  ce  cas  déterminer  _/(:;) 
en  charpie  point  de  V-i  au  moyen  du  seul  éléincul  S,  liMpiel 
n'a  au  point  b  rpitine  valiMir  uni(pie  et  di-terminéc  égale  à  la 
valeur  initiale  /{b). 
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La  fonclion  /{::■)  n'a  donc  Ijien  qu'une  valeur  en  clia([ue 
point  intérieur  à  C.  Elle  est,  d'ailleurs,  synectique,  car  elle 
est  représentée  aux  environs  de  chacun  de  ces  points  par  un 
développement  en  série  qui  admet  une  dérivée  continue. 

349.  Corollaire.  —  La  fonction  /{:•)■,  déduite  d'un  élé- 
ment de  fonction  analytique  S,  admet  au  moins  un  point  cri- 
tique sur  la  circonférence  du  cercle  de  convergence  K  de 
cet  élément. 

Supposons,  en  cflct,  qu'il  en  soit  autrement.  Dans  tout  le 
cercle  K,  y  compris  sa  circonférence,  /{z)  n'aura  qu'une 
seule  valeur  en  chaque  point,  et,  aux  environs  d'un  point  b 
de  ce  domaine,  cette  fonction  sera  représentée  par  un  déve- 
loppement 

convergent  dans  un  cercle  Kj,  de  rayon  Rj  plus  grand  que 
zéro.  Ce  rayon  R^,  est  une  fonction  continue  de  b.  Soient,  en 
effet,  b  +  db  un  point  voisin  de  b,  R/,+f/6  le  rayon  corres- 
pondant. La  formule  de  Taylor  permet  de  développer  S^ 
suivant  les  puissances  de  ;;  —  (^  +  '^^^)  ^n  une  série  sûrement 
convergente  dans  l'intérieur  de  tout  cercle  ayant  pour  centré 
b  +  clb  et  un  rayon  moindre  que  R^ — \db\\  car  ce  cercle 
sera  intérieur  à  K^.  Donc  Ri+r/i  ne  peut  être  moindre  que 
Rè —  J  db\.  On  verra  de  même  que  R^,  ne  peut  être  moindre 
que  ^Lb^db —  \db\.  Donc  |  ^b+ub —  Rz-I  sera  <  |  c^^  ]  et  tendra 
vers  zéro  avec  db. 

D'ailleurs  le  domaine  K  (la  circonférence  comprise)  est 
parfait.  Donc  R^,  admet  dans  ce  domaine  un  minimum  et 
rallcinl.  Comme  R^  n'est  jamais  nul,  ce  minimum  z  sera 
>o. 

Cela  posé,  considérons  un  cercle  K'  concentrique  à  K,  et 
de  rayon  R.+  ',  p.  Soit  L  une  ligne  {]uelconque  tracée  dans 
ce  cercle.  Partageons-la  en  arcs  aa^,  ...,  aiai^x,  ...  assez 
petits  pour  que  chacun  d'eux,  (licii^i^  soit  contenu  en  entier 

à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  -  ayant  ai  pour  centre.  On 
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pourra  déterminer  un  point  6/ situé  clans  l'intérieur  de  K  ou 
sur  sa  circonférence  et  dont  la  distance  à  ai  soit  <'-■  Le 

2 

cercle  R,  de  rajon  p  avant  son  centre  en  hi  contiendra  donc 
à  son  intérieur  l'arc  aiaij^^  tout  entier.  Deux  cercles  consé- 
cutifs K/,  K/^.(  et  le  cercle  K  auront  une  région  commune; 
car  la  droite  6,6/^i  est  contenue  dans  R,  et  sa  lonj^ueur  étant 
au  plus  égale  à  biai-\-  aiai^i  +  <ii+i  ffi^-x  <  f  p,  son  milieu  est 
intérieur  à  chacun  des  trois  cercles. 

Cela  posé,  on  peut  déterminer  un  élément 

contigu  à  S  et  convergent  dans  le  cercle  R,  (ou  dans  un 
cercle  concentrique  plus  grand).  Les  éléments  S/,  S/^i  ainsi 
définis  seront  contigus,  car  l'égalité 

C5j^^  o  ^^  0/4-1 

a  lieu  dans  toute  la  région  commune  à  K,  R/,  R/_j.|.  La  suite 
des  éléments  S,  . . .,  S/,  ...  permettra  donc  de  déterminer  la 
valeur  dey(^)  tout  le  long  de  L. 

Donc  f{z-)  n'a  aucun  point  critique  dans  l'intérieur  du 
cercle  R'  de  rajon  R-l-:':^.  Elle  sera  sjnectique  dans  ce 
cercle;  donc  le  développement  S  sera  convergent  dans  tout 
l'intérieur  de  ce  cercle,  et  le  rayon  de  convergence  ne  sera 
pas  R  comme  nous  ra\ions  supposé,  mais  une  quantité  plus 
grande. 

3oO.  Si  les  lignes  L  tracées  dans  l'intérieur  duii  contour 
fermé  C  et  aboutissant  au  même  point  b  donnent  toujours 
pour  chaque  position  de  b  une  valeur  finale  unicpie  /{b), 
on  dira  quey"(^)  est  monodrome  dans  l'intérieur  de  C. 

Si  /(-)  est  monodrome  dans  tout  le  plan,  nous  dirons 
qu'elle  est  uniforme. 

351.  Théorème.  —  Si  f{z)  est  7nonodrome  dans  rintà- 
rieiir  de  C,  un  point  intérieur  à  C,  critique  pour  Vune 


334  PREMltlîi:    l'AUTIE.   —    cnAPITUE    III. 

des  lignes  L  [intérieures  à  C)  qui  y  passent,  le  sera  pour 
toutes  les  autres. 

Soient  en  eCTcL  b  un  point  quelconque  intérieur  à  C;  L  el 
L'  deux  lignes  qui  le  joignent  au  point  de  déj)ait  a  et  qui 
n'oflrenl  ni  Tune  ni  l'autre  de  point  critique  avant  b. 

Supposons  que  le  point  b  ne  soit  pas  critique  sur  L.  Sur 
la  dernière  partie  de  cette  ligne,  on  auray(^)  =^  S,„,  S„j  étant 
un  élément  tel  que  b  soit  dans  l'intérieur  de  son  cercle  de 
convergence  R,„.  Soit  o  la  distance  de  ^  à  la  circonférence 
de  ce  cercle.  Déterminons  sur  la  ligne  L'  un  point  |i  assez 
voisin  de  b  pour  que  Tare  b'^  soit  encore  contenu  dans  K„j. 
Le  développement  S,„  pourra  encore  servir  à  déterminer  la 
valeur  de  f{z)  au  delà  du  point  b  sur  l'arc  6 [3.  La  fonction 
étant  monodronie,  celte  valeur  doit  coïncider  en  chaque 
point  de  cet  arc  avec  celle  qu'on  aurait  obtenue  en  suivant  la 
ligne  L'.  Dans  ce  dernier  cas,  on  aurait  au  point  [3  et  dans 
son  voisinage  /"(:;);=  S,'„-,  S^„'  étant  un  élément  tel  que  ,8 
soit  intérieur  à  son  cercle  de  convergence  Iv^ .  Les  deux 
cercles  K,,;,  K^„'  empiètent  l'un  sur  l'autre,  et  sur  la  portion 
de  l'arc  6,3  voisine  de  jj  on  a  constamment  S„i=  S,'„  •  Donc 
l'élément  S^j  est  contigu  à  S^-  et  peut  servir  à  définir /"(;) 
sur  la  portion  de  la  ligne  L'  située  au  delà  de  p,  y  compris 
le  point  extrême  b.  Donc  b  n'est  pas  critique  pour  L'. 

3o2.  Les  points  critiques  d'une  fonction  monodrome 
forment  un  ensemble  parfait.  Car  un  point  non  critique, 
étant  le  centre  d'un  élément  qui  définit  la  fonction  dans  son 
voisinage,  est  nécessairement  à  distance  finie  des  points  cri- 
tiques et  ne  peut  être  un  point  limite  pour  ceux-ci. 

353.  Les  détails  circonstanciés  que  nous  venons  de  donner 
sur  les  fonctions  analytiques  d'une  seule  variable  nous  per- 
mettront d'être  plus  bref  sur  les  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables. 

Soit- 

S  =  )L\„„-{z-aY{z'-a'r- 
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une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  c  —  a  et  z' — et! .  Si  elle  est  convergente  pour  des 
valeurs  ^  =:=  I,  c'=i  2^'.  telles  que  \'^  — ■  a\  et  \XJ —  a!\  soient 
tous  deux  différents  de  zéro,  on  aura,  en  appelant  /•  la  plus 
petite  de  ces  deux  quantités, 

(2)  lim    |A„„/-''+«'|=o 

n  -t-  n'  =  « 

et,  par  suite, 

,  .       ,-    M 


M  désignant  une  quantité  fixe. 

Si  cette  condition  est  remplie,  soit  p  une  quantité  quel- 
conque <^ /•  :  la  série  S  sera  absolument  et  uniformément 
convergente,  ainsi  que  les  séries  dérivées 


])Our  l'ensemble  des  valeurs  de  ;,  z'  qui  satisfont  aux  inéga- 
lités 


^'I^P. 


En  effet,  considérons  .—  par  exemple,  on  aura 


,«+«•-1 


d:. 


quantité  qui  est  le  produit  des  deux  séries  convergentes 


2d    /•" 


On  conclut  de  là  que  :  i°  si  pour  aucune  valeur  positive 
de  /•  la  condition  (2)  n'est  satisfaite,  S  ne  peut  converger 
que  si  l'une  au  moins  des  deux  quantités  c  — a,  z' — a' 
s'annule  ; 
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2"  Si  clic  est  satisfaite  quel  que  soit  r,  S  sera  convergente 
dans  tout  le  plan  et  représente  une  fonction  synectique; 

3°  Enfin,  si  elle  est  satisfaite  seulement  pour  certaines  va- 
leurs de  /•  sans  l'être  pour  les  valeurs  plus  grandes,  soit  R  la 
frontière  entre  ces  deux  classes  de  valeurs  :  S  sera  conver- 
gente et  synectique  tant  que  z-  et  z'  resteront  respectivement 
à  l'intérieur  de  cercles  K,  K'  de  rayon  R  décrits  autour  de  a 
et  de  a'.  Elle  sera  divergente  si  z  et  z'  sortent  tous  deux  de 
ces  cercles.  Il  y  aui*a  doute  dans  tous  les  autres  cas. 

Une  semblable  série  S,  considérée  dans  la  région  de  con- 
vergence certaine  définie  par  les  deux  cercles  ci-dessus, 
constituera  pour  nous  un  élément  de  fonction  anaivtifpie 
à  deux  variables. 

33 i.  La  série  S  sera  identiquement  nulle  si  l'on  peut  dé- 
terminer deux  séries  de  valeurs  ;,,  ...,  :;/,  ...  et  z\,  ..., 
z'f.,  . .  .  convergeant  respectivement  vers  a  et  a'  et  telles  qu'on 
ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  /  et  de  /.•, 

S(:;/,  z',,)  =  ^  A„„.(c,  -a)"{z',.-  a')"=  o. 

En  effet,  la  série  S  ordonnée  suivant  les  puissances  de 
z  —  a  peut  s'écrire 

les  T  étant  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances 
de  z'  —  a'. 

Assignons  à  z'  la  valeur  constante  z'/.',  S  deviendra  une 
fonction  de  la  seule  variable  z,  admettant  une  infinité  de 
zéros  ayant  a  pour  limile;  on  a  donc  nécessairement  Tq  =  o, 
T,  =  o,  ....  Or  chacune  des  quantités  T  est  une  série  pro- 
cédant suivant  les  [)uissances  de  z'  et  admettant  une  infinité 
de  zéros  qui  convergent  vers  a'.  Elle  est  donc  identic|uemcnt 
nulle.  Donc  tous  les  coefficients  A  seront  nuls,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

3oo.  TnftoRÈME.  —  Soit  f(z,z')  une  /onction  synec- 
tique, définie  pour  tous  les  systènies  de  valeurs  de  z  et  z' 
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respectivement  compris  dans  i intérieur  de  deux  contours 
fermés  C  et  C  S'il  existe  deux  séries  de  valeurs  Zi,  . . ., 
z-i,  . . .  cl  z\j  .. .,  z^,  ..  .  de  ces  variables,  convergeant  res- 
pectivement vers  a  et  a',  a  étant  intérieur  à  C  et  a'  inté- 
rieur à  C  et  pour  lesquelles  on  ait  constamment 

f{=-h  -i)  =  o, 

f{z,  z')  sera  identiquement  nulle. 

Soient  en  effet  ft,  b'  deux  points  quelconques  pris  dans 
l'intérieur  de  C  et  de  C;  joignons-les  aux  points  a,  a'  par 
des  lignes  polygonales  L,  L'  intérieures  à  ces  contours.  Dé- 
signons par  t  une  quantité  moindre  que  les  plus  courtes  dis- 
lances de  L  à  C  et  de  L'a  C  Partageons  les  lignes  L,  L'  en 

arcs  partiels  aa\,  . . . ,  aiaij^s ....  et  a' a\ , a'^. a'f.^^ .  ...  de 

longueur  moindre  que  t. 

La  fonction  f{z,  z')  sera  développable  par  la  série  de 
Tajlor  aux  environs  de  chacun  des  systèmes  de  valeurs  «,, 
a],  et  le  développement,  étant  convergent  tant  que  \z  —  «,|, 
I  z' —  a'^l  sont  <:^  s,  s'appliquera  tant  que  z  et  z'  resteront  sur 
les  arcs  aia/^i.  a'-a'-^^. 

En  vertu  des  hypothèses  faites,  le  premier  développement 
suivant  les  puissances  de  z  —  «,  z' —  a'  aura  ses  coefficients 
identiquement  nuls. 

Les  points  «,,  a\  seront  à  leur  tour  des  limites  de  suites 
de  points  z,,  z-2,  ...  et  :;, ,  :;',,  ...  respectivement  situés  sur 
art,  et  a' a\  et  qui,  associés  deux  à  deux,  annulcronty(:;,  z'). 
Donc  le  second  développement  suivant  les  puissances  de 
z  —  rt|,  :;' — a\  sera  aussi  Identiquement  nul.  Continuant 
ainsi,  on  arrivera  jusqu'aux  points  b,  b',  où  l'on  aura  encore 
f{b,b')  =  o. 

La  condition  exprimée  dans  l'énoncé  du  th('orrme  sera 
évidemment  satisfaite  si  l'on  peut  tracer  à  partir  des  points 
rt,  a'  deux  arcs  de  courhe  ).,  )/  (quelque  petits  qu'ils  puissent 
être)  tels  que  f(z,  z')  s'annule  pour  tous  les  systèmes  de  va- 
leurs de  :;  et  :;'  respectivement  situés  sur  ).  et  )/. 

J.    -    I.  32 
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356.  Nous  dirons  que  deux  éléments  de  fonction  analv- 
tique  S,  S|  dont  les  régions  de  convergence  certaine  sont 
respectivement  définies  par  les  couples  de  cercles  K,  K'  ayant 
pour  centres  «,  a'  et  K,,  K',  ayant  pour  centres  «,,  a\  sont 
contigiis  si  i"  K|  empiète  sur  K,  et  K',  sur  K,;  2°  S  et  S)  ont 
la  même  valeur  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  c,  z'  tels 
que  z-  soit  dans  la  région  commune  à  K|  et  K,  et  z'  dans  la 
région  commune  à  K',  et  K'. 

Cette  condition  sera  évidemment  remplie  si  l'égalité  S^S| 
est  satisfaite  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  :;  et  z' 
respectivement  situés  sur  deux  lignes  ).,  )/  tracées  dans  l'in- 
térieur des  régions  ci-dessus. 

Si  «I  est  intérieur  à  K  et  a\  intérieur  à  R',  la  fonction  S 
pourra  être  développée  par  la  série  de  Taylor  suivant  les 
puissances  de  z  —  «i  et  z' — a\  en  une  série  convergente 
aux  environs  des  points  «),  a\.  Ce  nouveau  développements, 
sera  un  élément  de  fonction  analytique  contigu  à  S. 

357.  Tout  élément 

S  =  -A„„.(3-«)"(-'-«')" 

peut  servir  de  point  de  départ,  comme  il  suit,  à  la  définition 
d'une  fonction  analytiquey(;,  ^'). 

Supposons  que  c,  z\  partant  des  valeurs  initiales  <7,  a' . 
\arient  simultanément,  d'une  manière  continue,  suivant  une 
loi  exprimée  par  les  équations 

^  =  0(0+ /'MO,       z'-=o,{t)  +  i-h,{t). 

\  cliac[ue  valeur  t  de  ^  correspondront  pour  z  (i\  d  deux 
valeurs  associées  ^  et  !^';  ces  deux  variables  décriront  ainsi 
deux  lignes  L,  L'  se  terminant  respectivement  en  des  points 
associés  b^  b' . 

Admettons  qu'on  puisse  décomposer  la  ligne  L  en  un 
nombre  fini  d'arcs  partiels  ûta,,  ...,  fticii^,,  ...  et  déterminer 
une  suite  d'éléments  correspondants  S,  ...,  S/,  ...,  jouis- 
saut  des  propriétés  suivantes. 
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La  région  de  convergence  certaine  de  S/  étant  définie  par 
les  deux  cercles  K/,  K^,  l'arc  «/«z^.,  sera  contenu  en  entier 
dans  l'intérieur  de  K/,  et  l'arc  associé  «/«/^,  de  la  ligne  L' 
sera  contenu  dans  l'intérieur  de  K]. 

La  fonction  f{Zj  2')  que  nous  nous  proposons  de  former 
sera  définie  pour  chaque  système  de  valeurs  associées  de  z.  z' 
situées  sur  les  arcs  riiai^i,  ai^'i^^  par  la  relation 

/(,^y)=S,-. 

En  utilisant  successivement  les  divers  développements 
S,  ...,  S/,  la  fonction  se  trouvera  définie  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  points  associés  situés  sur  L  et  L',  et  en  particu- 
lier pour  le  système  des  deux  valeurs  extrêmes  6,  U . 

On  démontrera  comme  au  n"  343  que  la  valeur  trouvée  ne 
dépend  que  de  la  loi  de  variation  simultanée  de  z,  z'  et  nul- 
lement du  choix  des  points  de  division  a,,  ...,  a,.  ...,  et 
des  élémeiits  S, ,  . .  .,  S/,  .... 

S'il  est  impossible  de  passer,  comme  on  l'a  supposé,  des 
points  initiaux  «,  a'  aux  points  b,  b'  au  moyen  d'un  nombre 
fini  d'éléments  S,  . .  .,  S/,  .  . .,  les  couples  de  points  associés 
a,  y.'  des  lignes  L,.L'  qui  pourront  être  atteints  par  ce  pro- 
cédé seront  séparés  des  suivants  par  un  couple  froutière  p,  ^'  ; 
et  nous  dirons  que  ce  svstème  de  valeurs  z  ='^.  z'=  ^'  est 
critique. 

3o8.  On  peut  établir,  par  une  analyse  identique  à  celle 
des  n"*  3i6  à  349  les  propositions  suivantes  : 

Si,  lorsque  z  et  z'  se  déplacent  d'une  manière  quel- 
conque dans  V intérieur  de  contours  fermés  C  et  G',  on 
ne  rencontre  aucun  système  de  valeurs  critiques,  /{z,  z') 
/l'aura  qu'une  valeur  en  chaque  point  de  ce  domaine,  et 
sera  synectique. 

La  fonction  analytique  f(z,  z')  déduite  d' un  élément  S, 
aux  cercles  de  convergence  K,  K.'  admet  au  moins  un 
système  de  valeurs  critiques  dans  le  domaine  constitué 
par  ces  cercles  {y  compris  les  circonférences  frontières). 
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La  définition  d'une  fonclioii  monodrome  dans  le  domaine 
formé  par  deux  contours  C,  C  sera  la  même  qu'au  n°  3oO. 
On  verra  aisémeni  que  pour  ces  fonctions  un  système  de 
valeurs  critiques  restera  toujours  tel,  quelle  que  soit  la  loi 
suivant  laquelle  :;  cl  z'  se  déplacent  pour  y  parvenir. 

Enfin  une  fonction  sera  uniforme  si  elle  est  monodrome 
dans  tout  le  plan. 

359.   Théorèmk.  —  Soit 

une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  po- 
sitives de  z,  z' 


Posons 


In' 


M  —  — '  '■''un  ...  "     " 

z'=I.o'„„'     u"u 


et  supposons  ;  i°  que  les  séries  ci-dessus  admettent  chacune 
un  raron  de  convergence;  i°  que  les  termes  constants 
r/ooî  •••'  fi'(n)i  ■■■■,  des  séries  en  u,  u\  ...  soient  nuls.  La 
fonction  S,  exprimée  au  moyen  des  nouvelles  variables  u, 
u',  . . .,  sera  donnée  par  une  série 

S=I.C,,:..n"u"''... 

admettant  un  rayon  de  convergence. 

Substituons  en  efi'et  dans  S  les  valeurs  de  z,  z',  . .  .,  efi'ec- 
tuons  les  multiplications  et  groupons  les  termes  affectés  des 
mêmes  puissances  de  u,  u',  ....  Nous  obtiendrons  pour  S  un 
développement  de  la  forme  demandée. 

Les  opérations  que  nous  indiquons  seront  licites  et  la 
série  obtenue  sera  convergente  si  la  série  intermédiaire  où 
tous  les  tennes  étaient  encore  séparés  est  absolument  con- 
vergente. 

La  somme  des  modules  des  termes  de  celle-ci  est  égale  à 

=  i: I  A-„„....  1  [ i: I «„„....  u"  u"'' ... I ]"  [s  I  al,  ,,u"  «'"' ...  I ]«'... . 
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Il  faut  prouver  que  cette  quantité  restera  finie  lant  que 
\u\,  \u'\,  ...  ne  surpasseront  pus  une  quantité  fixe  a  conve- 
nablement choisie. 

On  peut  déterminer,  par  hvpolhèse,  des  quantités  M,  R. 
m,  r,  m',  /•',  .  . .  telles  que  l'on  ait 

...  M  II  /n 

|'-^«/z...|<  Y^n-tn'-t...''  K'/i«'...|<  ^.«+,j'H-...' 

Posons,  pour  abréger, 


On  aura 


=  ''', 


M 


'-ïï)(^-n 


Cette    quantité    restera    donc    finie    tant   que    c,    r', 
seront  -<  R. 
Or  on  a 

a"  u'"' .. 


■<  ni 


(rt  -h  «'4-.  .  .>  o) 


I  —  ^  1  I  I 


ou,  si  tous  les  modules  |«|,  |  ;^'|,  ...  sont  <C  A,  et  si  A"  désigne 
le  nombre  des  variables  u,  u',  .  .., 


{'  <C  m 


[RT-] 


Cette  quantité  sera  <<  R,  si  l'on  a 


d'où 


A  <  /•      I   — 
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On  trouvera  de  même  pour  ),  des  valeurs  au-dessous 
desquelles  chacune  des  quanlilés  c'.  ...  sera  <C  R.  En  pre- 
nant pour  A  le  plus  petit  des  nombres  ainsi  trouves,  la  con- 
vergence sera  assurée. 

360.  Cas  particuliers.  —  Si  Ton  prend  pour  S,  au  lieu 
d'une  série  infinie,  un  des  polynômes  r-f-^',  ;  —  :;',  zz'  on 
voit  que  l'addition,  la  soustraction  ou  la  multiplication  de 
séries  ayant  un  rayon  de  convergence  donne  une  série  de 
même  nature. 

Si  Ion  prend  pour  S  la  série 


on  voit  que  l'inverse  de  la  série 


est  développable  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  «,  w',  ....  en  une  série  admettant  un  ravon  de  conver- 
gence, pourvu  que  le  terme  constant  r/yo---  i^e  soit  pas  nul. 

361.  Théorème.  —  Soit  S(«,  ;,,  .  .  .,  z,i)  un  clément  clc 
fonction  analytique  à  n  +  i   variables.  Si  Vécjuation 

S(  «,  o,  . .  . ,  o)  =  o 

a  n  racines  nulles,  l'équation 

S{U,  Zi,   .  .  .  ,  Z,^)=zo 

admettra,  si  Zf^  .  .  . ,  z,i  sont  infiniment  petits,  n  racines 
infiniment  petites. 

jNous  renverrons  à  plus  tard  la  démonstration  générale  de 
cette  pro])Osilion.  Pour  le  moment  nous  nous  bornerons  à 
traiter  le  cas  où  /?  =:  i .  Dans  ce  cas  particulier,  lénoncé  pré- 
cédent peut  être  com[)lété  comme  il  suit  : 

Tur.oRi;.\ii:.  —   Si    l'équation    Si^u^o)  ^^  o  a    n    racines 
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nulles,  l'équation  S(w,  ;)  =  o  admettra,  pour  z  infini- 
ment petit,  n  racines  infiniment  petites. 

Chacune  d'elles  sera  représentée,  aux  environs  du 
point  z  ^=  o,  par  un  développement  convergent,  de  la 
forme 

où  <x.  |JL,,  ...  sont  des  fractions  positives  croissantes,  telles 
que  le  plus  petit  commun  multiple  m  de  leurs  dénomina- 
teurs soit  ^/?. 

Dans  certains  cas  particuliers,  plusieurs  de  ces  racines 
pourront  être  égales  et  sei'ont  représentées  par  le  même  dé- 
veloppement. D'autre  part,  il  peut  arriver  que  quelques-unes 
des  séries  U  s'arrêtent  après  un  nombre  limité  de  termes  (ou 
même  se  réduisent  à  zéro  si  S(?/,  z)  contient  u  en  facteur 
commun). 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  supposerons  provisoi- 
rement que  les  racines  cherchées  existent  et  admettent  cha- 
cune un  développement  de  la  forme  U;  nous  déterminerons 
les  nombres  M,  |ji.,  M),  a,.  .  .  .  |)ar  la  mi'tiiode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  au  moven  de  l'équation 

f{\:,z)  =  o. 

Nous  verrons  qu'il  existe  n  développements  U  satisfaisant 
à  cette  condition  ;  et  nous  montrerons  qu'ils  sont  convergents 
aux  environs  de  ^  ^  o. 

36!2.  Ordonnons  S  suivant  les  puissances  croissantes  de  u  ; 
en  remarquant  que  quelques-unes  des  puissances  de  u  peu- 
vent man(juer  dans  celte  série,  nous  pourrons  écrire  généra- 
lement 

R  désignant  Tensemble  des  termes  qui  contiennent  //  à  une 
puissance  supérieure  à  /i,  et  'i,,  'j..,  . .  .,  cp,,  étant  des  séries 
de  puissances  entières  de  r. 

Ordonnons  ces  séries  suivant  les  puissances  croissantes 
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de  ^;  en  verLu  des  hypothèses  faites  sur  S,  'o,i  commencera 
par  un  terme  constant  A,,;  et  si  i-<,iK  '^,  commencera  par  un 
terme  A,:;*/,  ou  a,  ^  o. 

Mettant  ces  termes  en  évidence,  on  aura 

S(;/,  .^)=--(  A,  ^'^  +  ...)«P'  + (A^.^a. +  ...)«?> 

+  ...  +  (A„ +  ...)«"  + ri. 

Substituons  dans  cette  expression  à  la  place  de  u  le  déve- 
loppement 

U  =  M  :;i^  +  M,^!^-,  +  .  .  .  =  M  ;.l^  -+-  p. 

Le  résultat  S(«,  z)  de  la  substitution   sera   une  série  de 

puissances  entières  de  z'" .  Pour  qu'il  soit  identiquement  nul, 
il  faudra  que  les  termes  dun  même  degré,  et  en  j^articulier 
ceux  du  degré  minimum,  se  détruisent.  Il  faut  donc:  i°  qu'il 
y  ait  plusieurs  termes  de  degré  minimum;  2°  que  la  somme 
de  leurs  coefficients  soit  nulle. 

363.  Or  il  est  clair  que  les  termes  de  degré  minimum  ne 
j)euvent  se  trouver  que  parmi  les  suivants 

k.Mt'.z^.^rw-,     A2M?.^-^.+?-^     A„AI"-."^ 

Donc  la  suite  des  exposants 

(3)  a,-7-[î,ijL,      ^2"T-?2!-'->       •••^      "  y- 

doit  présenter  plusieurs  termes  minima. 

Pour  déterminer  u  par  cette  condition,  remarquons  (jue 
les  entiers  |j,,  ^i^?  ••■•  /'  vont  en  croissant.  Si  donc  nous 
faisons  varier  [jt.  de  o  à  x,  chacun  des  nombres  de  la  suite  (3) 
croîtra  plus  rapidement  que  les  précédents,  et  finira  par  les 
surpasser. 

Mais,  pour  ;j.  inlniiincnl  |)clit.  n  'j.  sera  évidemment  le  plus 
petit  nombre  de  la  suite.  Si  l'on  fait  croître  Lt,  il  arrivera  un 
moment  où  /lu.  deviendra  pour  la  première  fois  égal  à  un  ou 
à  plusieurs  des  nombres  précédents.  Supposons  qu'on  ait  à 
cet  instant 

OLi  -r-  ^,-  |x  =:  a,-  -1-  p,"  [X  =  .  .  .  =  «  ;JL  (  t  <  t'  <...<«) . 
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Si  u.  continue  à  croilre,  l'exposant  'J.^  -h  |j/;-«-,  qui,  à  cet  in- 
stant, n'est  supérieur  à  aucun  des  suivants,  et  croît  moins  vite 
queux,  deviendra  à  son  tour  mininuini,  jusqu'à  ce  qu'il  at- 
teigne un  ou  plusieurs  des  précédents.  Soit  à  cet  instant 

(4)    a,.4-?.i.:i.  =  a,..+  ;3,..a=...— a,4-3,;x     ( /.■  <  A' <  .  .  .  <  0- 

A  partir  de  là,  ay;- -f-  ^pf^'x  deviendra  à  son  tour  minimum,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  a,  H-  |j|  a  devienne,  el  reste  dé- 
finitivement minimum. 

Nous  obtenons  ainsi  un  certain  nombre  de  valeurs  de  p., 
donnant  chacune  plusieurs  exposants  minima.  Considéi'ons 
l'une  d'elles,  par  exemple  celle  qui  est  définie  par  les  équa- 
tions (4)-  Elle  sera  rationnelle,  car  on  a 

a;.  —  y.,,-  a/.  —  a,- 


i'k !-•/.■  i>i  —  i-'/t 

et  les  quantités  a,  3  sont  des  entiers.  Soit  d'ailleurs  'j.  =  - 

'7 
cette  fraction,  réduite  à  sa  plus  simple  expression  :  on  aura 

(•k .-•/.•  —,   V'       •  •  •  '       r'i  —  1^''  —  .  "7» 

y' -'  étant  des  entiers. 


36i.  Les  valeurs  de  M  correspondant  à  cette  valeur  de 
a  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  coefficients 
des  termes  de   degré  minimum.   On  ohtif-nt  ain^i  li-ipiation 

o  =  ^(M  )  :=  A..M?.  ^  k!,y\^^-  —  .  .  .  -t-  A^M?. 

^  M!^;  [A/,  -f-  A/,MT'v  -^ . . .  -^  A,  Mv/]. 

Le  noml^re  des  racines  non  nulles  de  celte  équation  est 
égal  à  |jj —  j/t.  Si  donc  on  considère  toutes  les  valeurs  ci- 
dessus  trouvées  pour  -j.  avec  les  valeurs  correspondantes 
de  M,  on  trouve  un  nombre  total  de  systèmes  de  valeurs 
de  ([A,  M)  égal  à 

D'ailleurs  l'équation  J\if,z)^o,  admettant   lût    comme 
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facteur  commun  à  son  premier  membre,  a  ^4  racines  iden- 
tiquement nulles.  Nous  avons  donc  bien  trouvé  le  premier 
terme  du  développement  de  chacune  des  autres  racines. 

On  remarquera  toutefois  que,  l'équation  '|(M)  =  o  pou- 
vant présenter  des  racines  multiples,  plusieurs  des  systèmes 
de  valeurs  (u.,  M)  peuvent  être  égaux. 

Soient  M  une  des  racines  non  nulles  de  l'équation  <];  (M)^  o, 
rix  son  ordre  de  multiplicité.  Le  premier  membre  de  cette 
équation  ne  contenant  (après  suppression  du  facteur  com- 
mun M^a)  que  des  puissances  de  IVI  multiples  de  q,  elle  ad- 
mettra évidemment  la  racine  OM,  9  désignant  une  quelconque 
des  racines  q'^"^"^^^  de  l'unité,  et  avec  le  même  ordre  de  multi- 
plicité. Le  nombre  total  de  ces  racines  sera  donc  au  moins 
égal  à  n^q;  d'où  l'inégalité 

et,  a  fortiori, 

n^q  =  n. 

36o.   Posons  maintenant 

Ki,  z-i  étant  de  nouvelles  variables  :  il  viendra,  en  posant, 
pour  abréger,  a/+  {i^x  =  A, 

(5)     S[{M-i-a,)zl';z.]^z'S„  {u„zj)--^z'S,{n„z,), 

S|  désignant  un  nouvel  élément  de  fonction  analytique  qui, 
pour  j  =  o,  se  réduit  à  -V'M  -+-  i/i).  Or  l'équation 

admet  la  racine  Ui  =  o,  avec  le  degré  de  multiplicité  /?, . 

L'équation  S)  (;^),  s,)  =  o  admettra  donc,  pour::  infiniment 

|)elit,  //,  racines  infiniment  petites  ;  nous  pourrons  calculer 

la  valeur  principale  de   chacune  d'elles,  laquelle  sera  de  la 

forme 

IM 


I  "'i  > 


7^1 


où  ul'  est  une  fraction  de  la  forme  —  •  Si  /? .  est  le  nombre 
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des  racines  qui  ont  cette  même  valeur  principale,  on  aura 

rt.,7,  =  /i,, 
et  en  posant 

on  aura  une  relation  de  la  forme 

So=o  admettant,  pour;  infiniment  petit,  ii-^  racines  infi- 
niment petites. 

Substituant  la  valeur  ci-dessus  de  «,  dans  l'équation  (5), 
et  posant,  pour  abréger, 

[x-\ —  ;j.,,  A4 ~  À,, 

il  viendra 

S[Mz\'--i-{M^+  if,)zV-,  z]  =  z'.S,{u„  z,). 

366.   Poursuivant  ainsi,  on  aura,  en  désignant  par  /  un 
entier  aussi  grand  qu'on  veut, 

S[Mz\>-+M,z'^;-^...^{M,.,^u,)z^-->,z]  =  z>.-,Si{ni,z,), 

a,  -j.,.  ...,  u./_,  étant   une  série  de  fractions  de  dénomina- 


teurs q,  qq,,  ....  qqt  .  .  .^y<_i,  ~-i  étant  égal  à  z'''''"''''',  et  S/ 
une  série  de  puissances  telle,  que  pour  ^=0,  l'équation 
S<=  o  admette  /«/  racines  nulles.  Enfin,  on  aura  la  suite 
d'inégalités 

n,*/  ^  n,         ft-i^i  <  fh-  ■  ■  ■•         "i'Ii-\  i~  ''/    1 

et,  a  fortiori, 

'l'h  ■  ■  ■  7/-1  <  '«• 

Les  entiers  positifs  /<,  //,,  /i_.,  ..  .  forment  une  suite  non 
croissante  qu'on  peut  prolonger  indéfinimeut.  Comme  ils  ne 
peuvent  s'abaisser  au-dessous  de   i,   il  arrivera  nécessaire- 
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ment  un  moment  où  ils  cesseront  de  décroître;  à  partir  du 
même  instant,  les  q  deviendront  égaux  à  l'unité. 

On  aura  donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  i  qui  surpassent 
un  nombre  fini, 


V  et  m  étant  des  entiers  constants,  au  plus  égaux  à  /î;  et  [x,, 

ui.),  ....  'JL/   ,  seront  des  multiples  de  — • 

'  '  '  '  m 

3(57.  Deux  cas  seront  à  distinguer  ici  : 
.    i"  Si  V  =  I ,  la  série 


s'annule  pour  ?^,=io,;;^o,  mais  sa  dérivée  partielle -y-^ 
n'est  pas  nulle.  L'équation 

S/\«/,  ;"'/  =  o 

définit  donc  aux  en\ir()ns  de  c- =  o  une  fonction  synectifjue 

de  5'" ,  développahie  suivant  les  |)ulssanccs  de  cette  quan- 
tité. Substituant  ce  déveloj)pcnient  à  la  jilace  de  ui  dans 
l'expression 

u  —  M:;H-4-  M,  :;!^.  +  .  .  .  +  (  M._j  ^  ;/,)-^!^-, 
on  aura  un  dévelopj)cincnt  U  (pii  satisfait  à  l'équation 

S(U,  j)r^O. 

2"   Si  V  >>  I ,  le  second  membre  de  l'('([ualion 

(6)     S(«,^):=S[M^^-l-...M-(M,_,+  «/);!^.-.,:;]  =  :;V,S,0/,-,="') 

conliendi-,1  un  terme  de  la  forme  c''-i|3«'/,  [j  étant  une  con- 
stante. Mais,  au  premier  membre,  ui  ne  figure  que  multiplié 
par  v^  I  ;  on  aura  donc  nécessairement 
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Cela   posé,   soil    p   un    entier  quelconque   <<  v.     Prenons 
la  p"""*'  dérivée  par  rapport  à  u  de  l'équation  (6);  il  viendra 

Cette  équation  montre  qu'en  partant  de  la  série  -r^  ^{u,  z) 

on  obtiendrait  un  développement  qui  coïncide  dans  ses  /  pre 
miers   termes  M^^* -f-. .  .-}- AI^   ,  ci^'i    avec   celui    déduit    de 
S{u,z).  Le  nombre  «étant  quelconque,  la  coïncidence  sera 
complète. 

Ce  développement   est   convergent;  car   si  l'on   pose  en 

particulier    o=v  —  i,   la    fonction   -— ; — ^   s'annulera    pour 

i/i=:o,  z^o,  mais  non  sa  dérivée  partielle  — j — -'  L'équa- 

^  au-  ^ 

tion  -— -: — r  =  f^  définira    donc   une    fonclion   in  svnectique 

j. 
en  5""  et  dont  le  développement  est  convergent 

Le  développement  U  =  M;;^-!- M,  ;^'i  +  . . .  ainsi  obtenu, 
substitué  dans  les  équations 

^^Sia,z)  =  o, 


()?S{11,Z)   _ 

—  U  « 


OuP 


y  satisfait  identiquement.  En  effet,  le  résultat  de  la  substitu- 
tion  de  U  dans  l'un   des  premiers  membres  sera  une  série 

convergente  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  po- 
1 

sitives  de  z"';  mais  cette  série  contient  en  facteur  commun  z 
avec  une  puissance  au  moins  égale  à 

et  cela   quel   que    soil  /.   Or   les   quanlitt'-s  y.,,   j/^,  ...  soni 
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des  multiples  de  —  dont  chacun  est  plus  grand  que  le  précé- 
dent. Donc  a/._i  croît  indéfiniment  avec  i.  Toutes  les  puis- 

sances  de  z'",  quel  que  soit  leur  degré,  disparaîtront  donc  de 
la  série,  qui  devra  se  réduire  identiquement  à  zéro. 

368.   Soit  U  un  des  développements  dont  l'existence  vient 
d'être  établie,  et  qui  satisfont  à  S(?^,  :•)'=  o.  Posons 

«  =  U  +  ('  ; 

S(U-|-p, 5)  sera  une  série  de  puissances  entières  de  z'"  et 
de  v^  qui  s'annule  pour  v  =  o  et  qui,  par  suite,  contient  c  en 

facteur.   Donc    en   remettant    pour  v  sa   valeur    u  —  U,    et 

t 
remarquant  que  U  est    une  série  de  puissances  de  r'",    il 
viendra 


T  désignant  une  nouvelle  série  de  puissances. 

Si  V  est  ^  I ,  on  sait  en  outre  que  U  doit  satisfaire  aux 
équations 


du~    '  ■••'  Ou'-' 

Or  pour  u  =  \]   —-  se  réduit  à  t(u,  :;'").  Donc  T,  s'annu- 

*-  ^  ou  \     1        '  7 

lant  pour  u  =  U,  pourra  être  mis  sous  la  forme 


{u-V)T,\u,z."'j, 
ï<  désignant  une  autre  série  de  puissances.  On  aura  donc 


S(«,^)  ={u  —  \]y-T\u,z 

L  équation  -— ^  =  o  montre  de  même  que  T.  contient  u  —  U 
Ou-  ' 

en  facteur  et  ainsi  de  suite  :  donc  S(m,  :;)  pourra  se  mettre 
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sous  la  forme 

(7)  S{a,z)  =  iu-UrTiu,z^. 

Si   /?/ >>  I ,    ;   admel  m  racines    /n'*""'^^  distinctes;  z-'"  dé- 
signant  l'une    d'elles,    elles    auront    pour   forme    générale 

e  '"  ^"',  où  /•  j3rend  les  valeurs  o,  i,  ...,  jh  —  i.  En  sub- 
stituant successivement  ces  racines  dans  U,  on  obtiendra 
une  suite  de  développements  U) ,  . . .,  U^,  tous  différents  les 
uns  des  autres.    Cela    posé,   changeons  dans   l'identité  (7) 

I  2  Ht      £ 

:;'"  en  e  '"  :;'".  Le  premier  membre  restant  inaltéré,  il  viendra 

S{u,  z)  =  {u  —  U^yTyu,  e'^ z'"). 
Donc 

(8)  {u  —  UyTyu,  z^J  T={u  -  UirXlw,  e~^z^). 

Le  second  membre  s'annulant  pour  if  =  Ui,  il  en  est  de 
même    du    premier;    mais    U|  —  U   n'est    pas    nul.    Donc 


T\u,z'"J  s'annule  pour  ;/=  U( ,  et  pourra  être  mis  sous  la 

forme  (a  —  U,  )T,  [u,  z'"). 

Substituons  cette  valeur  de  T  dans  l'identité  (8)  et,  suppri- 
mant le  facteur  u  —  U,  commun  aux  deux  membres,  on  voit 
que,  si  V  >i,  T,  s'annulera  encore  pour  u=z\]f  et  pourra 
être  mis  sous  la  forme  (u  —  U|)T2.  Continuant  ainsi,  on 
voit  que  S(m,  z)  peut  être  mis  sous  la  forme 


ti~  \jy{u  —  \Jiy'e\i/,z"'). 


Par  une  suite  de  raisonnements  semblables,  on  voit  que 
S(«,  z)  peut  être  mis  sous  la  forme 

<P  étant  une  nou\elle  série  de  puissances  de  u  et  z'".  D'ail- 

1  2/-7Tt     2 

leurs,  en  remplaçant  z'"  par  une  autre  détermination  e  '"   z'" 
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du  même  radical,  S(u,  z)  ne  change  pas,  et  les  facteurs 
u  —  U,     a  —  Ui  ,     ...    se    permutent    entre    eux.     Donc 

(fi  —  U)...(?/  —  U,„_i  )  d'une  part,  et  4>  d'autre  part,   ne 

j_ 

contiendront  que  des  puissances  de  z'"  dont  l'ordre  est  mul- 
ti|)lc  de  m;  ce  seront  donc  des  séries  de  puissances  entières 
de  u  el  de  :;. 

Aous  dirons  que  les  développements  U,  U( ,  . . .,  Vm-t  >  qui 

se  déduisent  l'un  de  l'autre  en  changeant  la  détermination 

1 
du  radical  ;'",  forment  un  cycle  de  racines  de  l'équation 
S(u,  z)^  o.  Ces  racines  se  permutent  circulairement  les 
unes  dans  les  autres  si  z  décrit  un  contour  fermé  autour  de 
l'origine.  T^e  nombre  v  sera  Uordre  de  multiplicité  des  ra- 
cines du  cjcle. 

Si  n^  m-/,  il  y  aura  d'autres  racines.  Soient  U'  l'une 
d'elles,  m',  v'  les  nombres  analogues  à  m,  v  qui  lui  cor- 
respondent. Un  raisonnement  tout  semblable  au  précédent 
montre  que  <I>  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(M-u')'''...(«-u;„-_,r'*i(;/,^). 

Conlinuant  ainsi,  on  mettra  finalement  S(;/,  z)  sous  la  forme 

[(»-u')...(//-L];,_,)T''---^i'(",^), 

W  désignant  une  nouvelle  série,  qui  ne    s'annule  pas  pour 

M  :=  O,    G  =  O. 

369.   Soit  U  une  fonction  de  z  définie  par  l'équation 

Zo  u"  +  Zi  U"-^  +  .  .  .  -i-  Z„  =r  G, 

les  Z  étant  des  séries  de  puissances  entières  et  positives  de  :; 
convergentes  aux  environs  du  point  ^  ^  o.  Les  n  racines  de 
cette  équation  seront  représentées  aux  environs  de  ce  point 
par  des  séries  convergentes,  procédant  chacune  suivant  les 

puissances  entières  et  croissantes  de  z"\  m  étant  un  entier 
^/i.   Toutefois,  si  les  i  pi-emiers   coefficients  Z„,   . . .,   Z/_) 
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contiennent^  en  facteur,  /  de  ces  développements  contien- 
dront au  début  des  puissances  négatives. 

En  effet,  en  posant  :?  =  o,  on  aura,  pour  déterminer  les 
valeurs  correspondantes  de  w,  une  équation  de  degré  n  —  /. 
Soient  a  l'une  de  ses  racines,  a  son  ordre  de  multiplicité. 
Posons  ;/  =  «  +  «,.  L'équation  transformée  en  U\  aura,  pour 
z  =^  o,  a  racines  nulles,  et  d'après  l'analyse  précédente,  pour 
::  infiniment  petit,  a  racines  infiniment  petites,  dont  cha- 
cune sera  développable  suivant  les  puissances  positives  et 

2 
croissantes  de  :;'",  m  étant  ^  a. 

Pour  développer  les  i  autres  racines,  qui  cessent  d'exister 
pour  c  1=  o,  posons  «=  ^jy^^^)  ^''  étant  la  j)lus  haute  puis- 
sance de  z  qui  divise  Z,,.  L'équation  transformée 

z-'Z,  u'[  +  zZy  u"-'  +  z'-^'-Z,  u"-'-  +  .  .  .  =  G 

aura   n  racines    nulles    pour    ^  =  o,    et   pour  :;    infiniment 

petit /i  racines  infiniment  petites,  dévelojjpables  suiv^antles 

1 

puissances  entières  et  positives  de  z'" .  En  les  divisant  par 
;'+',  on  aura  les  valeurs  correspondantes  de  ;/ ;  ceux  de 
ces  n  développements  qui  commencent  par  des  exposants 
négatifs  donneront  les  racines  cherchées. 

370.  Tous  les  raisonnements  ci-dessus  subsistent  si  les 
coefficients  Z  ne  sont  plus  des  séries  infinies,  mais  des  poly- 
nômes en  z.  Dans  ce  cas,  u  sera  une  fonction  algébrique 
de.^. 

Si  d'ailleurs  on  pose  z=^a-\-Zi,  a  désignant  une  con- 
stante, ou  s=  —  >  u  sera  une  fonction  algébrique  de  :;,.  Les 

racines  de  l'équation  en  u  seront  donc  développables  suivant 
les   puissances    croissantes   (en   général   fractionnaires)    de 

;  —  a  ou  de  -• 

371.  La  théorie  précédente  est  susceptible  de  nombreuses 
J.  -  F.  23 
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applications.  Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  la  sui- 
vante : 

i"  Soient 

f{x,y)  =  M/'"  +  M,  r'".  -^ .  .  .  =  o, 
o{œ, y)  =  N  Y"  4-  N,  r".  +  . .  .  =  o 

deux  équations  algébriques.  On  demande  de  former  l'é- 
quation finale  en  ai  résultant  de  l' élimination  de  y  entre 
ces  équations. 

Soient  y,  ,j'2,  .  .  .  ,  y  m  les  valeurs  àe  y  en  x,  déduites  de 
la  première  équation,  7],,  .  .  .  ,  ri„  les  valeurs  déduites  de  la 
seconde.  La  variable  x,  devant  évidemment  être  choisie  de 
telle  sorte  que  l'une  des  valeurs  j'i,  i',;  •  •  -  ■>  y  m  soit  égale  à 
l'une  des  valeurs  tj,,  .  .  . ,  Y|„,  satisfera  à  l'équation 

(9^  (ji  —  -^u  )•  •  -(ji  —  -fui  )  (r.,  —  r,i  ). . .(  1-2  —  ■ru,)---{y>n  —  -rn)---{ym  —  ^i«)  =  O 
Or  on  a  d'une  part 

N(7,  -r,,)...(y,  -r,,)  =  o{x,y,  )  =  N  j'/  +  N,.r'(.  +  ,  .  . , 

■ ) 

N  {y,n  —  rn)...  {y  m  —  -^u,  )  =  ?  (-2?,  J/«  )  =  ^Ym  +  N ,  r'/,}  + . . . , 
et  d'autre  part 

M(ji-r,,)(j,-r,,)...(y„,-r,,) 

=  (-  0"7(-^%  -^a  )  =  (-  l)"'(Mr//'  +  M,r/;'.  +.  .  .), 


M  (/,  —  r,„  )  (  J,  —  r,„  )  .  .  .  (  >';„  —  T.„  ) 

=  (-  j)"'/(^>  -^wO  =  (-  0"'(M  v;;  +  M^r-. +. . .). 

L'équation  (9)  pourra  donc  se  mettre  sous  les  deux  formes 
suivantes  : 

(—  0'"" 
Multipliant  par  N^^M"  pour  chasser  les  dénominateurs,  il 
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viendra 

On  voit,  par  cette  doul)]e  forme  donnée  au  premier  membre 
de  l'équation  finale  (lo),  que  son  premier  membre  est  une 
fonction  entière,  d'une  part  par  rapport  aux  coefficients  N^ 
JN4,  ...  de  la  fonction  -jj,  d'autre  part  par  rapport  aux  coeffi- 
cients M,  jNI,,  ...  de  la  fonction  f.  C'est  donc  une  fonction 
entière  de  x. 

Pour  obtenir  sous  forme  explicite  le  premier  mcmbie  de 
cette  équation,  il  suffira  de  calculer  son  développement  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  x,  par  les  règles  qui  ont 
été  exposées.  Pour  cela,  on  calculera  d'abord  les  développe- 
ments des  racines  j',,  .  .  .  ,  j-,„,  puis  ceux  des  fonctions  en- 
tières M",  »(.r,  j^,y,  .  .  .  ,  'f  (-^j  J''n)j  et  enfin  celui  de  leur 
produit.  Comme  d'ailleurs  on  sait  d'avance  que  ce  produit 
est  un  polynôme  entier  en  jc,  on  arrêtera  le  développement 
aux  termes  de  degré  zéro. 

Ce  procédé  de  formation  de  l'équation  finale  serait  assez 
compliqué,  mais  il  permet  de  reconnaître  facilement  son  de- 
gré. Il  suffira  pour  cela  de  calculer  le  premier  terme  de  l'é- 
quation. 

On  peut  reconnaître,  par  un  procédé  analogue,  si  l'équa- 
tion finale  a  une  racine  nulle,  et  assigner  son  degré  de  multi- 
plicité. Il  faudra  pour  cela  chereber  le  premier  terme  du  dé- 
veloppement de  son  premier  membre  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x. 

VI.  —  Applications. 

372.  Nouveaux  développements  des  fokctioxs  trigoao- 
MÉTRiQUES.  —  Nous  avous  trouvé  (!2i3),  ni  désignant  un  en- 
tier impair,  la  formule 
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Cherchons  quelle  est  la  limite  de  cette  expression,  lorsque 
m  croît  indéfiniment. 

Le  premier  facteur  m  sin—  tend  évidemment  vers  tzz. 
^  m 

sin-  — ^ 

Soit  I un  des  autres  facteurs;   nous  suppose- 

sin-^ — 
m 

rons  d'abord  p~  k,  k  étant  un  entier  arbitraire  que  nous 

fixerons  ultérieurement. 

Les  quantités  sin-—  et  sin-  ^—^  sont  des  infiniment  petits 
^  m  m  ^ 

dont  les  valeurs  principales  sont  '-^^  et  - — ^:  leur  rapport 
^  ^  jii-  ni-  ^*^ 

tend  donc  vers  ^-  Le  produit  des  A  -i-  i  premiers  facteurs 
p-  > 

du  second  membre  tendra  donc  vers 

--\ 
i 


ï)-    -F 


Nous  allons  voir  que,  en  prenant  k  assez  grand,  le  produit 
des  facteurs  suivants  différera  de  l'unité  aussi  peu  qu'on 
voudra. 

Considérons,  en  effet,  un  de  ces  facteurs,  oîi  p  soit  >>  k, 

m  —  I     ,  .   ,    .    ^r.z  ,    , 

sans  pouvoir  surpasser La  quantité  sin-  —  sera  de  la 

2  -5 

forme  ^^-^  (i  +  s),   ô  étant    infiniment   petit.   D'autre  part, 
on  a,  par  la  formule  de  Maclaurin, 

.     ,,cose^ 

pr.        p-  p-\^  m 

sin  - —  =:  '  * 


m  m         \  ni  /      1.2.0 


0  étant  compris  entre  o  et  i .  D'ailleurs,  —  est  compris  entre 


0  et  -•  Donc 
■2 


o~  cosi 

m 
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(I  OU 


•     P~        P-  V 
m  m 


\p  étanl  compris  entre  1  et  i y 

On  aura,  par  suite, 


Bp  ajant  son  module  compris  entre  des  limites  fixes  (en  sup- 
posant que  z  soit  fixe,  ou  tout  au  moins  renfermé  dans  un 
domaine  borné). 

Or  on  a  vu  (ju'un  produit  infini,  dont  le  facteur  général 
est  de  la  forme  ci-dessus,  est  absolument  convergent  (3î2i). 
Donc  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  consé- 
cutifs 


(/.■  +  ')"^ 


B/,-,-2      1 


sera  aussi  voisin  qu'on  voudra  de  l'unité,  si  A*  est  assez  grand. 
On  aura  donc 


sm-^  1= 


i-^)K, 


K  tendant  vers  1  à  mesure  que  /i   augmente.   En   le  faisant 
tendre  vers  ce,  on  aura  à  la  limite 


(l)  sillTTS—   K^îJJ 

1 

373.    On  a  identiquement 


I  —  — 7 
n- 


I :,  =  I  I 

n- 


I  + 


^.y- 


on  pourrait  donc  être  tenté  d'éc-rirc 

II 


simtc  zizT.z 


I  -t- 
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le  produit  s'étendant  à  toules  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives de  l'entier/?.  Mais  le  produit  ainsi  obtenu  ne  serait  plus 
absolument  convergent. 

On  peut  remédier  à  cet  inconvénient  en  posant 


d  ou 


—  =     1 4-  -     e    "     IH e 

II-        \         n  !  \         —  Il  ' 


(2)  sinTr;^;-.- JJ 


I  H I  e 

n 


Ce  nouveau  produit  est  absolument  convergent.  On  a,  en 
elFet,  pour  le  logarithme  du  terme  général, 

^  \         n  /        n  II- 

0/,  tendant  vers   -     -  pour  11    inlini  ;  et   la   série  qui   a  pour 

ternie  général  -^^-  est  absolument  eonvero:ente  pour  toute 

valeur  de  z-\  elle  le  sera  même  uniformément  dans  tout  do- 
maine borné. 

374.  Posons  z=^r,  dans  la  formule  (i),  il  viendra 

m 

1 

d'oui 

■n  _  Tp|-  4  /'  '  —  I i~r  (  2  /«  —  I  )  (  2  /l  H-  I  ) 

2      XX     \ii-        XX  .>.ii  .0.11 

1  1 

formule  d('Couverte  par  \\  allis. 

375.  Pour  oblenir  l'expression  de  cos-rr::  par  un  produit 
infini,  le  plus  simple  est  de  partir  de  la  formule 


I  —  — 


'l  z  \     —  ■ 

e 
sin  2-  3  ■  JL  \  Il 


n 


-n(-^) 


SÉKIES.  359 

Supprimant  les  lacteurs  communs,  qui  correspondent  aux 
valeurs  paires  données  à  n  dans  le  numérateur,  il  vient 


(3) 


ces 


-=n^-ï^)'"^- 


A  chaque  valeur  nég^ative  n'  de  l'indice  de  sommation  cor- 
res{)ond  une  autre  valeur  /«,  positive  ou  nulle,  telle  que  l'on 
ait 

2/î'-h  r  =  —  (2/1  +  1). 

Faisant  le  produit  des  deux  facteurs  associés  correspondant 
à  ces  deux  valeurs  n  et  n\  il  vient 


n 


43^ 


(2rt  H-  I)- 


376.   Prenons  la  dérivée  logarithmique  de  la  formule  (2); 
il  viendra 


(D 


t:  cot-^ 


3C 


I  1 

+-  /^        n 


la  somme  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n,  zéro 
excepté. 

Développons  chaque  terme  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  z^  il  viendra 

T.col-z  =  -  —  y  —,  +  >  -,  — y  — ^  4-.  .  . 
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Mais  on  a,  d'autre  part, 

T.  COt-^  ^  T.  —. =  ~l  —T— T-— 

I   iTÙz  e-''^-+  I 


2       e 


im: 


I 


Z  \_  1.2  1.2.3.4  J 

B,,  Bo.  . . .  désignant  les  nombres  bernoulliens  (269). 

Egalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  z  dans 
ces  développements,  il  viendra 


^j  n- 


I  .2 


B, 


,  2/;z  — 1  _2/« 


,  2/?t  ^  «-' 


377.  On  peut  mettre  aisément  en  évidence  sur  les  for- 
mules qui  précèdent  la  périodicité  des  fonctions  trigonomé- 
triques. 

Considérons  par  exemple  le  développement  (4)  de  col-;;. 

Ajoutons  ensemble  les  termes  qui  correspondent  à  deux 
%aleurs  égales  et  contraires  de  n\  il  viendra 


-cot-:;=-  T-V  (— ^— 

z         ^\Z  -\-  Il 

1 

=  -1  -H  lin,  y 
1 

=  limy-L 


Changeons  ^  en  ^  4-  i .  La  somme  précédente  se  repro- 


(5) 
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(luira,  accrue  de  la  quantilé 


I 


VT  ' 


J-+-I  +  N       c-N' 
qui  lend  vers  zéro  pour  N  =  x.  Donc  col-;  a  la  période  i. 

378.  Pour  le  sinus,  nous  aurons 


n 


^".zny^n  v-n 


{-.yz 


N 


i±o.....Nrn(--^")(----) 


(-1)^ 


v^«(l  .2.  .  .i\  )-  AA 


—  N 

Si  l'on  change  x;  en  ;  -f-  i ,  ce  dernier  produit  se  reproduira 
multiplié  par  ^ ^^  ,  facteur  (|ui  tend  vers  —  i  c|uand  N 

-S  —  i\ 

tend  vers  yo.  Donc 

sin-(G  +  i)  =3  —  sinT:^, 

et  sin-z  admet  2  pour  période. 

379.    Série  hypergéométrioue.   —   Considérons  la   série 
hyper  géométrique 

l   F(a,  |3,y,j:)=i  H -x^... 


'•Y 

a(a^i)...(a  +  n-i)p(p+i)...(3-H»-i) 
l.2...«.Y(YH-i)...(Y-i-/i  — I) 


X" 


Cette  expression  est  synK'triquc  en  a  et  |j.  Elle  se  réduira 
à  un  polynôme  entier  si  a  ou  ^i  est  entier  et  n(''gatif;  car  tous 
ses  termes,  à  partir  d'un  certain  rang,  s'annuleront.  Elle  n'a 
d'ailleurs  aucun  sens  si  y  est  entier  et  négatif,  car  ses  termes 
deviendraient  infinis  à  partir  tl'un  certain  rang. 

Excluons  donc  le  cas  où  l'un  des  paramètres  a,  |3,  y  serait 
entier  et  négatif;  nous  obtiendrons  une  série  infinie,  dont 
nous  allons  étudier  tout  d'abord  la  convergence. 
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Soit  Un  le  terme  général;  on  aura 

II,,    _  (i  +  /0(y4-  ^0   ]_ 


expression  qui  tend  vers  —  quand  n  augmente  indéfiniment. 

l^a  série  sera  donc  absolument  convergente  si  |  ^  ]  <<  i ,  diver- 
gente si  I  .r  I  >■  I . 

Soit   enfin  |  .r  |  =  i .  Admettons,  pour  plus  de  généralité, 
que    a,    |j,    y    soient    imaginaires,    et    posons    a  =  a'H-a"/, 

1^  =  H  +  ,j    /.  V 


=  ^''4-  ""/.  On  aura 

(  I  4-  /Q  (  Y  +  /^  ) 
(  a  +  /i  )  (  !i  -h-  /i  ) 


/^^  H-  2  (  1  H-  y'  )  n''  - 


i-f-2(i+Y'— =''-P')-+• 


=I+(.+Y'■ 


La  série  des  modules  sera  donc  convergente,  et  la  série 
F(a,  p.  Y,  .r)  absolument  convergente,  si  y' —  y.' —  i^'>  o.  Au 
contraire,  si  y' — ■  a' —  î^'<o,  la  série  des  modules  sera  diver- 
gente. 

380.  On  peut  former  aisément  une  équation  difTérentielle 
à  lacpiclle  satisfasse  la  série  F(a,  [i,  y,  x).  Eu  effet,  considé- 
rons l'expression 

«ï>  —  AF  +  B.rF'+ C^=F"+ DF'+ E^F", 

où  A,  B,  G,  D,  E  sont  des  constantes  arbitraires.  Le  terme 
en  x"  aura  pour  coefficient 

rA(Y4-  «)  H-  Bn(Y  -i-  «)  -t-C/<  («  —  i)  (y  +  '0 
1_     +D(a  +  n)  (;i  4- /i)  +  E/i(a-l- n)  (;iH-/i) 
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en  posant,  pour  abréger, 

_  gf-y^  i)...(a-^»— I)p(p-n)..■(^-^/^  — i)       I 
'' ~  ,.2.../iY(Y  +  i)---(T  +  «  — 0  Y  -+-  «  " 

La  cfuantité  qui  niultiplie  q  est  un  polynôme  en  n  du  troi- 
sième degré,  et  l'on  pourra  évidemment  disposer  des  raj)- 
ports  des  cinq  constantes  A,  B,  C,  D,  E,  de  manière  à  an- 
nuler ses  quatre  coefficients;  on  aura  alors  identiquement 

*  :=  o. 
On  trouvera  ainsi 

(6)        (^_:r2)F"+[Y-(a+  3  +  i).r]F'— a3F  =  o. 

381.  En  faisant  varier  les  paramètres  a,  |j,  -'  de  la  série  F^ 
on  obtiendra  une  infinité  de  fonctions  distinctes.  Deux  de 
ces  fonctions  seront  dites  contiguës  si  deux  de  leurs  para- 
mètres ont  la  même  valeur,  leurs  troisièmes  paramètres  dif- 
férant d'une  unité. 

TuÉouÈ.MK.  —  La  fonction  F  et  deux  quelconques  fie 
ses  contiguës  sont  liées  par  une  équation  linéaire  ayant 
pour  coefficients  des  polynômes  du  premier  degré  en  x. 

La  fonction  F  ayant  six  conligiu-s  (lin'ércntes,  on  aura  ainsi 
— ^  =  i5  équations  dilTérentes.  Nous  allons  indiquer  com- 
ment on  peut  les  ('-lablir. 

Considérons,  par  exemple,  les  trois  fonctions 

F(a,  p,  Y, -r),      F(a,3,Y -r,.r),      F(a,  ^,  y,  +  i ,  ^), 

que  nous  représenterons,  pour  abréger,  par 

F,     F^,,     F,. 

Soit  N  le  coefficient  de  x"  dans  F,  formons  son  coeflieionl 
dans  les  fonctions  F,  a:F,  F^  , ,  .rF_,,  I', ,  .rF,.  On  trouvera 
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iinmédiatemenl  les  valeurs  suivantes  : 
Pour  F N 

.F N^ — "^'^trr'^ — ^ 

(x  +  «  —  I  )  (  ^  4-  /t  —  I  ) 

F  , n'^-^^^-^ 

F  \  T  +  ^^  —  I  n  (-(  -\-  n—2) 

■^  '"' '         7  —  1       (a  +  /i  — i)  (pH-/i  — I) 

Fi N— ^i— 

7  +  // 

^F, x^L, ^ili^i^ ^, 

-;  ~\-  n  {'X  -\-  n  —  i)  {^  -h  n  —  i) 

On  en  déduit  immédiatement  que  le  coefficient  dex"  dans 
l'expression 

(A  +  Bjc)F  +  (C  +  D^)F_i+E^F, 

N 
sera  é^al  au  produit  de —-^ :  par  une  fonc- 

^  '  (^a-H/i  —  i)(?H-/i  —  i)*^ 

lion  entière  du  troisième  degré  en  N.  On  pourra  déterminer 
les  rapports  des  constantes  A,  B,  C,  D,  E  de  manière  à  annu- 
ler cette  fonction.  On  trouvera  ainsi 

\   7[7-i-(27-a-3-i).r]F-7(7-.)(i-.r-)F_, 
^        '  +    (7-a)(7-.3).rF,=o. 

Les  quatorze  autres  équations  peuvent  s'obtenir  par  un 
procédé  identique.  On  simplifiera  les  calculs,  soit  en  per- 
mutant les  paramètres  a  et  |j  par  rapport  auxquels  F  est  sy- 
métrique, soit  en  profitant  des  équations  déjà  trouvées  pour 
en  obtenir  d'autres,  par  l'élimination  d'une  des  fonctions  qui 
y  figurent. 

Trois  fonctions 

F(a,  S,-;--^),      F(a',3',7',a:),      F  (a",  ?",  7",  .r), 
dont  les  paramètres  diffèrent  de  nombres  entiers,  sont  liées 
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par  une  équation  linéaire,  dont  les  coefficients  sont  des  po- 
Ivnùmes  en  x.  En  efTel,  ces  trois  fonctions  se  rattachent  les 
unes  aux  autres  par  une  suite  de  fonctions  conliguës.  For- 
mant les  relations  qui  existent  entre  ces  fonctions,  et  éli- 
minant les  fonctions  intermédiaires,  on  obtiendra  l'équation 
cherchée. 

38!2.  Il  est  intéressant  de  déterminer  la  valeur  de  hi  fonc- 
tion F(a,  |S,  y,  ^)  pour  jc  =  i ,  lorsque  cette  série  est  conver- 
gente. 

Posons  .r  =  i   dans  l'équation  (-)  ;  il  viendra 

ï(^-i-?-V)F(^M^>7,0  4-(Y-a)(Y-?)F(a,3,Y  +  ,,i)=o. 

d'où 

F(a,fJ,Y,i)      _  (.^_a)(Y-!B) 


F(a,.3,Y-+-i,,)  -^(-^_a-[i) 

Changeant,  dans  cette  équation,  yeny-j-  i ,  v-|-2,  ...,v-)-/?  —  i 
et  multipliant  ensemble  les  équations  obtenues,  il  viendra 


^(t-->^)(t-^+0---(v-^  +  ^^-0        (t-P)---(t-?  +  /?-i) 

Y  (  Y  + 1  ) .  •  •  (  T  +  «  --  •  )  i  Y  —  a  —  li  ) .  .  .  (  Y  —  2^  —  [i  +  '*  —  '  ) 

-I1(«,Y-=')1U«,Y-?)' 

eu  posant,  comme  au  §  III, 

i  ."?...  An  —  I ) rt- 
(8)  ,T(„,-)^  ^ 


{z-)ri)...{z-]-n  —  i) 

Faisons  tendre  Ji  vers  x;   F(a,  [i,  v  +  /?,  i)   tendra  évi- 
demment vers  l'unité  ;  on  aura  donc,  en  posant  encoi»* 

(9)  limll(«,.-)  =  r(-), 
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383.  Fonction  F.  —  La  fonclion  r(c),  définie  par  les 
équalions  (8)  et  (9),  jouit  de  pi'opriétés  nombreuses  et 
importantes.  Nous  allons  en  établir  quelques-unes. 

On  a  évidemment 

ri(«,  c  H- 1)  =  — ^^ —  Wiii--), 

Z  -\-  Il  ' 

d'où,  en  posant  n  =  x, 
(10)  r(..  +  ,):=..r(,.) 

et,  par  suite,  A"  étant  un  entier  positif  ([uelconque, 
T{z  +  k)  =  z{z-^^)...{z-^-k-^)T{z.). 
On  a  d'ailleurs,  identiquement, 
n(«,i)  =  i, 

r(i)^i, 

r(i  + A)  =  i.2...A-. 


d'où 

et,  par  suite, 


38 i.   On  a,  en  second  lieu, 


\l{n,z)\\{n,-z)  = 


[1.9...  .(«  — i)]5 


71  I 


(/.-I)-^J 


et,  à  la  limite, 

l^(--)l^(-^)=-7^î^     (372). 
On  en  déduit 

(II)  r(-)r(i_::)^_-r(.-)r(-..)=:^ 

bir 
Posons,  en  particulier,  ^  ^  ^;  il  viendra 

r(i)^  =  ^, 


d'où 


r(i)  =  v/7r. 
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38o.   Formons  encore  le  produit 

n7"'-U(n,z)  ui  n,  z  —  —  ].  .  .n(  n,  z 

\  ni  '  \, 

H  {mn,  inz) 
On  vérifie  aisément  qu'il  a  pour  valeur 
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m'"'*[i.2. . .(«  —  !')]'"« 
\  .2  .  .  .{mn  —  I ) 

quanlilc  indépendante  de  r. 

On  aura  donc,  en  posant  n  =  x, 

/         m- 
.rcH 


=  A-, 


m'"=r(;)r  z^ 


r{mz) 

C  désignant  une  constante  indépendante  de  ;:. 
Pour  la  déterminer,  posons  z  =  —  Il  viendra 


lim  A'  :=  C, 


mT 


(^)--( 


m 

m  —  I 
ni 


C. 


Multiplions  cette  équation  par  elle-même,  en  renversant 
Tordre  des  termes  du  premier  membre.  11  viendra,  en  tenant 
compte  de  l'équation  (i  i), 


.     TT     .    iT.         .    {m  —  I  ) - 

sm  —  sin  —        sin 

m         m  ni 


=  C\ 


Or  on  a 

2/«  — 1    , 


;*'"—  I  — 


n 


j:  —  e  ""*   /  = 


n( 


(jc-  —  I  )    X-  —  2  ces x  4-  I    . 

'  2  m  ' 


>r- —  2  ces 


2(m  —  I  )  r: 


-1-  I 


Posons  X  =  i  -{-  h,  et  égalons  les  termes  du  premier  degré 
en  h  dans  les  deux  membres  ;  il  viendra 

/    .     -  y-     r    .   im-,)-y 

2m  =:  2     2  Sin  ...     2  Slll  

\  2m  /         L  2  /«       J 
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Posant  X  ^  —  I  +  /«,  on  trouverait  de  même 

„„„  (/«  — f)-1- 


2  m  =  2  I  7.  CCS 

2  m 


Multiplions  ces  deux  égalités  et  extrayons  la  racine  carrée; 

il  viendra 

.    .     -  .1)1  —  I  - 


ni  =z  2"'~'  sin  —  ...  sin 


et,  par  suite, 

in  —  \        I 

G  :=  (  2  71  )    -    m-, 

VII.  —  Fractions  continues. 

386.   Soit  A  une  quantité  réelle  et  positive  quelconque; 
on  pourra  évidemment  poser 

.  I 

Ai=ao-h  -r-> 

«0  étant  un  entier,  et  A)  une  quantité  >>  i . 
On  pourra  poser  de  même 

Ai=<7,+  —, 

a\  étant  un  entier  au  moins  égal  à  i,  et  A^  une  quantité  >>  i. 
Continuant  ainsi,  on  obtiendra  pour  A  un  développement 
en  fraction  continue,  tel  que 

A  =  «0  -I 


«2  4-  .  . 

Ce  développement  sera  évidemment  limité  si  A  est  com- 
mensurable,  illimité  dans  le  cas  contraire. 

On  nomme  réduites  de  la  fraction  continue  les  fractions 

Pn  _  «0              Pi   _         ,      I    _  rto<^i  +  I 
TT-  —  —  ?  rr-   —  «0    1 —  ■ — ~  ' 

Qo       1  Qi  «-1  ^'x 

P9  I  anaia,->r-  o^-\-  a„ 

-—  r=  «0  H 1 ~ — ,  

Uo  I  «,a., 4- 1 

^'  +  ;r 
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387.  Théouème.  —  On  a  généralement 

Celte  formule  est  vérifiée  pour  n  ^=  1  par  les  valeurs  ci- 
dessus  de  Po  et  de  Qo.  Nous  allons  d'ailleurs  montrer  que  si 
elle  est  vraie  pour  un  nombre  n,  elle  le  sera  pour  n  -\-  \ . 

P   -u  .  P, 

En  effet,  ""^'  se  déduit  de  ^  par  le  changement  de  a„ 
en  an-\ On  aura  donc 


On  voit  par  les  formules  (i)  que  les  quantités  Q„  croissent 
au  delà  de  toute  limite  quand  n  augmente.  En  effet,  a,i  étant 
au  moins  égal  à  i,  on  aura 

On  déduit  encore  des  formules  (i)  la  relation 

P„Q«-i-  Pn-iQ„  =  -  (P.-.Q.-2-  P«-2Q«-,), 

et,  comme  P,  Qo  —  Po  Qi  =  '  ?  on  aura 

(2)  P„Q„--i-P.-.Q«=(-i)"-'. 

On  voit  par  là  que  P«  et  Q«  n'ont  aucun  diviseur  coniniuii. 
Les  réduites  sont  donc  des  fractions  irréductibles. 
On  a  enfin 

P„       1'.-.  ^  P„n„-,-  P„-,Qn  ^  (-ly^-' 
P/, 

388.    Les  quantités  -~  convergent  sers  A.  En  eUV'l,  si  ijan^ 

J.  - 1.  24 
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l'identité  (3),  qui  peut  s'écrire  ainsi 


Qn      Q«-i      Q«-i(«,,<v>«-i  +  Q«-2)' 


I     P„ 

on  change   «„    en    a,i-\-  -^— >   7^  étant  évidemment  cli< 

en  j 

(4) 


T— >   —  elant  évidemment  changé 
en  A,  il  viendra 


^n- 


Qn-AQn- 


t^-) 


Les  quantités  Q  croissant  indéfiniment  quand  n  augmente, 

cette  difFércnce  décroîtra  indéfiniment.  D'ailleurs,  — —  étant 

compris  entre  o  et  i,  cette  diff'érence  sera  comprise  entre  les 
deux  limites  suivantes  : 

et 


Changeant  n  en  /?  -(-  1 ,  on  trouvera  de  même  que  A  —  -^ 
est  compris  entre 

(— 1)«         ,  (-1)" 

et 


Ces  deux  quantités  sont  de  signe  contraire  aux  précédentes 
et  moindres  en  valeur  absolue  ;  car  on  a 

Q„>Q„_i,    <^)„+i;Q„-t-Q„-i, 
d'où 

Q„Q„^-,>Q«-,(Q.4-Q«-i)- 

Donc  A  est  compris  entre  deux  réduites  consécutives 
quelconques  et  plus  rapproché  de  la  dernière. 

p 

389.    Une    réduite  quelconque  -y  est  plus  rapprochée 

p 

de  A  qu  ''une  fraction  quelconque  -r  dont  le  dénominateur 

est  moindre  que  Q,^. 
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3-1 


1  .  .        .  I 

Supposons,  en  effet,  que  ^  soit  plus  voisin  de  A  que  j-^ 


0, 


P  ,  •  P,  _         P 

rr-  tombera  nécessairement  entre     "      et^-  On  aura  donc 


p_  p^ 


< 


P«_, 


Q„  Qn-i 


PQ„_,-P„_,Q 


Q«-iQ 


< 


Q«-,Q« 


Mais  PQ«_  1  —  P«-i  Q  est  un  entier  qui  ne  peut  s'annuler;  car 
on  aurait 

P^  IV-, 

P» 

et  cette  fraction  est  moins  approchée  de  A  que  j^-  Onauia 

donc 

lPQ«-.-P«-.Q|^', 

et  1  inégalité  ne  pourra  avoir  lieu  que  si 

Q  >  Qn, 

contrairement  à  l'hypothèse  faite. 

390.  Considérons  maintenant  une  fonction  A  dévelopj)able 
en  série  suivant  les  puissances  entières  et  décroissantes  d'une 
variable  x.  On  pourra  poser 


J7  JC- 


«0  désignant  un  polynôme  en  jr,  et  a,,  a. 

Posons 

a,  X,  I 


des  constantes. 


Si  a^    est  h;  premier  coeflicienl  (|iii  ne  s  annule  pas,  A,    de- 
viendra irilini  d'ordre  ij.,  avec  x.  Kn  le  développant  suivani 
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les  puissances  décroissantes  de  ^  ,  il  viendra  donc 


<-/,  étant  un  polynôme  de  degré  |Ji,. 
Posons  de  même 

.V  ~^  a:'-       A,' 

on  en  déduira 

A2  =:  «2  4-    -  -t-  —,  -h  .  .  ., 
X         X- 

rto  étant  un  polynôme  en  x  du  premier  degré  au  moins. 
Continuant  ainsi,  on  obtiendra  un  développement 

A  =  r7y  4 


a. 


limité  si  A  est  une  fraction  rationnelle,  illimité  dans  le  cas 
contraire,  «,,  «2,  •  •  •  étant  des  polynômes  dont  les  degrés 
en  x^  que  nous  désignerons  par  |jl,,  ulo,  ....  sont  au  moins 


égaux  à  l'unité. 


391.   Considérons  les  réduites 


Q„       I  Qi  «1  «1  Q2 


Les  relations  (1)  subsisteront  avec  toutes  leurs  consé- 
quences. 

On  en  déduit  tout  d'abord  que  le  degré  v„  du  polynôme  Q„ 
est  égal  à  p.,  +  ;j.o  + .  .  .  +  ;j.„. 

La  relation  (2)  montre    ensuite  que    ia  fraction  algé- 

P 

brique  -p^  est  irréductible. 

On    voit   enfin,    par   la    relation    (4),    que    la    difTérence 
j> 
A —  7T^—^  est  d'ordre  —  V;,_,  —  v„  par  rapport  à  x.  Car  Q,i_, 
v«- 1 
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est  d'ordre  V/i_i ,  et  Q^  +  -r—  Q,/_i  est  évidemiaenL  d'ordre  v„, 

comme  son  premier  terme  Q„. 

P„_, 

D'ailleurs,   V// >  v„    ,  ;    donc    Tordre    de    A  —  j^ —    sera 

<    -   2V«_,. 

392.   Nous  allons  démontrer  que,  réciproquement,  toute 

P  .     ,  P      .      . 

iraclion  ^  telle  que  la  différence  A —  -p-  soit  d  ordre  <; — 2V, 

V  étant  le   degré   du    dénominateur  Q,    est  nécessairement 
égale  à  l'une  des  réduites  précédentes. 

En  effet,  considérons  la  série  des  nombres  V|,  Vo,  ...; 
soit  v„_,  le  dernier  nombre  de  cette  suite  qui  ne  surpasse 
pas  V.  On  aura,  par  hypothèse, 

en   désignant,   pour  abréger,    par   (     ,„^^^  j    une    expression 

d'ordre  —  (av  -|-  i)  au  plus  par  rapport  à  ce. 
On  a.  d'autre  part. 


A- 


P.-, 


d'où 

p.- 

P 

Q«-. 

Q 

Or  on  a 

P„_,Q-PQ„_.  _/     I 


q„_,Q  V.r^--7     V^v,._ 


^'/^>^';'^l 


Donc  le  second  membre  de  l'égalité  précédente  sera  d'ordre 
inférieur  à  — (v  -f-v,,_,).  Donc  il  doit  en  être  de  même  du 
premier.  Mais  le  dénominateur  Qrt_,  Q  est  d'ordre  v  -f-  v„_, . 
Donc  le  numérateur  doit  être  d'ordre  <^o.  Mais  c'est  un 
polynôme,  et  son  ordre  ne  peut  être  •<  o  <[ue  s'il  s'annule 
identiquement. 
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On  aui'a  donc 

P„_,Q-PQ„_,  =  o, 

d'où 

P  _  P.-, 

Q  ~~  O.-i 

et,  par  suite, 

(P=AP„_„ 

k  étant  un  polynôme  d'ordre  v  — •  v„    , . 

P  .  . 

On  voit  par  là  c{ue  jr  ne  sera  irréductible  que  si  v  =  v„_(, 

auquel  cas  le  facteur  k  se  réduit  à  une  constante. 

393.   Proposons-nous  de  déterminer  directement  une  frac- 

P 
lion  jT  dont  le  dénominateur  Q  soit  de  degré  v,  et  telle  que 

l'on  ait 

On  en  déduit,  en  chassant  le  dénominateur, 


AQ=P  + 

II  faut  donc  que,  dans  le  produit  AQ,  les  termes  en  —)•••,  —:- 

disparaissent. 

Soit,  comme  précédemment, 

.  a,        a., 

A  =  aoH h  —  +..., 

et  posons 

Q=:Bo+B,j7+...+  B,j?\ 

l^c  coefficient  C>,  du  terme  en  —  >  dans  le  produit  AQ,  sera 
évidemment  donné  par  la  formule 

C),=  axBo+  ''Xi-i  B,  +  .  .  .  +  a),_^vBv 
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Nous  aurons  à  salisfaire  aux  conciliions  suivantes 
(6)  C,  =  o,         ...,         Cv=o. 

i"  Si  le  déterminant 


A.= 


a,  a, 

a,  a. 


'V-l-l 
'V-H2 


a,,^ 


n'est  pas  nul,  ces  équations  détermineront,  sans  ambiguïté, 
les  rapports  des  inconnues  B;  la  fonction  Q  sera  déterminée 
à  un  facteur  constant  près;  on  obtiendra  la  valeur  corres- 
pondante de  P  en  calculant  la  partie  entière  du  produit  AQ. 
2°  Si  Av  6st  nul,  les  équations  (6)  ne  détermineront  pas 
complètement  les  rapports  des  coefficients  B,  et  le  poly- 
nôme Q  contiendra  plusieurs  constantes  arbitraires. 

Dans  tous  les  cas,  les  constantes  arbitraires  disparaîtront 
p 
du  rapport  tt,  en  vertu  de  la  relation 


P.-i 
0„_, 


que  nous  avons  trouvée  [)Uis  haut. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  la  condition  Av^o  exprime 
qu'il  existe  une  réduite  de  degré  v.  Si  donc  tous  les  déter- 
minants A,,  Ao,  ...  sont  différents  de  zéro,  ce  qui  aura  lieu 

en  général,  les  nombres  v,,  -a, v,,.  ...  formeront  la  série 

complète  des  nombres  entiers,  et,  par  suite,  les  degrés  ;j.), 
Uo,  ...,  <j.„,  ...  des  polyiiônies  «(,  /'/o,  ...,  a,i,  ...  seront 
égaux  à  l'unité. 

VIII.  —  Maxima  et  minima. 

394.  Soity*(.r)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  x. 
On  dit  quey(;r)  est  maximum  j)Oiir  .r  -  a,  si  l'on  peut 
déterminer  une  quantité  £  telle  que  Tcm  ait 


/(,,  + A)  _/(„)<  o 
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pour  toute  valeur  réelle  de  /i  moindre  que  s  en  valeur  ab- 
solue. 

Elle  sera  minimum,  si  l'on  a  toujours 

/(«  +  /0-/(«)>o 

dans  ces  mêmes  conditions. 

Si,  au  point  a,  f{x)  admet  une  dérivée /*(a)  différente  de 
zéro,  nous  avons  vu  que,  pour  h  suffisamment  petit, 

f{a  +  h)-f{a) 

a  le  signe  de  lif\a).  Son  signe  changera  donc  avec  celui 
de  A,  et  il  ne  pourra  y  avoir  ni  maximum  ni  minimum. 

Pour  trouver  les  maxima  et  minima  de  /(j:"),  il  faudra 
donc  tout  d'abord  chercher  les  valeurs  de  la  variable  pour 
lesquelles  f'{x)  s'annule  ou  cesse  d'exister.  Soit  a  l'une  de 
ces  valeurs.  Pour  s'assurer  si  elle  donne  elTeclivement  un 
maximum  ou  un  minimum,  on  calculera  la  valeur  principale 
de  la  difTérence  f(^a  -^-  h)  — /{(f-)  '■,  car  c'est  évidemment  de 
son  signe  que  dépend  celui  de  cette  différence  pour  les  pe- 
tites valeurs  de  h.  Si  ce  terme  principal  est  constamment 
négatif,  on  aura  un  maximum  ;  s'il  est  constamment  positif, 
un  minimum.  Sinon,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum. 

Si /"(.r)  est  développable  aux  environs  du  point  a  par  la 
série  de  Tajlor,  la  réponse  à  cette  question  sera  immédiate. 

En  effet,  dans  ce  cas,  /'(a)  s'annule  nécessairement.  D'au- 
tres dérivées  pourront  s'annuler  également.  Soit  f"{n)  la 
première  de  celles  qui  ne  s'annulent  pas  :  on  aura 

f{a-^-h)-J\a)=  ,/'",/"  (^  +  Q/0. 

La  dérivée  /"{■'')  étant  supposée  continue  au  point  a, 
/"(a-}-  0/i)  aura  pour  limitey""(rt)  quand  h  tend  vers  zéro. 
Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  suffisamment  petites, 
elle  aura  le  signe  def"{a).  D'autre  part,  /i"  sera  toujours 
positif  si  n  est  pair;  au  contraire,  si  n  est  impair,  son  signe 
change  avec  le  signe  de  h.  Donc  : 

J/  y  a  maximum,  si  n  est  pair,  et  /"{a)  <  o;  minimum, 
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si  n  est  pair,  et  /"{a)';>  o.  Il  n'y  a  ni  maximum  ni  mi- 
nimum si  n  est  impair. 

395.  Une  fonclion  réelle  /(x,}\  . . .)  de  plusieurs  varia- 
bles réelles  x,  y^  ...  sera  maximum  au  point  a,  b,  ...  si 
l'on  peut  déterminer  une  quantité  z  telle  que  Ton  ail 

f(a  -H  h,  h  -J^  /r,  .  .  .)  —f{a.  h,  .  .  .)<  o 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  A,  k,  ...  de  module  <C  î  ; 
elle  sera  minimum,  si,  dans  les  mêmes  conditions,  on  ;i 
constamment 

■fia  -+-  h,  h  -r-  /..  .  ..)—f(a,  b.  ...)>o. 

Une  première  condition  pour  l'existence  d'un  maximvim 
ou  d'un  minimum  est  qu'au  point  a,  b,  . . .  chacune  des  déri- 
vées partielles  -=^5  —■>•••  s'annule  ou  cesse  d'exister. 

'■  OJc    Oy 

En  effet,  si  l'on  pose  en  particulier  A- =  ...=:  o,   la   dif- 

lerence 

f{a-^hj,,...)-f{a,b,..:) 

devra  conserver  un   signe  constant,  tant  fjue  \li\  sera  <! '• 

Donc  ^  s'annule  ou  cesse  d'exister  au  poiut  «,  b De 

même  pour  les  autres  dérivées  partielles. 

396.  Supposons  la  fonction y(.r,_)^,  .  .  .)  développable  par 
la  série  de  Taylor  aux  environs  du  point  a,  ^,  ....  Ses  déri- 
vées premières  devront  s'y  annuler.  Admettons  qu'il  en  soit 
de  même  pour  toutes  les  dérivées  suivantes  jusqu'à  celles  de 
l'ordre  n  exclusivement.  On  aura 


f{a  +  ii,h-\-k,  ...)-f^a,h,  ...) 


,  n 


l  .2.  .  .{/l  -+-  i  ) 
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Posons 


d'où 

h'-^  k'-  +  .  .  .=.1. 

L'expression  précédente  })rendra  la  forme 

1  >       rtl  P  ,  «  -t   1 

—  -\ ' — -1 

\  .'^. .  .  .11         I  .?....(//  H-  I  ) 


J 


l*«  et  V*n-^\  étant  des  polynômes  homogènes  en  h\  k\  .  . .  ,  de 
degré  n  et  /?  +  i  respectivement. 

Les  coefficients  de  ?«+)  sont,  à  des  facteurs  binômiels 
près,  les  valeurs  des  dérivées  d'ordre  n  +  i  au  point  a  +  BA, 
6  +  9A",  ...  ,  lesquelles  ont  pour  limites  les  valeurs  des  mêmes 
dérivées  au  point  a,  b,  ...  lorsque  A,  A,  ...  tendent  vers 
zéro.  D'autre  part,  \li'\^  l^'l'  •••ne  peuvent  surpasser  l'unité. 
On  pourra  donc  assigner  un  nombre  fixe  M  tel  que  l'on  ait 


<  M  p" 


I  .  2  .  .  .  (  /i  +  J  ) 


dès  que  /i,  k,  . . .  seront  suffisamment  petits. 

Quant  au  premier  terme,  divers  cas  seront  à  distinguer  : 
i"  Le  polynôme  P«  reste  constamment  positif,  pour  tous 
les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  h',  k',  ...  (sauf  pour 
h'=  k'^=  . . .  =  o,  auquel  cas  il  s'annule).  Dans  ce  cas,  pour 
les  systèmes  de  valeurs  de  ces  variables  qui  satisfont  à  la 
condition 

A'2+  /c'2H-...=:I, 

P„  sera  positif,  et,  comme  c'est  une  fonction  continue,  sa 
valeur  ne  pourra  s'abaisser  au-dessous  d'un  minimum  fixe  m. 
On  aura  donc 

f{a  +  h,b  +  k,  .  .  .)  -/{a,  b,...)>       ^         -  -Mp«-'. 
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Celle  quanlilé  sera  positive  dès  que  p  sera  devenu 

m 


< 


1 .  2 . . .  /i .  M 


Il  y  aiira  done  mini  nui  m. 

3"  Si  P,i  reste  constamment  négatif,  le  même  raisonne- 
ment montre  qu'il  y  a  un  maximum. 

3°  Si  Prt  peut  prendre  des  valeurs  positives  et  des  valeurs 
négatives,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum. 

Supposons,  en  efTet,  que  P„  soit  égal  à  -f-  nit  pour  le  sys- 
tème de  valeurs  h\,  k\,  ...  et  égal  à  — m^  pour  un  autre 
système  de  valeurs  A',,  k'., Soient 


Posons 


h 

I 

+  k 

/. 

'2 

+  . 

I 

-/.- 

1  ' 

^ 

{h 

I 

.2  . 

>  ■  • 
.  .n 

)_ 

0" 

= 

m, 

;" 

I  . 

2 .  . 

.n'/.'! 

d'où 


on  aura 


et 
/(a  +  h',  b-^k',...)  -fia,  b,...)>  /^]^\„  -  Mp"-', 

quantité  positive  pour  p  infiniment  petit. 

Au  contraire,  si  l'on  déterminait  //,  A',  ...  par  les  rela- 
tions 

h'=^K,        k'=^k',, 

on  aurait 

/{a  +  h,b  +  k.  .  ..)-/(«,  b,  ...)<-      ^'^'l.,.  -h  Mp'-', 

quantité  négative  pour  p  infiniment  petit. 

Ce  cas  se  présentera  nécessairement  si  n  est  impair,  car 
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on   changera  le   signe  de  P„  en  changeant  cehii  des  varia- 
bles. 

4"  Enfin,  si  P„  ne  peut  pas  changer  de  signe,  mais  peut 
s'annuler  pour  quelque  système  de  valeurs  autre  que 

il  V  aura  doute. 

397.  La  distinction  des  quatre  cas  ci-dessus  est  aisée  à 
faire  dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  où  /i=:2.  On  n'aura 
qu'à  mettre,  par  un  procédé  d'Algèbre  connu,  le  polynôme 
du  second  degré  Po  sous  la  forme 

P2=  «,Xj  -1-  r/,X^'  H-.  .  .  +  cijXJ  {ij-  m), 

les  X  étant  des  fonctions  linéaires  distinctes  des  m  variables 

Supposons  d'abord  que  les  coefficients  a  ne  soient  pas 
tous  de  même  signe  et  qu'on  ait,  par  exemple,  rt,>-o, 
«2<  o.  Si  Ton  détermine  h',  k' ,  ...  de  telle  sorte  qu'on  ait 

X,>o,         X,  =  ...  =  X,  =  o, 

Po  sera  positif.  Si  l'on  pose,  au  contraire, 

X,>o,         X,=  X3  =  ...=  X,  =  o, 

il  sera  négatif.  Il  n'y  a  donc  ni  maximum  ni  minimum. 

Supposons,  au  contraire,  que  les  a  soient  tous  de  même 
signe,  Po  aura  toujours  le  signe  des  a,  à  moins  qu'on  n'ait 

Xi=r.  .  .=  X,-=0, 

auquel  cas  il  s'annule. 

Si  /  <<  m,  on  peut  satisfaire  à  ces  conditions  par  une  infi- 
nité de  valeurs  de  A',  k\  ....  On  sera  donc  dans  le  cas  dou- 
teux. 

Si  i :=  m,  ces  conditions  ne  seront  satisfaites  que  pour 
/i'=  k'=...=  o.  il  y  aura  donc  minimum  si  les  a  sont  po- 
sitifs, maximum  s'ils  sont  négatifs. 
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398.  Considérons,  en  parliculier,  le  cas  de  deux  variables. 
Posant,  pour  abréger, 

(^fl^~     '  daOb~     '  00'~     ' 

nous  aurons 

p.,  —  A  //2  +  2  n/i'  />'+  G  A". 

Si  A^o,  celle  expression  peul  se  inellre  sous  la  forme 

2A'  2  A 

Donc 

Si  AG  —  B--<o  ni  maximum  ni  minimum, 

AG  —  B-  =  o  doute, 

AG  —  B->o,  A>o     minimum, 

AG  —  B->  o,  A  <;  o     maximum. 

Si  A=o,  on  trouve  les  mêmes  caractères.  En  elTet,  soit 
d'abord  B^o,  d'oîi  AG  —  B-<<o.  Il  n'y  aura  ni  maximum 
ni  minimum,  car  Pj  ;=  2B/i'A'H-  GA'-  aura  à  volonté  le  signe 
de  k'  ou  le  signe  contraire,  suivant  qu'on  prendra  h'  plus 

G  A"' 
grand   ou    plus    petit   que    —  TlT  '    Enfin,    si    B  :=  o,   d'où 

AC  —  B"-  =  o,   P2   se  réduit  à  CA"'-  et  s'annule  pour  A'^^  o, 
quel  que  soit  h'.  Il  y  a  donc  doute. 

399.  La  discussion  des  cas  douteux  j)eut  se  faire  d'une 
manière  à  peu  près  complète  pour  les  fonctions  de  deux  va- 
riables. En  elTet,  dans  ce  cas, 

/(a  +  A,  0^/:)~/{a,h) 

est  une  série  de  puissances  entières  de  h  et  de  A". 

Si  cette  série  contient  en  facteur  une  puissance  de  A,  telle 
que  /i",  mettons-la  en  évidence;  nous  aurons  une  expression 

de  la  forme 

A^S(A,  A). 

Soit  A  A"   le    terme  de   dei;ré  le   moijis   ('■lc\é  on   A    d.ins 
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S(A",  ô).  Pour  II  infiniment  petit,  léqualion  S(/.",A)  =  o 
donnera,  pour  k,  ii  racines  infiniment  petites,  dont  on 
pourra  calculer  les  développements  suivant  les  puissances 
croissantes  (entières  ou  fractionnaires)  de  h  par  la  méthode 
des  n'^  3G1  à  368.  Soient  K,  K',  . . .  ces  développements  ; 
V,  v',  ...  leurs  ordres  de  multiplicité  respectifs.  Nous  pour- 
rons écrire 

A^'  S ( /. .  // )  —  h^{k  —  K )■'  ( A-  —  K' )■'' . . .  M- ( A-,  h), 

W  étant  une  série  de  puissances  entières,  qui,  pour  Ji  =  o, 
/,  ■=  (),  ne  s'annule  plus  et  se  réduit  évidemment  à  A. 

Pour  les  valeurs  réelles  et  suffisamment  petites  de  k  et 
de  /:,  M'  aura  évidemment  le  signe  de  A. 

Considérons  les  autres  facteurs  du  produit.  Si  l'un  des 
développements  K  est  compliqué  d'imaginaires,  il  sera  évi- 
demment accompagné  du  développement  conjugué  K,,  qui 
sera  du  même  ordre  v  de  multiplicité.  Le  produit 

(/,_K)V(/,_k,)v 

sera  toujours  positif;  et  ces  facteui'S  n'entreront  pas  en  ligne 
de  compte  dans  le  signe  du  produit. 

La  même  chose  a  lieu  si  K  est  réel,  mais  v  pair;  car  le 
facteur  (/i — K)'''  ne  peut  être  négatif;  la  seule  nuance  est 
([u'il  est  susceptible  de  s'annuler. 

De  même,  si  a  est  pair,  /i*  ne  pourra  être  négatif. 

Si  donc  il  n'existe  que  des  facteurs  de  l'espèce  considérée 
jusqu'à  présent,  la  difierence  /{a -j- h,  b  +  k) — /{(t,  b^) 
aura  toujours  le  signe  de  A^  tout  au  plus  sera-t-elle  suscep- 
tible de  s'annuler.  11  y  aura  maximum  ou  minimum,  suivant 
que  A  est  négatif  ou  positif. 

Mais  si,  cette  suppression  faite,  il  reste  encore  des  fac- 
teurs, il  n'j  aura  ni  maximum,  ni  minimum. 

En  effet,  supposons  par  exemple  qu'il  nous  reste  les  fac- 
teurs 

//'^(A— K  )•'(/■  — K')-'', 

K  c[  K'  ('tant  réels,  et  a,  v,  v'  impairs. 
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Faisons  tendre  h  vers  zéro  plus  rapidement  que  A",  de  telle 
sorte  que  K  et  K'  soient  très  petits  par  rapport  à  A";  le  —  R 
et  /.■  —  K' conserveront  leur  signe  si  Ion  change  le  signe 
de  A,  tandis  que  h'^  changera  de  signe.  Donc  la  ditïerence 
f\a  -h  A,  b  -\-  k )  — /(  f(,  b)  ne  garde  pas  un  signe  constant. 

Supposons  maintenant  qu'il  ne  reste  pas  de  facteur  h^^ 
mais  seulement  les  facteurs 

(A_Ky'(A--K'r'. 

Posons  A"  =  K  -h  t/i' ,  z  étant  égal  à  m  i .  et  h'  étant  d'un 
ordre  plus  élevé  par  rapport  à  /i  (jue  la  différence  K  —  k'.  Ou 
aura 

(  A-  _  K  y  (  A-  —  K ' y  =  £ //' ■'  ( K  —  K'  +  c  h'  y . 

Pour  A  infiniment  petit,  le  signe  du  dernier  facteur  sera 
le  même  que  celui  de  (R  —  R')'  ,  quel  que  soit  le  signe  de  t  ; 
donc  le  produit  changera  de  signe  avec  c  et  il  n'y  aura  ni 
maximum  ni  minimum. 

400.  Nous  aurons  d'après  cela,  [)our  décider  de  l'existence 
d'un  maximum  ou  d'un  minimum,  à  effectuer  les  opérations 
suivantes  : 

Nous  déterminerons  dabord  le  facteur  A^  commun  à  tous 
les  termes  de  /{a  +  A.  h  -+-  A)  —/{a,  b).  Si  a  est  impair,  il 
n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

Si  y.  est  pair  ou  nul,  nous  chercherons  le  premier  terme 
Mh^  de  chacun  des  développements  R,  R', Nous  obtien- 
drons, par  la  méthode  du  n"  361,  un  certain  nombre  de  va- 
leurs de  [j.,  et,  pour  chacune  d'elles,  une  équation 

TrM):=o 

qui  déterminera  les  M  correspondants. 

Nous  chercherons  les  racines  réelles  de  cette  équation 
(les  racines  imaginaires  peuvent  être  écartées,  car  les  déve- 
lop[)ements  qui  s'en  déduisent  n'inlluenl  pas  sur  le  signe  du 
produit  j. 
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Si  l'une  de  ces  racines  est  d'un  ordre  de  multiplicité  im- 
pair /?,,  il  n'y  a  ni  maximum,  ni  minimum;  car,  parmi  les 
développements  en  nombre  /?,  qui  s'en  déduisent,  ceux  qui 
sont  imaginaires,  étant  conjugués  deux  à  deux,  sont  en 
nombre  pair;  il  reste  donc  un  nombre  impair  de  développe- 
ments réels  égaux  ou  inégaux;  l'un  au  moins  d'entre  eux 
sera  donc  un  ordre  de  multiplicité  impair. 

Si  fit  est  pair,  il  faudra  calculer  le  second  terme  M)  h^'  des 
/if  développements  qui  ont  pour  premier  terme  Mh^-.  Dans 
les  équations  qui  déterminent  les  valeurs  de  M),  on  négli- 
gera encore  les  racines  imaginaires  et  s'il  existe  une  racine 
réelle  d'ordre  impair,  on  affirmera  qu'il  n'y  a  ni  maximum 
ni  minimum. 

Si  l'on  arrive  à  n'avoir  plus  que  des  équations  privées  de 
racines  réelles,  il  j  aura  maximum  ou  minimum. 

On  arrivera  ainsi  à  trancher  la  question. 

i**  S'il  existe  des  développements  réels  d'ordre  de  multi- 
plicité impair; 

2"  S'il  n'existe  pas  de  développement  réel  d'ordre  de  mul- 
tiplicité pair,  et  dont  le  nombre  des  termes  soit  illimité. 

Mais  si  aucune  de  ces  deux  conditions  n'est  satisfaite, 
on  ne  pourra  jamais  arriver  à  la  certitude.  En  effet,  on 
pourra,  en  poussant  assez  loin  les  calculs,  éliminer  les  déve- 
loppements imaginaires,  et  ceux  des  développements  réels 
d'ordre  de  multiplicité  pair  qui  s'arrêteraient  d'eux-mêmes 
après  un  nombre  limité  de  termes;  mais  les  autres  resteront 
toujours,  sans  qu'on  puisse  assurer  que  la  prolongation  des 
opérations  ne  permettrait  pas  de  les  dédoubler. 

401.  Maxiina  et  mininia  relatifs.  —  Soit  à  trouver  les 
maxiina  et  minima  d'une  fonction /"(^r,  ^,  z,  u),  les  variables 
étant  liées  par  deux  relations 

(i)  o{a;,r,z,u)  =  o, 

(2)  '!^{x,  f,z,u)=o. 

imaginons  qu'on  ait  lire  de  ces  relations  les  valeurs  de  ", 
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Il  en  x,y,  pour  les  subsliluer  clans  y";  il  viendra 


ÔF       dF      .  ,,  „     . 

et  -—  soient  nulles  ou  cessent  ci  exister 


et,  pour  qu'il  v  ait  maximum  ou  mininiiim,  il  faudra  que 
ÔF       ÔF 

R  .  ,,  dF  dF 

Dornons-uous  encore  au  cas  ou  l  on  aura  -r--  =0,  -^r—  =  o, 

Ox  Oy 

ou  plus  simplement  d¥  =z  o.  On  a 

(3)  dF=^dxA-^dy-^'^i-dz-\-  ^{  du  =  o, 
^  OJC  oy    "         uz  Ou 

et  cette  équation  devra  être  identiquement  satisfaite  pour 
toute  valeur  de  dx  et  de  dy  après  qu'on  y  aura  remplacé  dz 
et  du  par  leurs  valeurs  tirées  des  écjuaiions 

(4)  T^ ax  H — T-^  dv  +  -T^  «:;  4-  -T-^  du  =  o. 
Ox  Oy    "         Oz  Ou 

(5)  -^dx  -{-  —^  dy  -[-  -^dz  -\-  —du  =  0, 
^  Ox  Oy    ■  Oz  Ou 

qu'on  obtient  en  différenliant  les  éc[uations  '^  ==  o,  ^  ^=.  o. 
Il  faudra  donc  éliminer  c/g,  du  entre  ces  équations  (3),  (4), 
(5)  et  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  dx  et  de  dy  dans 
l'écjualion  résultante. 

Pour  elTectuer  cette  élimination,  multiplions  les  équa- 
tions (4)  et  (5)  par  des  facteurs  indéterminés  ).,  p.,  puis 
ajoutons-les  à  l'équation  (3);  il  viendra 

Of  .  0'^  0^\  ,         fOf  ,0^  0^\, 

Ox  Ox  Ox J  \0y  Oy  Oy J    "^ 

Of  ,  0'^  0^\  ,         (Of  ,  0':.  0'V\  ^ 

Oz  Oz  Oz  J  \0u  Ou  Ou/ 

et  l'élimination  sera  effectuée  si  nous  déterminons  A  et  jj.  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

6       ^  ^Xy-  +a-i  =0, 
(tz  Oz  Oz 

J.  -  I. 


<v 

0'^ 

di^ 

-H  À 

1 

-+- 

'.'■-T^ 

^0 

Ou 

Ou 

Ou 

386  PKKMIÈIU-:    PARTIE.  —    CllAPITKE    III. 

Égalant  alors  à  zéro  les  coefficients  de  dx  et  de  dy^  nous 
aurons 

,    ,      df       .  ào  â'h  df       .  d^  d^ 

'        ùx  ax  Ox  ()y         oy         ay 

Les  équations  (6)  et  (7),  jointes  aux  équations  (i)  et  (2), 
détermineront  les  six  quantités  x,  y^  z,  i/.  A,  u. 

On  remarquera  que  les  équations  (6)  61(7)  s'obtiendraieni 
immédiatement  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  la 
fonction 

402.  Soit  à  déterminer  la  plus  grande  (ou  la  plus  petite  ) 
valeur  ([ue  prend  la  fonction  y(j:)  lorsque  x  varie  de  Xq  à  x,. 
Cette  \aleur  peut  correspondre  à  l'une  des  limites  ou  à  un 
point  intermédiaire  a.  Dans  ce  dernier  cas,  il  est  clair  que 
/(«)  sera  un  maximum  (un  minimum)  de  la  fonction  f(x). 

Pour  résoudre  la  question  ,  il  faudra  donc  calculer  les 
maxima  (ou  minima)  f{ct),  /{O)-,  ...  de  la  fonction  dans 
l'intervalle  de  Xo  à  x,,  ainsi  que  ses  valeurs  extrêmes /(a:,,). 
/(Xt),  et  prendre  la  plus  grande  (ou  la  plus  petite)  de  ces 
quantités. 

On  agirait  dune  manière  analogue  pour  déterminer  la  phi> 
grande  ou  la  [)lus  petite  valeur  d'une  fonction  de  plusieurs 
quantités  lorsque  le  champ  de  leurs  variations  est  assujetti  à 
certaines  limitations. 

(403.  Appliquons  les  méthodes  précédentes  à  quelques 
problèmes. 

Problème  I.  —  Trouver  la  plus  courte  dislance  d'un 
point  P  à  une  droite  D. 

Soient  a,  a,,  a^  les  coordonnées  du  poinl  ;  «,  <7,,  a.^  celles 
d'un  point  fixe  pris  ai'bilrairement  sur  la  droite;  b,  ^1,  b^  ses 
cosinus  directeurs,  c'est-à-dire  les  cosinus  des  angles  qu'elle 
fait  avec  les  axes.  Les  coordonnées  x^y,  -■  d'un  point  situé 
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sur  la  droite  à  la  distance  t  du  point  <7,  a,,  r/o  seront  évidem- 
ment 

x=za-\-bt,  y  =  «, -h /vi /,  z  ^1  a-^-h  bit, 

et  sa  dislance  0  au  point  P  sera  donnée  par  la  formule 

0-=  (rt  H-  Z>^  —  a)--f-  (a,H-  /^,^  —  a,)--l-  ((7s4-  7^2^  —  a,)* 
=  I.{a-^ht  —  y.)-. 

11  s'agit  de  déterminer  la  distance  variable  t,  de  telle  sorte 
que  cette  expression  soit  minimum. 

Elle  a  pour  dérivée  'Lib{a-\-  bt  —  a),  quantité  toujours 
continue.  Il  faudra  donc  égaler  cette  dérivée  à  zéro,  ce  qui 

donnera 

Zb{a  —  7.)  ^  :Lb- i  =  o, 

d'où 

_        Zb[a  —  'x) 

Substituons  cette  valeur  dans  l'expression 
->'=  I(a-+-  bt  —  a)-—  S(a  —  a)^^  2^X6(<7  — x)  +  t^^Lb-, 
il  viendra 

[("rt —  a  )  // ,  —  (  <"/ 1  —  X I  )  /y]  -  -i-  [( V/ 1  —  a I  »  Z;» —  (  a.y —  a.,  )  /;  1  ]  --+-  f  ('rt.» —  a^)  />» —  Ca; —  2)  b-i 
"^  "^  62^-  6-J  -(-  />! 

Cette  expression  représente  bien  un  minimum,  car  la  dé- 
rivée seconde 


di- 


est  positive. 


iOi.    Problème  II.  —  Trouver  la  plus  courte  distance 
de  deux  droites. 

Soient 
(8)         x^=  a  -^  bt,         y  ^^a^  +  b^t,         z=:  a^-h  b^t 
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les  coordonnées  d'un  point  de  la  première  droite, 

(9)  ^  =  a+?T,  r,  =  a,+  |3,T,  Z  =  o^,+  ^,z 

celles  d'un  point  de  la  seconde  droite. 

La  distance  o  de  ces  points  sera  donnée  par  la  formule 

S'-=  (.r  -  ï)^4- (  j  - -0-^+ (:;  -  ^)'- 

=  (rt  — a  4-  6^  —  3-:)2+  (rt,  — a,4-  (^,  ^—  |3,t)- 
H-  {a.;,—  oi.^_-h  b.,t  —  ^2'^)'- 

Il  s'agit  de  déterminer  les  variables  f  et  ■:  de  telle  sorte  que 
celte  expression  soit  minimum. 

Les  dérivées  partielles  de  celte  expression  par  rapport  à  t 
et  à  T  sont  toujours  continues.  En  les  égalant  à  zéro,  on  aura 
les  deux  équations  de  condition 

I    (?o2 

^ — j—  ^  b{a  —  -x  +  bt  —  ?')  -r-  ^i  («j  —  'J-i-h  b^l  —  Pit) 

+  ^2(^2 —  y-i^  bu —  Pa'c)  =0» 

+    P2(«2—  2!2+  b^t—  p2T)=:0. 

Eliminant  successivement  entre  ces  équations  chacune  des 
quantités  entre  parenthèses,  et  posant,  pour  abréger, 

^,3,- /j,^,  =  A,         b.'^-b'^,=  \,,         b'^i—bi^  =  A,, 

on  en  déduit 

rr  —  'x-\-  bt  —  ^T  a,  —  'x^^  b^t —  '^^■z  0.2  —  a,  +  b.,l  —  3,/ 

A        ~  a;  ~     ~  Âi 

Soit  ).  la  valeur  commune  de  ces  rapj)orls;  on  aura,  pour 
déterminer  t,  -z  et  A,  les  trois  équations  linéaires 

A).   +  ^T    —  bt    —a  —T., 
A.X  -t-  ^.T  —  b.j,t  =  a.2—  X.,, 


d'où  l'on  déduit 
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L,  M,  N,  D  désignant  les  déterminants  suivants  : 
a  —a      ^      —6    1 

«1— ^'i      ?i      — 6,  j  =A(a  — a)4- A,(<7,  — a,)-f-A2(«2— '^2)) 

«2 Ît-I         32        ^2    1 

A      a  —  a      —  6 


M: 


N  = 


A,  «1  —  ai      —  b 

A2  «2 —  ^2      —  ^: 

A  ^       a  —oL 

A,  (3i      «1— ai 


A,  3^     a.2  —  aj 

A  p       —  ^;    I 

D=    A,  ?i     -61    =A2h-A-J  +  A|. 

A,  ?2     -^2 

Enfin,  l'on  a 

oi=:v/A^X2^Ap.-^H-AfA2 


y/A-^+A-J  +  A^ 

Il  est  évident,  d'après  la  nature  du  problème,  que  cette  va- 
leur de  0^  est  un  minimum.  Pour  le  vérifier,  formons  les  dé- 
rivées secondes 


2    dt- 
I   d'o'- 


1  dt(h 

i  ^' 

2  <?x^ 


=  6--Ï-  ^1  +  ^i, 


=  -6?-^?.-62p2, 


=  r+^\  +  n- 


La    quantité    représentée    dans    la    théorie    générale    par 
AC  —  B-  est  égale  à 

'  4(6'-+  b\  +  6^)  (p^+  ?1  +  p,^)  -  4(63  +  6,  ?i+  6232)*- 
=  4(A^-+-A^+An. 


890 
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Elle  est  positive.  Donc,  il  y  a  bien  maximum  ou  minimum, 

D'ailleurs 

I  à'rj 


1    ôf- 
ce  sera  donc  un  minimum 


/>-+  b\+  bl^o; 


40o.  Remarque  I.  —  Les  quantités  h,  6,,  b>  et  |j,  |j,,  |jo, 
élant  les  cosinus  directeurs  des  deux  droites  données,  satis- 
feront aux  équations 

b--\-  b\-\-  b'i^=:ï, 

Mais  nous  n'avons  pas  fait  usage  de  ces  équations.  Les  for- 
mules trouvées  subsisteraient  donc  en  donnant  à  6,  6),  60, 
[i,  [S,,  [îo  des  valeurs  quelconques.  D'ailleurs,  les  équations 
(8)  et  (9),  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 


=  ^7"='' 


.r  — 

a 

b 

l- 

a 

y 

«1 

b 

■'i 

— 

=^1 

ne  cesseraient  pas  de  représenter  des  lignes  droites. 
Remarque  11.  —  Si  nous  ])OSons 

a  =  «  H-  Ar/,  a,  ::zr  a,  +  Aa,,  a^  :^  r/.,  +  Ar/.,, 

les  formules  j)récédentes  deviendront 

k  =  b^\b.,—  bi\bi,      ki  =  b.lb  —  b  Ib,,     A.,  =  b  \hi  —  b^  \b, 

I   \a       \b       b 
L  =: —  (A  la  +  A,  A(7i  -H  A,  A«7o)  =     Ar/j      aA,      A; 


I   '^ 

M=     A 


Art-       b     I 

A./,       ^,     I, 

Ao     Aa.,     ^.,   I 


[A       b  -{-  \b       —  Art 
N  =:  I   A,      bi^lbi      — Art, 
A.,      ^.,-H  AiÇ;.,      —  Art., 


D  =  A2+A2  +  A2. 
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et  l'on  aura  encore 

L  M  ^  ,  ±L 


Nous  ferons  un  fréquent  emploi  de  ces  formules. 

406.   Problème  TH.  —   Trouver  hi  plus  courte  distance 
d'un  point  à  un  plan. 

Soient  a,  b,  c  le-  coordonnées  du  point  et 

(10)  mx  -\-  ny  -\-  p  z  -\-  q  ■=^  o 

l'équation  du  plan.  Nous  aurons  à  rendre  minimum  l'expres- 
sion 

0^  z={x  —  a)--\-  {y  —  bY'-h  {z  —  c)-, 

où  X,  y,  z  sont  liés  par  l'équation  précédente.  D'après  la 
règle  générale  donnée  pour  la  reclierclie  des  minima  relatifs, 
nous  aurons  à  égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  l'expres- 
sion 

{a;  —  a)-  -h  {y  —  by-  -h  {^  —  c)-  -+-  l  [///./■  -r  n  v  +  p  z  -^  (j), 
ce  qui  donnera  les  équations 

i{x  —  a)  -\-  \ni  t=  o, 
2(/ — b)-\-\n  =0, 
2(3  —  c)  -t-  À/J   =0, 

auxquelles  on  joindra  la  suivante 

o  z=iînx  -\-  ny  -\-  p  z  ^  rj 

=zm{x  —  a)  -h  /i  (  V  —  b)  -\-  p{z—-  c)  -i-  ma  -\-  nb  -\-  pc  -\-  q  . 

On  en  déduit 

X  —  ar=z—\\m,         y—b=—\ln,  z  —  c  =—  p.p, 

,  ,         ma  ~\-  nb  -+-  oc  -+-  q 

^  />  =: j 

^  ni-  -+-  n'^  -+-  p- 

\2    /  \  Il  m^-\-  n'^-v  p- 
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Pour  vérifier  que  celle  expression  représenlc  bien  un  mi- 
nimum, cherchons  les  dérivées  secondes  de  ù-  considéré 
comme  fonction  des  variables  indépendantes  x,  j',  et  d'une 
fonction  z  de  ces  variables,  définie  par  l'équation  (10).  On 
aura  successivement 


2  tn   dz 
p    ôx 
2  m  ôz 
~        P    dy  ~ 

■=1  1  A 

P- 

1  m  n 

dx  dy 

P' 

On  Irouvei'a  de  même 

d-  rJ  _  2  «2 

'ôy^  ~^        p-' 

Les  expressions   désignées   dans   la  théorie  générale   par 
AC  —  B-  et  A  seront  ici 

2ni-\/  2n-\        [\m'n^  [\m-        [\n- 


P-   J\  p-  J  P'  p-  P- 

el 

imr- 

P- 

Toules  deux  étant  positives,  on  aura  un  minimum. 

i07.    Problème  IV.  —   Trouver  les  maxima  et  minima 
f 
de  la  fraction  -  -, 

et 

o  =  3(,,^-+  «227'+  «33=^+  2a, 2^7/  H-  2a23_y::  4-  i^i^^zx 

('tant  deux  Jonctions  liomogènes  du  second  degré  en  x, 
La  valeur  de  celle  fraction  ne  dépendant  que  des  rapports 
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(les  variables  x^y,  z,  il  est  permis  de  supposer  leurs  valeurs 
absolues  choisies  de  telle  sorte  qu'on  ait  0=1. 

On  aura  donc  à  trouver  les  maxima  et  minima  de/,  étant 
donnée  l'équation  de  condition 


<p  —  1  =  0. 

On  devra,  comme  on  sait,  déterminer  ^,  j)',  ~,  a  par  les 
équations 

ox  ôx  ôy  dy  d^         dz 

ou,  en  efl'ectuant  les  calculs, 

/    («11+  Xa,,)^  +  («12+  >-^i2)7  +  («13+  ^î^u)-  =0, 
(12)    j    («12  4- Xai2)j7  +  (rt,.4-Àa,2)/  + («23+ Xa23)c  =0, 

Or  l'équation  'f  ^  i  montre  que  x,y,  z  ne  peuvent  être 
nuls  à  la  fois.  Donc  le  déterminant  des  équations  (12)  doit 
être  nul,  ce  qui  donnera  une  équation  du  troisième  degré 
en  À. 

Soit  A  une  des  racines  de  cette  équation  ;  en  la  substituant 
dans  les  équations  (12),  elles  se  réduiront  à  deux  équations 
distinctes,  qui  fourniront  les  rapports  de  x^y,  z.  L'équation 
cp  =:  1  achèvera  de  déterminer  ces  quantités. 

La  valeur  correspondante  de  —  sera  —  A.   En  effet,  /  et  '^ 

étant  des  fonctions  homogènes  du  second  degré,  l'on  aura 

df  df         ôf  _     . 

■^âx~^''d}^''ôz-^-^' 

do  d'J)  do 

x^  +y  ^  +-T^  =2  (p. 
dx      ^  dy  dz         ^ 

Les  équations  (i  i),  respectivement  niulli|)liécs  par  x,  y,  z 

et- ajoutées  ensemble,  donneront  donc 

f 
2/ -f-  2  ol  =:  o,  d'où  —  =  —  X . 
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Avant  craller  plus  loin,  nous  remai'cjuerons  que  la  fonc- 
tion 'j  peul  se  mettre  sous  la  forme 


(0,  étant  une  fonction  de   )'  et  de  z,   telle  que 
On  pourra  de  même  mettre  cp,  sous  la  forme 


La  fonction  z>  sera  ainsi  décomposée  en  une  somme  de  trois 
carrés,  respectivement  multipliés  par  a,,,  ^n?  Y- 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  ces  trois 
coefficients  sont  positifs.  Il  est  clair  que  cette  condition  est 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  o  prenne  une  valeur  posi- 
tive et  différente  de  zéro  pour  tout  système  de  valeurs  de 
x,y^  z  autre  que  o,  o,  o.  Cette  condition  étant  remplie,  les 
valeurs  de  x,  y,  z  pour  lesquelles  on  a  es  ^  i  auront  néces- 
sairement un  module  borné;  car  il  faudra  que  chacun  des 
trois  termes  positifs  dont  o  se  compose,  pris  isolément, 
soit  ^i.  Les  valeurs  de  /  correspondant  à  ces  divers  sys- 
tèmes de  valeurs  de  x,  y,  z  seront  donc  bornées,  et,  par  suite, 
f  présentera  nécessairement  au  moins  un  maximum  et  un 
minimum  réels,  correspondant  à  des  valeurs  réelles  des  va- 
riables. Soient  jc,,  y,,  z^  les  valeurs  qui  correspondent  au 
maximum,   par  exemple;  1,  la  valeur  correspondante  de).. 

I^osons 

a:  =  Xi^  +  m  t,   +  n  ^, 

y  ^=zY\l  +  ni^f^  -H  «iC. 

ç,  Tj,  V  étant  de  nouvelles  variables,  et  m,  />,  ni^,  /?i,  /«j,  n,, 
des  quantités  quelconques  telles  que  le  déterminant  de  la 
substitution  ne  soit  pas  nul.  Aux  valeurs  .r  =  JC,,   r=JK), 
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z  =  z,,  qui  donnent  le  maxinuini,  correspondront  les  valciii- 
;  =  i,  7,  =  o,  !^  =  o.  D'ailleurs,  après  la  Iransfornialion, 
/et  C5  deviendront  des  Ibnclions  des  nouvelles  coordonnées, 
homogènes  et  du  second  tiegré,  comme  auparavant. 

La  transformation  une  fois  exécutée,  appelons  JC,  ^^.  z  nos 
nouvelles  variables  primitivement  désignées  par  ^,  y,,  Z.  Appe- 
lons également  r/u  •  •  •  •;  '-'•i  1 ,  •  •  •  les  coefficients  des  fouclionsy' 

f 
et  c2  raj)portés  à  ces  nouvelles   variables;  —   sera  nia\uniiiii 

et  Ci  égal  à  l'unité  pour  .r^i,  j'i=o,  ^  =  0,  X  :=  A, .  On 
aura,  par  suite,  a, ,  =  i ,  et  les  é([ualions  (13)  étant  satisfaites 
pour  le  maximum,  on  aura,  d'autre  part, 

(l3)         a,,  +  ).,  =  o,      a,2-H/.,a,,=:o,      a,3-f- X,a,.jr=:  o. 

Posant  maintenanl.  pour  abréger, 

X  ^  J7  H-  a,,  V  +  a,3r, 
on  aura 

i,  et  /)  étant  des  fonctions  dey,  z,  dont  la  première  sera 
positive  pour  tout  système  de  valeurs  de  y,  z  autre  que 
y=0,Z  =  0. 

Opérant  maintenant  sur  les  fonctions  'j,,  /f  de  la  même 
manière  que  nous  l'avons  fait  sur  <p  et/,  nous  pourrons  les 
mettre  sous  la  forme 

'^2  cl  /a  ne  contenant  plus  que  z,  et  par  suite  étant  rcspecli- 
vement  de  la  forme  [i;-,  vc-. 
Posant 

on  aura 


SgÔ  PREMIÈRE    PARTIE.   —    CHAPITRE    III.    —    SÉRIES. 

et,  par  suite, 

d'où  ce  théorème  : 

Étant  donné  un  système  de  deux  fondions  quadra- 
tiques f  et  'j.  dont  l'une  est  toujours  positive,  on  pourra, 
par  un  changement  de  variables  réel,  en  faire  disparaître 
les  rectangles  des  variables. 

Les  deux  fonctions  étant  ainsi  préparées,  l'équation  en  \ 
deviendra 

-  }.i  4-  /  o  o         I 

o  -X,4-X  o         \  =  {l-\){\-'k^){l-l^). 

o  o  —  À3  +  X    I 

Cette  équation  a  pour  racines  les  trois  quantités  réelles  )v|, 

).2,  )sj-  Donc,  l'équation  en  \  a  toujours  ses  racines  réelles. 

On  voit  immédiatement  sur  les  équations  (i4)  que  la  plus 

grande  de  ces  racines  rendra  -  minimum;  la  plus  petite  le 

rendra  maximum,   la  troisième  ne  donnera  ni  maximum  ni 
minimum. 
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CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES   DE  LA  SÉRIE 
DE  TAYLOR. 


I.  —  Points  ordinaires  et  points  singuliers. 

• 

408.  Soient  F(X,  \  j  =:  o  réqualion  dime  courbe  plane  ; 
(jc, j)  l'un  de  ses  points,  aux  environs  duquel  nous  suppo- 
sons F  développable  par  la  série  de  Taylor 

Coupons  la  courbe  par  une  droite 

X  —  .ri=  X  ^  4-  A ,  \  —  y=z'^t  -i-  k, 

et  supposons  que  cette  sécante  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  (x,  y)  en  conservant  une  direction  constante  et  d'ail- 
leurs arbitraire. 

Si  'x  de  ses  points  d'intersection  avec  la  courbe  se  rappro- 
chent indéfiniment  de  (^x^y),  on  dira  que  ce  point  est  de 
Tordre  a  de  multiplicité.  Si  u.  =  i ,  ce  sera  un  point  simple 
ou  ordinaire;  si  a  >>  i ,  ce  sera  un  |)oinl  multiple  ou  sift- 
i:  Il  lier. 

Comme  à  chaque  valeur  de  l  correspond  un  seul  point  x, 
y  de  la  sécante,  l'ordre  de  multiplicité  cherché  sera  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  racines  infiniment  petites  de  Té- 
(juation 

^  (a^ -f- /0+  ^  (P^  +  A-)-h  -  ^  (a/ 4- /O'-H.  .  . . 
ax  Oy  2  Ou.- 
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OU,  ce  qui  revient  au   même,  à  celui  des  racines  nulles  de 
l'équation  limite 

Le  nombre  'j.  sera  donc  égal  à  runilé.  toutes  les  fois  que 

<?F    c?F  '  ,       •       ,        .  -,  ,     ,  ,  • 

-^r— 5  -T-  ne  sont  pas  nuls  simultanemenl ;  li  sera  égal  a  n,  si 
ojc    or  '^ 

(^F    (9F    â-  F 

les  dérivées  ^r-  '  t"'  t^'  •  •  •  d'ordre  <<  n  s'annulent  toutes. 

l'une  au  moins  des  dérivées  d'ordre  /?  étant  ^o. 

Le  nombre  des  racines  nulles,  étant  supposé  égal  à  n  pour 
une  direction  arbitraire  de  la  sécante,  se  trouvera  accru  si  a, 
j  sont  déterminés  de  manière  à  annuler  le  coefficient 

d"F  ,  „       à"  F 


du  terme  en  f^,  c'est-à-dire  si  la  sécante  est  parallèle  à  l'une 
des  droites  du  faisceau 

o  =  (X-^)«-^  +  ,^(X-^)«-»(Y-j) 


ÔJc"-  "     ôx"-'Oy 

Ces  droites  se  nomment  les  tangentes  au  point  {x,  y). 
En  un  point  simple,  on  aura  une  seule  tangente 

dF  ^^,  ^       ÔF  ^^ 

409.  A  une  valeur  iri(iiiiiii(i)l  petite  de  X  —  x  correspon- 
dent une  ou  plusieurs  valeurs  infiniment  petites  de  Y  — y. 
Proposons-nous  de  les  développer  en  série. 

Supposons  d'abord  que  (jc,y)  soit  un  point  simple.  Si  l'axe 

ÔF 
des  \  n'est  pas  parallèle  à  la  tangente,  ^  n'étant  pas  nul,  on 

n'aura  ([u'une  valeur  infiniment  petite  de  \  — y,  dévelop- 
pable  comme  on  l'a  vu,  suivant  les  puissances  entières  et  po- 
sitives de  X  —  X. 
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Si  l'axe  des  \  est  parallèle  à  la  tangente,  y-  est  nul,  mais 

()F       ,,  ,, 

^r-  ne  1  est  pas,  et  1  on  aura 

en  mettant  en  évidence,  parmi  les  termes  qui  ne  contiennent 
pas  X  —  X,  celui  dont  le  degré  en  Y  — y  esl  le  moindre.  Celle 
éijuation  admet/'  racines  infiniment  petites  données  par  l'ex- 
pression 

/  I    OFV  -  = 

^'-^  =  [ir.)  (x-.rr  +  .(x-xr+..., 

où  Ton  prendra  successivement  les  diverses  déterminnlions 

I 
du  radical  (X —  x /'.  On  obtient  ainsi  un  cycle  de  /■  branches. 
Supposons  au  contraire  {x,y)  multiple  d'ordre  /?,  et  ad- 
mettons, pour  plus  de  simplicité,  que  l'axe  des  \  ne  soit  pa- 
rallèle à  aucune  des  tangentes  en  ce  point.  On  aura 

o  =  F(X,  Y)  =  Ao(X  -  x)«+  A,  (X  -  ^)'^-i  (Y  _  ,•)  ^- . . . 
+  A„(Y-j)«+B„(X-.r)«+'  +  ... 

le  coefficient  A„  n'étant  pas  nul.  L'équation  admet  donc  /i 
racines  infiniment  [)etites,  données  par  des  séries 

Y-/  =  M,(X-^)+ ,       Y_j  =  M„(X-^)+..., 

où  M,,  .  .  .  ,  -M«  sont  les  racines  de  récjualion 

Ao  +  A,  AI  + .  . .  +  A„M«  =r  o, 

qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes. 

Si  les  racines  de  celte  équation  sont  toutes  inégales,  les  n 
développements  seront  séparés  dès  le  début,  et  ne  contien- 
dranlque  des  puissances  entières.  Si,  au  contraire,  plusieurs 
tangentes  coïncident,  la  singularité  sera  ])lus  comj)le\e,  elles 
développements  contiendront  le  plus  souvent  des  puissances 
fractionnaires  de  X —  x.  Mais  on  sait  que  dans  tous  les  cas 
ils  peuvent  être  associés  en  cycles  en  réunissant  ceux  (pii 
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s'obtiennent  par  Jes  diverses  déterminations  d'un  même  ra- 
dical. 

i_ 

En  posant  (X  —  jc)''^  t,  l'ensemble  des  branches  d'un 
même  cycle  pourra  être  représenté  par  le  système  des  deux 
équations 

X  —  x  =  r, 

Y  —  y  =  af  -h  «0  f'o  H- . . . , 

où  /',  /'o,  sont  des  entiers  croissants  sans  diviseur  commun. 

Si  les  coefficients  a,  ao,  . .  .  sont  réels,  le  cycle  admettra 
des  points  réels  aux.  environs  de  l'origine.  Pour  discuter  la 
forme  de  cette  portion  de  courbe,  il  est  permis  d'admettre 
qu'on  ait  pris  la  tangente  pour  axe  des  jC,  auquel  cas  a  =  o, 
et  qu'on  ait  déterminé  le  sens  des  j'  de  telle  sorte  que  cIq  soit 
positif. 

i"  Si  /-est  im])air,  /'o  pair,  y  est  toujours  positif,  et  x  a  le 
signe  de  t.  La  courbe  a  donc  la  forme  de  \2i  fig.  8. 

Fis.  8. 


2°  Si  /'  et  /'o  sont  impairs,  x  et  y  ont  le  signe  de  t\  et  la 

Fig  9. 


courbe  présente  l'iiillcxion  représentée  fig.  9. 
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3"    Si  /■  est  pair,  /•„  impair,  x  est  positif,^  change  de  signe 
avec  ^  ;  on  a  un  lebroussement  de  première  espèce  (Jig-  lo). 


Fif 


\"  Si  /•  et  /'o  sont  pairs,  x  ei y  sont  toujours  positifs  :  on 
a  un  rebroussemenl  de  deuxième  espèce  {Jig.  1 1). 


Fi£ 


ilO.  Supposons  maintenant  la  courbe  définie  par  deux 
('•q  nation  s 

X=/(0,         Y  =  ^(0. 

Soit  /„  la  valeur  de  l  pour  laquelle  on  a  X  =  :r,  Yr=y  et 
admettons  qu'aux  environs  de  cette  valeur,  les  fonctions  /'et 
'^  soient  développabics  par  la  série  de  Tajlor.  On  aura  aux 
environs  de  ce  point,  en  posant,  pour  abréger, /'(;„)  =  j-', 

f"M=x" v'(^)=y.  ••- 


X  —  X  ^  x' {L  —  f 0 )  4-  ^- 


„{t 


y=yii-io)+j 


.Jt-t,Y 


j.  -  I. 


îG 


402  PUEMltRE    PARTIE.    —    CllAl'll  UE    1\  . 

Coupons  la  courbe  par  une  droite 

a(X-^)  +  3(Y-j)  =  A 

infiniment  voisine  du  point  x,  y. 

Les  t  des  points  d'intersection  seront  donnés  par  l'équa- 
tion 

Cette  équation  en  t  —  ^o  n'a,  en  général,  qu'une  racine 
infiniment  petite  si  x'  et  y'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois.  Le 
point  {x,y)  sera  donc  simple.  Mais  on  aura  une  seconde 
racine  infiniment  petite  si  l'on  a 

x'  ■x  -h  V'P  =:  O, 

auquel  cas  la  sécante  sera  parallèle  à  la  droite 

X  —  r        Y  — y 

x'      ^      y'     ' 

Telle  est  donc  l'équation  de  la  tangente. 

Supposons,  au  contraire,   que  x',  y'  s'annulent  à  la  fois, 

ainsi  que  x",y". x"   ' ,y"   ' ,  mais  que  x"  et  r"  ne  soient 

pas  nuls  tous  deux.  L'équation  en  t  —  /q  aura  n  racines 
infiniment  petites  ;  le  point  (x,  y)  sera  donc  multiple 
d'ordre  n  (pourvu  qu'à  ces  n  valeurs  de  t  —  to  correspon- 
dent autant  de  systèmes  de  valeurs  difierentes  pour  X  —  x , 
Y  —  )-).  Le  nombre  des  racines  infiniment  petites  deviendra 
d'ailleurs  "^'i,  si  l'on  a 

jo"x  -i-/"^  =  G. 

On  a  donc,  ici  encore,  une  tangente  ayant  pour  équation 

X— ^_ Y— r 

Ces  résultats  supposent,  comme  on  vient  de  le  voir,  que 
deux  valeurs  difi'érentes  de  t,  assez  voisines  de  ta,  correspon- 
dent toujours  à  des  points  {x,y)  différents,  ce  que  nous 
exprimerons  d'une  manière  abrégée  en  disant  que  t  corres- 
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pond  uniformément  aux  points  du  cycle.  On  peut  toujours 
reconnaître  si  cette  condition  est  satisfaite,  et  si  elle  ne  Test 
pas,  faire  en  sorte  qu'elle  le  devienne,  par  un  changement  de 
paramètre. 

Soit,   en  eflet,  en  ne  conservant  dans  récriture  que  les 
termes  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul, 

(L  —  tA'"  (t  —  l,,)'", 


y^y^y.iL=J^^r.il^')^ 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  m  ^n  -,  et  posons 

ml  ni  il 

it  étant  un  nouveau  paramètre.  On  sait  qu'il  existe  m  déve- 
loppements suivant  les  puissances  entières  de  w,  qui,  mis  à 
la  place  de  f  —  /„•  satisfont  identiquement  à  cette  équation. 
Soit 

(i)  ^  — ;o  =  ^^"+--. 

l'un  d'eux.  Substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  de 
X,  Y,  elles  prendront  la  forme  plus  simple 

X  —  ^  =  a'" ,         Y  —  )'  =  CM"  +  c'  «"'  + . .  .  . 

Soit  0  le  pi  us  grand  commun  diviseur  des  exposants/??  =  o/-, 
n  =  os,  /?'=  o/,  ....  Posant  lû  =  r,  il  viendra 

X  —  X  ^z  (''■,  \   —  J  =  CH--'  -t-  c'  i'"'  4-  .  .  .  . 

Ces  deux  équations  représentent  un  cycle  de  /•  bran- 
ches, et  comme  /•,  s,  .v',  ...  n'ont  pas  de  facteur  commun, 
deux  valeurs  infiniment  petites  de  c,  distinctes  entre  elles, 
ne  pourront  répondre  à  un  mèuic  point,  l'^n  efict,  v  dési- 
gnant l'une  d'elles,  l'autre  devrait  être  égale  à  6r,  0  étant 
une  raison  /•'""•=  de  l'unité,  pour  que  X  eût  la  même  valeur. 
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Pour  fjue  ^  eùl  également  la  même  valeur,  on  devrait  axoir 

cv' 4-  c' r""' -+-.  .  .=zc ¥ r" -+-  c' 0-'' r'"  + .  .  . 
OU 

c(i  —  L^)v^-i-c'{i  —  0'')r*-t-.  .  .  =  o. 

Or,  les  exposants  /•,  s,  s',  . . . ,  n'ayant  pas  de  facteur  com- 
mun, quelle  que  soit  la  racine  choisie  pour  9,  la  série  S  du 
premier  membre  ne  sera  pas  identiquement  nulle  et  Ton 
pourra  assigner  un  nombre  fixe  L  tel  que,  si  o  <<  |  r  |  <^  L, 
S  soit  différent  de  zéro. 

Si  ô  est  égal  à  l'unité,  u  correspondra  uniformément  aux 
points  du  cjcle  ;  et  il  en  sera  de  même  pour  t,  car  la  rela- 
tion (i)  fait  correspondre  à  chaque  valeur  de  u  une  seule 
valeur  de  ^,  et  réciproquement. 

411.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  appelé  t^  la  valeur 
de  t  pour  laquelle  on  a  X  =  x,  Y  =J'.  H  peut  évidemment 
exister  plusieurs  valeurs  t^^.  /,,  ...  de  ce  paramètre  cjui  sa- 
tisfassent à  cette  condition.  Chacune  d'elles  donnera  nais- 
sance à  un  cycle,  suivant  l'analyse  précédente,  et  l'ordre 
total  de  multiplicité  du  point  (x,  y)  sera  la  somme  des  ordres 
de  multiplicité  partiels  ainsi  calculés. 

412.  Soient  F(X,  Y,  Z)=:o  l'équation  d'une  surface; 
(x,  r,  z)  un  de  ses  points,  aux  environs  duquel  F  soit  déve- 
loppable  par  la  série  de  Taykr 

o  =  F(X,Y,Z)  =  ^(X-x)  +  ^(Y-v)  +  ^(Z-^) 


Coupons  par  une  droite 

X  —  X  =  ai  +  A,         Y  —  r  =  [3/  +  /. ,         Z  —  :  =  ';t  ^  l 
de  direction   fixe,   cl   infininicnl  voisine  du  point  {x,y,  c ;. 
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Les  points  dinterseclion  seront  donnés  par  réqualioii 


II, 


H  étant  infiniment  pclil. 

^.  dF    (?F    (?F  ,    ^  ,     <■  • 

bi  -T-)  ^r-5  ^r-  ne  sont  pas  nuis  a  la  lois,  on  n  aura,  en  cre- 
do;   ày    oz  '  *^ 

néral,   qu'une  racine   infiniment  petite.    Le  point  {^x,y,z) 

sera  simple. 

Cin  aura  toutefois  deux  racines  infiniment  petites,  si 


dx 


d¥ 


d¥ 


o, 


0}"^        ()z 
c'est-à-dire  si  la  sécante  est  parallèle  au  plan  tangent 

Si  l'axe  des  Z,  par  exemple,  n'est  pas  parallèle    au   plan 

dF.  „  ... 

tangent,  on  aura  -y-  ^  o,  et  A  —  z  sera,  aux  environs  du  point 
o  z 

(./', j^,  :;),  une  fonction  synectique  de  X  —  .r,  Y  — y . 

dF    dF    dF    . 

Supposons  maintenant  que  -t—j  -t-j  -^r-  s'annulent,  et  qu'il 
^'  ^      OJc    ay    oz  ' 

en  soit  de  même  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  exclusive- 
ment. L'équation  en  t  se  réduira  à 


t"        r  r}«  F 

a' 

i  .1.  .  .n  I  ÔJc" 


II 


et  admettra,  en  général,  n  racines  infiniment  petites.  Le 
point  {x.,y.,z)  sera  multiple  d'ordre  n.  Le  nombre  des 
racines  infiniment  petites  sera  augmenté  si 


dx" 


autrement  dit  si  la  sécante  est  parallèle  au  cône  tangent 


Ox 


77  (^--^Z' 
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413.  Si,  parle  |ioint  (.r,^^,  :;),  nous  faisons  passer  un  plan 
arbitraire 

P  —  A(X  -  x)  +  B(Y  -  j)  +  C(Z  -  z)  =  o, 

il  est  évident  que  l'intersection  C  du  plan  avec  la  sur- 
face aura  en  {a:,y,z)  un  point  multiple,  dont  les  tangentes 
seront  les  génératrices  suivant  lesquelles  le  plan  coupe  le 
cône  tangent. 

Si  toutefois  P  entre  en  facteur  dans  l'équation  du  cône 
langent,  l'ordre  de  multiplicité  du  point  {•X',^y,  z)  sur  la 
courbe  G  se  trouvera  accru. 

En  particulier,  le  plan  tangent  en  un  point  ordinaire  coupe 
la  surface  suivant  une  courbe  sur  laquelle  ce  point  sera  mul- 
tiple. 

Si  l'on  coupe  le  cône  tangent  par  un  plan  arbitraire  nc- 
passant  plus  par  son  sommet,  on  obtiendra  une  section 
plane  algébrique  et  de  degré  n.  Cette  courbe  peut  présenter 
des  points  singuliers,  ou  se  décomposer  en  courbes  de  degré 
moindre.  Toutes  ces  circonstances  devront  être  notées  comme 
entrant  dans  la  définition  de  la  singularité. 

Une  surface  peut  présenter,  non  seulement  des  points  sin- 
guliers isolés,  mais  des  lignes  singulières  dont  tous  les 
points  sont  singuliers.  Considérons,  par  exemple,  un  cône 
dont  la  base  ait  un  point  double.  La  génératrice  correspon- 
dante sera  une  ligne  double,  en  chaque  point  de  laquelle 
on  a  un  cône  tangent,  dégénérant  en  un  système  de  deux 
plans. 

414.  Une  surface  est  souvent  représentée  par  un  système 
de  trois  équations 

X=r'^,  (/,//),  Y  —  o,{t,u),  Z  =  03(^«)> 

/,    u   étant   deux    paramètres   dont    l'élimination    donnerait 
léquation  de  la  surface  sous  la  forme  ordinaire 

F(X,  Y,  Z)=ro. 
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Soit  /o,  «0  «n  système  de  valeurs  des  paramètres  pour 
lequel  on  ait  X  =  x,  Y  =jk,  Z  =  :;.  La  formule  de  Taylor 
(•tant  supposée  applicable,  on  aura,  en  posant,  pour  abréi^er, 

^-""^"     '■•••' 

/  X  —  :r  =  a,(^  —  /o)  ^-  /^i("  —  "o)  +•    •• 

(2)  '   Y  —  j'  =  «2(^—^0) +  ^2("  —  "o)+-  ••• 

'   Z  —  :;  —a^^l  —  t„)  +  />.■,(«  —  ««)  + 

Si  Tun  des  déterminants  («i^o  —  "il^ji  {(i-il>.\ — ^■j'^it)» 
ia-^h^  —  r/,  63)  est  différent  de  zéro,  (x,  j',  ;:;)  sera  un  poinl 
simple  (pourvu  toutefois  que  t^,  i/o  soit  le  seul  système  de 
valeurs  des  paramètres  qui  donne  ce  point).  En  effet,  si 
r/,  ^2  —  «2^t>  pai'  exemple,  n'est  pas  nul,  les  deux  premières 
équations  (a)  permettront  de  déterminer  t  —  t^.  ii  —  //„  f" 
fonction  synectique  de  X  —  x,  Y — y.  Ces  valeurs,  substi- 
tuées dans  la  dernière  équation,  donneront  une  expression 
analogue  pour  Z  —  r. 

Réciproquement,  si  x,  y^  z  est  un  point  simple,  on  pouna 
mettre  l'équation  de  la  surface  aux  environs  de  ce  point  sous 
la  forme 

7.~z  =  a{\-x)-\-  b{\  —y)-^c{\  —  xy+..  ., 

éqiiivalente  au  système  des  trois  équations 

X  —  X  :=:  t,         Y  —  y  z=  ff,         Z  —  :■  =z  al  -r-  /^u  -\-  ci-  + .  .  . , 

où  le  déterminant  f/,  b.i, —  ("/o/^i  a  pour  vaN'ur  runité. 

Lorsque  nous  voudrons  étudier  une  surface  aux  environs 
d'un  point  simple,  nous  pourrons  donc  toujours  admet I ti- 
que l'un  au  ni(»ins  des  déterminants  (t  f  b>  —  ii.,  /y, .  .  .  .  est  ^^  o. 

4Io.  Une  courbe  gaucbc,  délinic  c(jmnie  Irajcctouc  d  un 
point  mobile,  sera  représentée  par  un  système  de  trois  équa- 
tions 

X  =/(/),         Y  =  '^(/),         Z  =  .MO- 
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Un  poinl  {x,y,  z)  de  la  courbe  sera  de  l'ordre  u.  de  mul- 
Liplicilé,  si  un  plan  de  direction  fixe 

a(X  _  ^)  +  p(Y  _  j)  +  y(Z  -  ^)  =  h, 

infiniment  voisin  de  {x.y.z)^  coupe  la  courbe  en   y.  points 
infiniment  voisins  de  ce  point. 

Soit  ^0  l«i  valeur  de  t  correspondant  à  (:r,  y,  z).  Les  fonc- 
tions f,  :;,  'l  étant  supposées  développables  par  la  série  de 
Taylor,  on  aura,  en  posant,  pour  abréger,  /'[Iq^^x', 
'J{l,)=y\^'{h)=.z',  .... 

X-x  =  x't-l,+  x"  ii-^^'  +  .  .  . , 

2 


2 


i^   —  *j    —  -i>    fc  — —  ^„  — j — 

2 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  plan,  nous  au- 
rons, pour  déterminer  les  t  des  points  d'intersection,  l'équa- 
tion 

(a.r'-|-  p/'-l-Y-')  (^-  ^o)  +  (='^"+  ?/"+  Y-"  )  ^^~/°^'+---=  /'• 

Si  x\  y ,  z'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  cette  équation  en 
/  —  ^0  n'aura,  en  général,  qu'une  racine  infiniment  petite  : 
le  point  est  simple. 

Mais  on  aura  plusieurs  racines  infiniment  petites  dans  le 
cas  où  l'on  aurait 

c'est-à-dire  si  le  plan  sécant  est  parallèle  à  la  tangente 

X  — ^x ^  —  }'        Z  — ■  z 

x'      ~  '~y''^  ~  ~^^  ' 

Si  x',y,  z\  . . .,  x"~',  r"^',  ;"^'  s'annulent  à  la  fois,  sans 
qu'il  en  soit  de  même  pour  x",  y",  z",  on  aura  n  valeurs  infi- 
niment petites  de  t,  et  ce  nombre  sera  accru  si  le  plan  sécant 
est  parallèle  à  la  tangente 

X  —  X Y  —  y Z  —  ■: 

X"^  yii        —        -a       ' 
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Donc  (x,y^z)  sera  nuiltiplo  d'ordre  n,  si  à  chaque  valeiii- 
de  t  voisine  de  ^o  correspond  un  point  didérenlde  la  courhe. 

410.  On  peut  toujours  satisfaire  à  celle  condition  en 
changeant  au  besoin  de  paramètre.  Soil,  en  efîet,  en  ne  con- 
servant que  les  termes  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul, 

X  —  ^=  orC")  i h  J7('«.)  ^^ h  .  .  . , 

1  .i .  .  .m  i  .2  .  .  ./)i , 


i  .1.  .  .11 

(t-to)" 


l .2. . . p 

Cl  supposons,  pour  fixer  les  idées,  m^n^p.  Posons 


I  .  2  .  .  .  »l  1.2 


Prenons,  pour  /  —  /„,  l'un  des  développements  qui  satis- 
font à  cette  équation,  et  substituons-le  dans  les  équations 
précédentes;  elles  prendront  la  forme 

\  —  ar  —  u"',         Y  —  Y  =  d„u"-h.  .  .,         V^  —  z  =  epUi'  + 

Soit  ô  le  plus  grand  commun  diviseur  des  exposants 
m  =  0/-,  n  =  ov,  ...,/)  =  07Î,  ....  Posant  «^=  c,  il  viendra 

(3)     X  —  x=v'\     Y  —x  =  cl,^v'  -\-. ..,     Z  —  ^  =3  e„  {'•^  4- 

Ces  trois  équations  représentent  un  cvcle  de  /•  branches, 
et  il  est  clair  qu'à  deux  valeurs  infiniment  petites  de  r.  dif- 
férentes l'une  de  l'autre,  répondent  deux  points  distincts. 

On  doit  remarquer  ici,  comme  pour  les  courbes  planes, 
que  s'il  existe  plusieurs  valeurs  ^o,  t^,  ...  du  paramètre  qui 
correspondent  au  point  {x^y.^  z),  chacune  d'elles  donne  nais- 
sance à  un  cycle  analogue  à  celui  que  nous  avons  déterminé 
et  l'ordre  total  de  multiplicité  de  ce  point  sera  la  somme  des 
ordres  de  multiplicité  |)arliels  ainsi  calculés. 

Si  le  point  (x,  j^,  z)  est  simple,  il  ne  correspontlra  donc 
qu'à  une  seule  valeur  de  t.  Il  faut,  en  outre,  que  dans  les 


(-1 
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expressions  (3)  des  coordonnées  en  fonclion  de  v  figure  un 
ternie  du  premier  degré  en  v.  Comme  on  a  /-^v^-,  on 
aura  r  =l  \ ,  o"  =  i>  el,  par  suite, 

y  —y  =  d„{\  —  j^y-h.  .  .,  Z—  z  =  e„{X  —  x)~'-h 

La  coui'be  aux  environs  du  point  (-c,  j%  ~-)  est  donc  l'inter- 
section de  ces  deux  cylindres,  dont  les  plans  tangents  sont 
différents. 

4-17.  Réciproquement,  la  courbe  d'intersection  de  deux 
surfaces  quelconques  a  un  point  simple,  partout  où  les  plans 
tangents  aux  deux  surfaces  sont  différents. 

Soient,  en  effet,  {j(^,y,  z)  un  point  de  l'intersection,  et 

d^  <9'ï>  â'P 

o  =  <I.(X,Y)  =  ^(X-^^)+|;(Y-r)-i-|^(Z-;.)+, 

les  équations  des  deux  surfaces.  Les  plans  tangents  étant 
supposés  distincts,  l'un  an  moins  des  trois  déterminants 

Ov  àz       dy  dz 

par  exemple  le  premier,  sera  ^o.  Donc,  aux  environs  du 
point  [x,  r,  ~-)i  Y — ^'etZ  —  :;  seront  sjnectiques  en  X  —  x, 
et  admettront  des  développements  de  la  forme 

Y  —  y  =  b^{\  —  X)  +  b.,{X  —  xy  -^  .  .  . , 
Z  —  s  =  c,  (X  —  .r)  +  C2(X  —  xy-r.  .  . . 

\in  joignant  à  ces  équations  l'identité 

X  —  .r  ::=  X  —  X, 

oïl  a  les  (rois  coordonnées  cx|irimées  en  fouclioii  du  même 
paramètre  X  —  x.  i>c  [)oiut  est  simple  et  a  pour  tangente 

X—x_ Y  —y _  Z  — c 

1  b,      ~      f, 
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Pour  déterminer  les  coefficients  ^,  et  C|,  substituons  les 
valeurs  de  Y  — v  et  Z  —  ;  dans  les  équations  (4)-  L'idenli- 
ficalion  des  deux  membres  donnera 

^F        ()F  ,        0¥ 

Ox  ()  Y  ()  Z 

o-r       Oy  ()z 

On  voit  par  là  que  la  tangente  cherchée  est  l'intersection 
des  deux  plans  tangents 

d^  J*!»  (^'I' 

et  a  pour  équations 

X  —  X  Y  —  r  Z  —  z 


Oy  ôz        dy  Oz        âz  dx        dz  ôx       ôx  dy        ôx  ôy 

Lorsque  nous  voudrons  étudier  une  courbe  gauche  aux 
environs  d'un  point  simple,  en  la  considérant  comme  inter- 
section de  deux  surfaces,  il  sera  permis,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, d'admettre  que  les  deux  surfaces  qui  la  déterniinenl 
n'ont  pas  le  même  plan  tangent. 

Nous  nous  bornerons  exclusivement,  dans  ce  Ch,i|)itrc,  à 
la  considération  des  points  simples  des  courbes  et  des  sur- 
faces. 

II.  —  Théorie  du  contact. 

418.  Nous  appellerons  f^cc//-/ de  deux  poinis  P  =  (j:',j',  :;), 
Q  ^  (X| ,  7') ,  2(  ),  et  nous  représenterons  [).'ir  [  l*(  )  |  la  sf)niiiie 

kl  — •^i-^|yl-/l  +  l-l--l• 
^-,'('(•art  ainsi  défini  n'est  nul  que  si  P  et  Q  coïncidcni.    I.a 

distance  \/(j",  —  x)'^  -^  {yx  — y)-  -h  (  ^i  —  -•)"'  ne  jouirail  pas 
de  cette  propriété  pour  des  points  imaginaires.  Mais,  si  l'on 
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se  bornait  aux  points  réels,  on  pourrait,  sans  rien  changer 
aux  théories  qui  suivent,  la  substituer  à  l'écart  dans  les  dé- 
finitions. 

•419.  Soient  F,  F|  deux  figures  (lignes  ou  surfaces)  ayant 
un  point  commun  P.  Nous  dirons  que  F  a  en  ce  point  un 
contact  d'ordre  n  avec  F,,  si  à  chaque  point  Q,  pris  sur 
cette  dernière  figure  dans  le  voisinage  de  P  on  peut  associer 
lin  point  Q  de  F,  de  telle  sorte  que  lorsque  Q)  tend  vers  P, 
IQQi]   soit  infiniment  petit  d'ordre    n -\- \    par  rapport  à 

-420.   Contact  des  courbes  planes.  Soient 

F(J^-,  7)  =  o 

l'équation  de  la  courbe  F;  (^x,  y)  les  coordonnées  de  P; 
{Xi ,  r,  )  et  {x\  +  a,  J'^  -|-  j3)  celles  de  Q,  et  de  Q.  On  aura 

(i)  o  =  F(j:-i  +  a,y,+  p)  =  F(^„  jj  )  +  Aa  +  B  p, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  x,,  j,.  a,  '^  qui  tendent  res- 

d¥     d¥ 
pectivement  vers  -r— ?  -y—  lorsque  ^,,  j^, ,  a,  ^  tendent  vers 

.r,  j,  o,  o. 

S'il  y  a  contact  d'ordre  «,  |  a  |  +  |  ^  |,  et  «  fortiori  |  a  [  et 

I  ^  I  seront  d'ordre  n  -\-  \^  el  l'équation  (i)  montrera  qu'il  en 

est  de  même  pour  F(^,,  jKi  )•  Réciproquement,  siF(.ri,yi) 

est  d'ordre  /?  +  i,  il  y  aura  contact  d'ordre  n.  En  effet,  pour 

X\  =  .r,  yt  =  J',   a  =^  |j  =  o,  la  fonction  F(x,  -+-  a.,  yt  -\-  ^) 

s'annule,  et  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  a,  [3  se  ré- 

1    •  ,  ()F    ^)F    ,  .       ,         ,    ,  .       ,  ,^    ,, 

(iujsent  a  ---?  -— •  Le  |)oiiit  (.r,  )')  étant  simple  sur  r  ,  1  une 

or    âv  '  \    —  /  i 

•        .1  •   '  1    ^F  > 

au  moins  de  ces  deux  ([iiautitcs,  par  exemple  —  sera  ^o. 

L'équation  (i)  définit  donc  une  fonction  implicite  a  des 
variables  .r,,  j-,,  p,  laquelle  s'annule  pour  Xt  =  x,  j',  =^y, 
^  =  o  et  admet  des  dérivées  partielles;  elle  sera  donc  infi- 
nimrnl   petite  lorsque  .r,  —  jr,   i', — y,  [3  seront  infiniment 
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[xjlils.  Si  a  est  défini  de  la  sorte,  le  point  Q  =  (j:,  +  a,j)-, -f-  ^) 
^  cra  sur  la  courbe  F  de  quelque  manière  qu'on  ait  choisi  [i, 
it  pourra  être  associé  au  point  Q). 

Prenons  pour  |j  un  infiniment  petit  quelconque  d'ordre 
n  -h  I  par  rapport  à  |  :r,  —  x\-\-  \y^  — y  |  ;  F(;r, ,  j',  )  est  du 
niême  ordre,  par  hypothèse;  enfin  X\  —  x,  yt  — y,  a,  riél;iiit 

infiniment  petits,  A  et  B  tendront  vers  les  limites  fixes  ^;— > 
'  dx 

-,  dont  la  première  n'est  pas  nulle.  La  quantité 

F(.z-„.r,)-l-B3 


sera  donc  un  infiniment  petit  d'ordre  n -\- i  au  moins,  et 
I  a  I -f- 1  [î  I  sera  d'ordre  n -\- i .  Il  }'  a  donc  bien  contact 
d'ordre  n. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  sujjisanle  pour  un 
contact  d'ordre  n  est  que  ¥{x^,yi)  soit  d'ordre  n-\-\ 
par  rapport  à  [PQ]  =  ]  jr,  —  x  |  -|-  |y,  —y  |. 

421.  Cela  posé,  admettons  d'abord  que  la  seconde  courbe 
F,  soit  définie  par  les  équations 

•^  =  ?(0,      r  =  'fi(0- 

Soient  ^  et  ^  +  dt  les  valeurs  du  j)aramèlre  qui  correspon- 
dent respectivement  aux  points  P  =  {x,y)  et  Qi  =  (a:, ,  i',  ). 
On  aura  en  désignant  par  x' ,  x"  ^  ...,  el  y\  y"  ^  ...  les  déri- 
vées successives  de  'f  (^)  et  de  cp,  {t) 

,  ,  „  dt- 

X,  —  X  r=z  x' dt  +  x"  — ■  -h.  .  ., 
2 

J3onc  Xi  —  X,  yi  — j'  sont  du  pr(!mier  ordre  au  moins  par 
rapport  à  d/ .  D'ailleurs,  l'une  au  moins  de  ces  quantités  sera 
eilcctivement  du  premier  ordre;  car,  P  étant  un  point  simj)l(; 
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sur  F(,  x'  Q.\.  y'  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois.  Donc  [PQi] 
sera  du  même  ordre  que  dl. 
Posons  d'autre  part 

F[f(0,'fi(0]-=^'-(0; 

on  aura 

F(.r,,  ji )  =  F  [?  (  ^  +  ^^0.  ?!  (  ^  +  ^0]  --  'I' ( ^  +  dL  ) 

dt"- 


—  \Y{t)  -hW{t)di  +. .  .  +  n'"{t] 


Cette  quantité  devant  êlre  d'ordre  /?  +  i ,   on  aura,  pour 
conditions  du  contact  demandé,  les  relations 

(2)  W(0  =  O,  W'{t)=0,  ...,  n'"{t)=:0. 

4*22.   Ces  conditions  prennent  une  forme  plus  syniétrique 
si  l'on  suppose  les  deux  courbes  données  sous  la  forme 

y=f{^)         et        j=/i(.r), 

les(|uelles  équivalent,  pour  la  première,  à 

r  — /(■'f)  =  o 

et  pour  la  seconde,  à 
On  aura  alors 

^i^(0=/.(0-/(0~/'.(-^)-/(^-) 
et  les  équations  (a)  deviendront 

(3)  /,{œ)=/{Jc),     f\{œ)^f'{jc),      ...,     f'[{x)^p{jc). 

Enfin,   si   les  deux  courbes    sont  données  sous  la  forme 

implicite 

F(.r,r)r=o         et         F,(.r,r)=o, 

ou  n'aura  cpi'à  déterminer  l'ordonnée  y  et  ses  n  premières 
(l(''riv(-es  dans  la  première  courbe,  au  moyen  des  équations 

<).r  <)\' 
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ri,  dans  la  seconde,  par  les  équations 

„  ôl'i        (9F,    , 

F,  =  o,       -:j — \---  y  -—G,        

Les  valeurs  de  ces  (juantités  devant,  comme  on  vient  de 
le  voir,  être  les  mêmes  dans  les  deux  courbes,  on  n'aura  qu'à 
les  égaler  pour  obtenir  les  équations  de  condition  cherchées. 

423.  Contact  d'une  surface  S  avec  une  courbe  C,.  — 
Soient  ¥{x^y^  z)  ^  o  l'équation  de  S  ;  ,r,  y,  ;  les  coordon- 
nées du  point  P;  .r,,  y,,  z^  celles  de  Q,  ;  X\  -f-  a,  ri  H-  ^i, 
3,  +  "^  celles  de  Q.  On  aura 

,,>  \  O^F(.r,  +  a,  j,-+-  ;3,  z^-^-) 

K     T>    n  V      A      ,  dV    êV    ô¥  .  ^ 

A,  13,  L.  tendant  vers^^-'  -r^?  -;—  lorsque  x,,  y,,  z,.  a,  p,  v 

ax    Oy    Oz  '  "  i  ;  I 

tendent  vers  x^  y.,  z,  o,  o,  o. 

S'il  y  a  contact  d'ordre  n,  a,  |j,  y  et,  par  suite,  F(jC) ,  jKi  ?  ^i) 
seront  d'ordre  n  +  i  au  moins.  Réciproquement,  supposons 
que  F(j:,,  y,,  ^,  )  soit  d'ordre  «H-i,  il  y  aura  contact  d'or- 
dre n.  En  effet,  pour  Xi=  x,  y^=zy,  ;,=:  z,  a=  |j  = -■'  =  o, 
la  fonction  F(a;, -]- a,  y,  +  |ii,  ;,  +  y)  s'annule  et  ses  dé- 
rivées  partielles,    par   rapjtort    à    a,   ^3,   ^',    se    réduisent    à 

t^F     ()F    r9F     .  •       T^   ,  11^ 

-7— j  -T— j  -T— •  Le  point  P  étant  simple  sur  r,  une  au  moins 

ox    ay    oz  ^  ^ 

de  ces  dernières  quantités,  telle  que  -r— >  sera  ^o.  L'é(jua- 
lion  (4)  définira  donc  a  en  fonction  implicite  de  x,,  j',,  ;,, 

Associons  à  Q,  le  point  Q  =  {x^  +  a,  y,  -|-  [i,  ;,  +  y), 
|j,  Y  étant  deux  infiniment  petits  quelconques  d'ordre  /*  +  i  ; 

a  = ^ — î^-î^-^ ' ' sera  du  même  ordre  au  moins, 

car  A,  tendant  vers   y-»   n'est    j)as    infiniment   petit.    Donc 

I  a  I  -h  I  jîi  I  -f-  I  Y  I  sera  d'ordre  /<  4-  i  • 
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Donc,  ici  encore,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  poul- 
ie contact  est  que  F{Xi,  yi^  z-i)  soit  d'ordre /i-f-  I . 

424.  Cela  posé,  soient  jc  =  '^{t),  y  =  'f  i  (<),  z  =  'f  2(<)  les 
équations  de  la  courbe  C| . 

Soient  t,  t  -f-  dt  les  valeurs  du  paramètre  aux  n  points  P 
et  Q, .  on  aura 

„  di- 

.r,  —  j:  =r  X  al  +  x i-  .  .  .  , 

2 

yi—  y  =  y  (ft  +  y  —-+..., 
.,-.  =  .'dt^^'i^  +  .... 

2 

Donc  Xi  —  X,  j'i  —  Y,  c,  —  :;  seront  du  premier  ordre  au 
moins  en  dt,  et  l'un  d'eux  sera  effectivement  du  premier 
ordre,  car  le  point  P  étant  simple  sur  Cj,  x' ,  y',  z  ne  s'an- 
nulent pas  à  la  fois.  Donc  [PQi]  est  de  l'ordre  de  dt. 

D'autre  part,  en  posant 

on  aura 

Les  conditions  du  contact  seront  donc 

T(0=o,  T'(0=o,  ...,  W«(0=o. 

425.  Si  C)  était  définie  comme  intersection  des  surfaces 

*(.r,r.  s)=o,         *,(^,/,  =)=o, 

il  faudrait,  pour  appliquer  ces  foi'mules,  concevoir  cju'on 
prenne  x  =^  t\  y  ç.\.  z  seraient  alors  des  fonctions  implicites 
de  ce  paramètre,  définies  par  les  équations  <ï>  =  o,  ^i  =  o. 
On  calculera  alors  par  les  méthodes  connues,  pour  les  égaler 
à  zéro,  les  dérivées  successives  de  la  fonction 

par  rapport  à  la  variable  indépendante  x. 
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42G.    Conlacl    de   deux   courbes  gauches  C  et  Cl,. 
Soient  F(^,r, -)  =  o,  :f{x^y,z)  —  o  les  équations  dî^  (>: 
{x,y,z),  (x,,^r,,r,)'  {xx  +  y-,  y\-^  ?,  -1--"')  Icscoonlcn- 
nées  des  points  P,  Q,,  Q;  on  aura 

1  o  =j(.r,-f-a,  y,  4-3,  =,4-7) 

l      =  -'^  (^. ,  .r  „  -,  )  -^  - 1,  a  --  iii,  3  -H  £  Y. 

S'il  V  a  contact  croixlie  /?,  a,  |j,  -'  et,  par  suite,  F(  .r, ,  Vi ,  ^1), 
.'•'(a'i ,  j'i ,  Z\  )  seront  d'ordre  /i  -r-  1  an  moins. 
Rt'ciproqucineiit.  supposons  que 

t'i-ï"!,.''!.  -1)      et     .î(.r,,  r,, -1) 

soient  d'ordre  /?  +  i. 

Pour  .r,  rT=  x^  >',  =  r,  :?!  ^^  c-,  a  ==  |j  r=:  -'  =  o  les  Ibnctions 

F(-,4-a,  )-,4-  ?,  ;,4-y), 
i(.r,4-a,  r,-3,  ::,H-v) 

sannuleiil,  et  leurs  dcrivres  partielles,  par  rappnrl  à  y,  ,j.  "', 
se  réduisent  à 

(^     (^F     f;i- 
(^     t^.f     ^^5 

c/.r        à  y        Oz 

Le  point   I*  (Vtai)l  siuq)Ie   sur  C,   lun  d«^s    trois  déterminant 

,  .  ,  ,   .    ,  ,     <)V  ùi       di  6/F 

lormes  avec  ces  (iurn  ces,  parexeinnle r -,  sera-  o. 

'  '       O.v  Oy       Ojl-  a  y  ^ 

Les  équations  (  5)  détertnineront  donc  a.    j  en   hnution  nii- 

plicile  de  .r,,  j',,  :;,,  ■'• 

Associons  à  Q,  le  point   (^)  ohicnu    vw   prenant   pour--  nu 

inlinimenl  petit  quelcon(|ue  d  ordic  n  -•-  i;   a  et   |j  seroiil   du 

même  ordre  au  moins;  car  la   lésolulion  des  équations  (.")) 

les  donne  sous   forme  de  fractions,  dont  le  numérateur  est 

d'ordre  /?  4-  1 ,  tandis  que  le  dénominateur  AiiS  —  B.I.,  avant 

.1.   -    I.  27 
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pour  limile 

dx  ôy        Ox  Oy 

n'esL  pas  infiniment  petit.  Donc  |  a  |  +  |  ^  |  -H  h' ]  sera  d'or- 
dre /i  4-  I,  et  il  j  aura  contact  d'ordre  ii. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  un  contact 
d'ordre  n  est  ainsi  que  F(j?i  ,jKi5  ^i)  et  di^Xs^y^^  Z\^  soient 
d'ordre  /«  -h  i . 

Soient  maintenant 

les  équations  de  Ja  courbe  C).  On  verra,  comme  précédem- 
ment, que  [PQi]  est  de  l'ordre  de  dt^  et  qu'en  posant 

F['f(0,?.(0,'f2(0]  =  ^(0, 
^î[?(0,'fi(0>?2(0]  =  ^t\(0-, 

les  conditions  du  contact  seront 

^  ^  \  w,{t)  =z  w; (0  —  . . .  —  ^F« (0  =  o. 

-427.  Si  les  deux  courbes  étalent  données  par  les  équations 

j=./(.r),  z^o^x) 

et 

en  prônant. r  pour  variable  indépendante,  ces  é(j[uations  pren- 
draient la  forme  svmétrique 

^^^    (    o(^-)r:.'^,(.r),       o'(a^):.-:o;(.r),        ...,        ^^  (^x)  ^- 'o'\{x) . 

428.   i'Lnfin,  si  L'Iles  étaient  définies  par  les  équations 

F  (.r,  r,  ^)  t=o,         ^l»  (.r,  _>',:;)  =  0 

et 

l'"'i(.r,  j,  ^)  =  0,  '!>,(,/■,  r,-)  =  o, 

lui    naurail,    pour   obtenir   les   conditions  du    contact,    (pià 
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égaler  les  valeurs  de  y,  z  et  de  leurs  n  premières  dcrivéc> 
dans  les  deux  courbes. 


i29.  Contact  de  deux  surfaces  S  et  S|.  —  Soient 
F (x , j- ,  Z-)  :=  o  l'équation  de  S;  {x,y,z)  et  {x,,yi,z,)  les 
coordonnées  de  P  et  de  Q,.  On  voit  aisément  que  la  condi- 
tion d'un  contact  d'ordre  n  est  que  F(^,  ,y, ,  z,)  soit  d'ordre  /i 
par  rapport  à  [PQi]- 

Cela  posé,  soient 

les  équations  de  S|  ;  (/,  u)  et  (t-\-dt,  u -\- du)  les  valeurs 
des  paramètres  aux  points  P  et  Qi;  on  aura 


(8) 


^,  —  ^  =  A  dt  -\-^  du, 
fi—y  —  ^idt-^Bidu, 
z-i  —  z  =  \odt-r-  Bodu, 


\,  B,  ...  étant  des  quantités  variables  qui  ont  pour  liinllcs 
^    ()^ 
Ot     du 

On  voit  aisément  que  [PQi]  est  de  l'ordre  de  |  f/^  ]  +  |  du  \. 

Soit,   en  efiet,   M  une   quanlilc-  positive  plus  grande  <pie 


0^ 
du 


)  •  •  •;  on  auia,  pour  toutes  les  valeurs  suffisammenl 
petites  de  t  et  de  ;/, 

1A|<M,         !B|<M, 

donc    I  X| — x\,    Ij'i — y  ,    |  c,  —  z\    seront    moindres    que 
^l\dt\  -\-  M  I  du  ];  et,  en  les  ajoutant,  il  viendra 

[PQ.]<3M(lr/z!-t-h/«|). 

Mais,  d'autre  j)art,  P  étant  un  [XHut  simple  de  S,,  le  déter- 
minant 

Ot   Ou         Ot    Ou 
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(ou,  à  son  défaut,  l'un  de  ses  deux  homologues)  sera  ^o.  Or 
les  deux  premières  équations  (8),  résolues  par  rapport  à  dt 
et  du,  donneront 

(AB,-BA,)^^  =      B,(x.-^)-B(/,-j), 
(AB,-BA.)«?«=-A,(^i-.2:)  +  A0',-j); 
d'où 

\\^,-^\,\{\dt\-^\du\)<^\{\x,-x\+\y,-y\) 

<M[PQi.l. 

D'ailleurs  AB|  —  BA  a  pour  limite  le  déterminant  D  ;  donc 
en  désignant  par  A  une  quantité  quelconque  un  peu  plus 
petite  que  D  [,  on  aura  pour  toutes  les  valeurs  suffisamment 
petites  de  dt  et  du 

\dt\  +  \da\-^^[vq,]. 

Le  rapport  de  [PQi]  à  |  c// 1  +  |  f/w  |  étant  aiusi  compris 
entre  deux  limites  fixes  différentes  de  zéro,  ces  deux  quan- 
tités sont  du  même  ordre. 

Si  donc  nous  posons 

V[o{t,  a),  o,{l,  a),  o,{L,  u)^^W{l,  u), 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  le  contact  d  ordre 
n  sera  que  l'expression 

F(.r,.  T,,  z^)  =  W{t  +  dt,  u  +  du) 

Z^^'(t,U)-] r-    dt  ~  -r—  du   —  .  .   . 

ot  ou 

soit  d'ordre  //  -^  i  par  rapport  à  |  c// 1  -    |  du  \. 

430.  Cela  revient  à  dire  cpie  /((  fi  nction  M"  cl  ses  dcri- 
vécs  paiticllcs  Jusfiuà  V  ordre  n  inclusiK'emenl  sont  toutes 
/lu  lies. 

J'>n  fllt'i.  si   ces  di'rivécs  sont  nulles,  U\/  -}-  (//,  u     -  (/u) 
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^c  réduira  au  reste  de  la  série  de  Tajlor 
nlj,    ^  '    \      ôt  Ouf 
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f/0. 


Soit  N  une  constante  plus  grande  que  les  modules  des  déri- 


^«+i\t- 


^/i+iip 


Lorsque 


\  ées  partielles  d'ordre  /?  +  i ,      ,       ,   ,         ,     ^ 

dl  et  du  seront  assez  petits,  le  module  de  l'expression  pré- 
cédente sera  moindre  que 


N 


dt  I  ,-  I  du  !)«+'  N  f/0  --=  -     [|  dt\-\-\  du  :]"--•. 


L'ordre  du  contact  sera  donc  au  moins  égal  à  /? 


ardre  du 

FI  ne  pourra  d'ailleurs  surpasser  /?,  si  les  dérivées  d'ordre 
/*  -h  I  ne  s'annulent  pas  simultanément.  En  effet,  si  dans  l'ex- 
pression de  W [t  -\-  dt^  u  -\- du)  nous  négligeons  les  termes 
dépendant  des  dérivées  d'ordre  >>  /i  -h  i ,  et  qui  représentent, 
comme  on  vient  de  le  voir,  un  infiniment  petit  d'ordre 
>>  n  +  I ,  on  aura  approximativement 


^'{t  -hdt,  u  -hdu)-=z 


1  .  '2  ...(/*  H-  I  ) 


quantité  dont  1  ordre   ne  peut  être  supérieur  à  /?  -+-  i   pour 
toutes  les  valeurs  du  rapport  de  du  à  dt.  Supposons  en  effet 

du  =  X  dt, 

).  étant  réel  et  positif.  On  aura 

0 


W{t-hdt,  u  -+-du)\ 
{\dt\-^\du\)"^' 


0  \"-^^  1 


I  .2.  .  .  («4-l)(H-  A)' 


quantité  dont  le  numérateur  ne  s'annule  pas  en  général,  mais 
seulement  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  ).. 


i3L   Si  les    deux    surfaces    étaient  représentées   par  les 
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équations 
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--f{x,y)     et     z=f,{x,y), 


ces  équations  de  conditions  deviendraient  (en  prenant  ,r,  )■ 
|i()ur  variables  indépendantes) 


(9)        J-Ju      àlc-â:^'      à~y-ÔJ' 


ôy^  ~  'dy" 


et 


432.   Enfin,    si  elles  sont  représentées  par  des  équations 


on  exprimera  que  le  contact  a  lieu  en  égalant  les  valeurs 
de  ::  et  de  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  /«,  respecti- 
vement calculées  dans  les  deux  surfaces. 


433.   Pour  le  contact  du   premier  ordre,  par  exemple,   il 
faudra  exprimer  d'abord  que(^,  j',  ;:)  est  un  point  commun 

aux  deux  surfaces,  puis  égaler  les  dérivées  -r^  ?  -r^  •  Elles  sont 
^  ^  â.r    oy 

déterminées  dans  la  première  surface  par  les  équations 


dF        dF  âz. 


OF       ÔF  0: 


dx       dz  âx         '      dy       âz   ô\ 
et  dans  la  seconde  par  les  équations 

^;f,      dF,  dz 


—-0, 


dF,        dF,  dz^ 
âx        âz  âx 


ây         âz    ây 


r  ]•.•        1  1  ^1^    <^F    àF      .     , 

i^a  condition  de  contact  est  donc  que-r— )  t-'  -^  soient 

'       âx    ây    âz 

1      ,    âF,     âF,     âFi  ,        ,. 

|)roportionnels  a  -^j   —,   — ,    ou    que    le    déterminant 
âx      âv      âz  ^ 

dFdF,       dFâF,        ^        ^  ,  ,  ,        .  , 

1 ï , ;—  =  A  et  ses  ana  ogues  A.   cl  A.,  soient  nuls. 

ây  âz         dz   dy  ^ 

Ces  conditions  expriment  que  (^,  /,  z)  est  un  point  sin- 
gulier sur  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  F  et  F,. 
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434.  Remarquks.  —  1°  Si  deux  surfaces  S  el  S'  ont  un 
contact  d'ordre  n  en  un  point,  leurs  intersections  avec  une 
t  roisième  sur  face  ?>"  passant  en  ce  point  sans  les  y  toucher 
auront  un  contact  d'ordie  n. 

Car  les  coordonnées  d'un  poinl  Q  infiniment  voisin  de  P 
pris  sur  la  courbe  S  =  o,  S"  =  o  satisfont  par  hvpotlièse  ii 
l'équation  S' =  o  aux  infiniment  petits  près  d'ordre  /i -f- i . 
D'autre  part,  elles  satisfont  rigoureusement  à  l'équation 
S":=o,  qui,  jointe  à  celle-ci,  caractérise  la  courbe  S' :=  o, 
S"=  o.  il  y  a  donc  contact  d'ordre  n  entre  les  deux  courbes. 

:>,°  Deux  lignes  (ou  deux  surfaces)  ayant  un  contact 
d'ordre  n  avec  une  troisième  ont  entre  elles  un  contact  de 
même  ordre. 

Cela  devient  évident  si  l'on  écrit  les  conditions  du  contacl 
sous  les  formes  (3)  (7)  et  (9). 

43o.  Osculation.  —  Soit  C  une  courbe  (ou  surface) 
quelconque,  K  une  autre  courbe  ou  surlace  dont  l'équation 
(ou  les  équations)  contienne  un  nondjiede  paranièlres  égal  à 
celui  des  conditions  trouvées  ci-dessus  j)our  que  K  ait  avec 
Cj  un  contact  d  ordre  n  en  un  point  donné. 

Si  l'on  donne  successivement  à  ces  paramètres  différentes 
valeurs,  on  odliendra  une  famille  de  courbes  (ou  surfaces)  R. 
Celles  de  ces  courbes  (ou  surfaces)  où  ces  paramètres  sont 
déterminés  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  du  contact 
d'ordre  n  est  dite  osculatrice  à  C  au  poinl  considéré. 

436.  Au  lieu  de  déterminer  les  paramètres  de  K  par  la 
condition  d'avoir  avec  C  un  contact  donné  en  un  j)oint 
donné,  on  pourrait  se  proposer  de  les  déterminer  de  telle 
sorte  que  K.  rencontrât  C  en  un  certain  nombre  de  points 
donnés. 

Soit,  par  exemple,  C  une  courbe  plane  ayant  pour  éi[ua- 
tions 

x  —  'i{t),     /  =  o,(0, 
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K  une  aulrc  courhe  donl  l'équation 

F(.r,7)-_-o 

contienne  n  -\-  i  paramètres. 

Posons,  comme  précédemment, 

La  courbe  passera  par  les  n  +  i  points  t-\-  A/,  /  —  A,  ^,  .. ., 
t -{-  A/^/,  si  Ton  a  les  équations  de  condition 

U-(^4- AZ)=0,  ^'(^  +  A,0=O,       ...,      W{t-r  \nt)-=zo. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  les  points  t  -\-  It,  . . .,  ^  +  A„/ 
tendent  simultanément  vers  le  point  fixe  f,  la  courbe  R 
aura  pour  limite  la  courbe  osculatrice  à  C  au  point  t. 

En  effet,  soit,  pour  fixer  les  idées,  A/  <;  A,^  <^  . . .  ■<  A„^ 
La  fonction  W  s'annulant  aux  points  ^  +  A^,  ^  +  A,^ ,  . .  ., 
t  -\-  A/;/,  sa  dérivée  W  devra,  d'après  le  théorème  de  RoUe, 
s'annuler  en  n  points  Z-i-A',f,  t -\- W^t^  ...,  t  +  ^'^^t,  res- 
pectivement compris  entre  t  -^  \t  et  /  +  A,?,  entre  i  H-  A,^ 
et  ^  -r  Ao^,  ....  De  même,  la  fonction  ^F",  dérivée  de  W,  de- 
vra s'annuler  en  n  —  i  points  t  -\-  \'',t,  . . . ,  f  4-  AJ^  ?  respecti- 
vement compris  dans  les  intervalles  de  t  -\-  A\t  k  t  -h  ^[yt,  ...  ; 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dérivée  «"'"«  de  W.  On  aura  donc 

yv{t-i-\t)  =  o,     w'{t-+-\\i)  =  o,      ...,      ^r"(^  +  A;^0--^o, 

A',/,  . .  .,  y,\l  étant  compris  entre  A^  et  ^,it. 

Si  donc  A^  et  A„  ^  tendent  vers  zéro,  ces  équations  devien- 
dront à  la  limite 

Ce  sont  précisément  les  relations  qui  caractérisent  l'oscula- 
lion. 

437.  Ce  .raisonnement  s'appliquerait  identiquement  au 
cas  où,  C  étant  une  courbe  gauclic,  K  serait  une  surlace  ou 
une  autre  courbe  gauche,  et  conduirait  au  même  résultat. 

Mais,  si  C  et  K  sont  des   surfaces,  la  fonction  W  dépen- 
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dant  de  deux  sariables.  ou  ne  peut  plus  raisonner  comme 
(  i-dessus,  et  la  proposition  à  établir,  bien  que  restant  \raie 
en  général,  est  en  défaut  dans  certains  cas  particuliers. 

III.        Enveloppes. 

438.  Soit  Fi^jc,  y^  c )  ^^  o  une  famille  de  courbes  planes, 
caractérisées  par  les  dififérentes  valeurs  attribuées  au  para- 
mètre c.  Donnons  à  c  une  suite  de  valeurs  Cq,  Ci,  Co,  .... 
Nous  obtiendrons  une  suite  de  courbes 

V{.T,  r,Co)~o,         F(j:,  >•,  c,)  =  o,  F{j:,  y,c.>)—o. 

-Marquons  les  points  d'intersection  A,  1j,  C,  .  •  •  (  /Z^''.  12) 
de  chacune  de  ces  courbes  avec  la  suivante.  Si  les  valeurs 


Fif 


successives  attribuées  à  c  se  rapprochent  indéfini  mou  l  les 
unes  des  autres,  les  points  A,  B,  C,  .  . .  se  rapprocheronl 
également  et  finiront  par  dessiner  une  courbe  continue,  qu'on 
nomme  Venveloppe  des  courbes  F(.r,  )',  c)  =  o. 

Pour  trouver  l'équalion   de  cette  enveloppe,  considérons 
l'une  de  ces  courbes 

V{x,  y,  c)  —  o, 

et  la  courbe  inliniincnl  voisine 

V{x,  y,c-\-dc)  —o. 
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Leur  point  d'intersection  sera  défini  par  le  système  de  ces 
deux  équations. 
Mais  on  a 

V  {x.  y,  c  -}-  de)  =  1"  ix,  r,  c)  -I-  ^r-  «c  H — --  ■ h  .  .  .  ^^  o, 

ou,  en  supprimant  le  terme  F(j",  j',  c),  qui  est  nul,  e(  divi- 
sant par  t/c, 

^F       ^^F    de 

+ 1-. .  .  =  0. 

Oc  ()c-    1.2 

A  la  limite,  de  étant  nul,  on  aura  simplement 

à  F 

-  —  o. 
oc 

On  obtiendra  donc  V équation  de  U enveloppe  en  élimi- 
nant c  entre  les  équations 

dF 

F{x,  r,c)~o,        •^=^- 

439.  Remarques.  —  i"  Si  ces  deux  équations  sont  incom- 
patibles, il  n'v  a  pas  d'enveloppe. 

2°  La  règle  donnée  pour  trouver  l'enveloppe  suppose  que 
l'expression  ¥[x,  y,  c)  n'a  qu'une  seule  valeur  pour  chaque 
système  de  valeurs  de  oc,  y,  c.  S'il  en  était  autrement,  l'en- 
veloppe cherchée  pourrait  échapper  en  tout  ou  en  partie  à 
cette  détermination. 

Cherchons,  par  exemple,  l'enveloppe  des  courbes 

(1)  X-^\/i  — y- H- c  =:  o. 

L'équation    -r—  zz:i  o   se   réduisant   ici    à    1  =  0,   il    semble 
'  oc 

qu'on  n'ait  pas  d'enveloppe;  en  cfTcl,  les  branches  de  courbe 
X  -\-\J\  —  j-^  H-  c  =:  o  et  X  -\-  \/ 1  —  )'-  -t-  c  +  </c  =z  o 


ne  se  coupent  pas.  Mais  le  radical  \]\  — y-  pouvant  être 
affecté  du  signe  ±,  la  courbe  (i)  contient  une  seconde 
branche   x  —  ^/i  — y-  4-  c  =  o  ,   laquelle    coupe   la    courbe 
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x  -t-  \  I  — y-  +  c  +  <r/c  =  o  en  un  point  qui  tendra,  lorsque  c/c 
se  raj)prochera  de  zéro,  vers  une  limite  définie  par  les  écpia- 
lions 

a-  -r-  \U  —  )  -  -h  c  =-.  G,  j7  —  ^/ 1  —  y-  -t-  c  =  o. 

Éliminant  c,  on  aura,  pour  Téqualion  de  renvelo[)pc, 

\/i  —  >-  =  o        ou         I  —  r"  =  o. 

(Ju  aurait  obtenu  ce  même  résultat  en  chassant  li'  radical 
(le  léquation  (i),  qui  serait  devenue 

I  —  y-—  (x  +  c)^=  o. 

Léquation  étant  mise  sous  cette  forme,  on  aurait 

el,  en  éliminant  c, 

4iO.   Théorème.  —  L'enveloppe  est  tangente  en  chacun 
de  ses  points  à  V enveloppée  correspondante . 

L'enveloppe  est  définie  par  le  système  des  deux  équations 

F(j?,  7,  c)=o,  -^-  =o. 

Soient  donc  ^o,  y^  les  coordonnées  d'un  de  ses  points, 
Cii  la  valeur  correspondante  de  c,  on  aura 

en  désignant,  yonv  abréger,  par  Fo,  -^~  ce  que  devicnncnl 

r  et  -r-5  lorsqu  on  y  remplace  x,  y,  c  par  a"o,  J'o,  c,). 

L'enveloppée  correspondante   au   point  {^o,  yo)  ^   pour 
éfpiation 
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Soit  maintenant  (x^^y^,  r,)  ua  point  de  lenveloppe  inli- 
niment  voisin  de  Co,  on  aura  les  équations 

1.        Ol'i    ,  ,  .  ,     .  ,.       àP 

1 1  et  ^; —  désignant  ce  oue  deviennent  r  et  -—  pour  x  =  .r, . 
oci  °  ^  Oc  ^ 

y=y,,  c  =  c,. 

Pour  élaljlir  (ju  il  v  a  contact  entre  1  enveloppe  et  1  en- 
veloppée ,  il  faut  montrer  que  F(.ri,  yi,  c^),  résultat  de 
la  substitution  des  coordonnées  x,,  y^  dans  l'équation  de 
l'enveloppée,  est  au  moins  du  second  ordre  par  rapport  à 

1^1  — ^ol  +  b'i— Jï'ol- 
Or  on  a 

-Mais  F\  el  -^^  sont  nuls.  Cette  expression  sera  donc  du  se- 

cond  ordre  au  moins  par  rapport  à  Cj  —  Cq. 
D'autre  part,  posons,  pour  plus  de  clarté, 

f  =*(-./,  c); 

on  aura 

=  'ï'[^o-+-(-^i— -^o),  Jo4-  (  Vi— J'o)>  Co—  (t'i— C'o)] 

R  étant  du  second  ordre  en  Xi  —  .Ty,  j',  — jj'o.  Ci  —  Co-  Or  <P„ 
est  nul.  01  donc  -r — ■==        .,    n  est  pas   nul,  cette  équation 

OCq  (/Cq 

montre  que  l'ordre  de  C)  —  Cq  est  au  moins  égal  à  l'ordre  de 
la  plus  grande  des  quantités  |.r,  —  Xq\,  \yi — l'o  1  et,  par 
suite,  à  l'ordre  de  |  ^,  —  ^0 1  +  \y\  — J'o  |- 
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Celle  démonstration  sei'ait  en  défaut  si  -ir—r  était  mil.   Il 

■^crait  aisé  de  montrer  que,  dans  ce  cas,  Xq,  j)-„  est  un  point 
de  rebroussenient  sur  la  courbe  enveloppe. 

iil.  Soit  maintenant  V^x,  y,  z,  c)  ^=  o  une  famille  de 
surfaces  contenant  un  paramètre  c.  Si  l'on  donne  à  c  une 
Miite  de  valeurs  infiniment  voisines,  deux  surfaces  consécu- 
tives se  couperont  suivant  une  courbe.  A  la  limite,  ces 
courbes  dessineront  une  surface,  e/neloppe  des  surfaces 
proposées.  Proposons-nous  de  déterminer  son  équation. 

Soit 

{>.)  F{.r,  y,z,c)=o 

I  iiiic  des  enveloppées 

(.))   1-  (,r,  r,  z,  c  —  de)  =:  r  {.v,  v,  z,  c)  -f-  -^— de  -i — — h. . . 

oc  de-   1.2 

la  suivante,  La  courbe  d'intersection  sera  définie  parles  deux 
(■quations  (?. )  et  (3),  lesquelles  équivalent  aux  suivantes 

F(.r,  y,  z,  c)=o, 

âV        (PV    dr^  _ 

ûc  Oc-    I  .  »        •  ■  ■    - 

A  la  liniilc,  de  =  o,  et  les  équations  se  l'édiiisent  à 
V  —  o,  -  —  o. 

oc 

La  courbe  définie  par  ces  équations  se  nomme  la  caracté- 
ilsiiquc.  L'enveloppe  cherchée,  lieu  de  ces  caractéristiques, 
sObtiendra  en  éliminant  t"  entre  les  deux  équations. 

i  lois  enveloppées  consécutives 

l'(./-.    y,  Z,  c)  r-=(>, 

1  1-  (  ./•,  )•,  :;.  c  ~  de)    —  1-  -h  -r-  rfc    4-  -^r—  +  l\  =  e, 

{  \)     ■  ^  àc  Oc-    i .2 

i  r/  /    N     p      '^^'  ^        on-  d^c'-     „ 

Oc  Oc-     1.2 
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ont  un  point  (rintciscclion  défini  parles  trois  équations  (4)' 
Ces  équalions  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

^jF_— R^iC^  +  R.^c^       f  â'-F  _      R^,c  — R,r/c 
'     de       dcdiC{diC  —  de)       2    Oc-        de dye{dye  —  de) 

cl  donneront  à  la  limite,  en  remarquant  que  R  et  R,  sont  du 
troisième  ordre, 

^F  ô-^¥ 

F  =  o,  -j-=o,  -— -— o. 

ôc  Oc- 

Eliminant  c  entre  ces  trois  équations,  on  aura  léquation 
de  la  ligne  lieu  des  points  d'intersection.  Cette  ligne  se 
nomme  Vai^ête  de  rebroussemeiit.  Elle  rencontre  évidem- 
ment les  caractéristiques. 

44:2.  TnÉoiiii-ME.  —  L enveloppée  est  tangente  à  l'cnve- 
loppe  tout  le  long  de  la  caractéi-islique. 

Eli  effet,  l'enveloppe  a  pour  équations 

F(.r,  j,G,c)=o,         ^-o- 
Soit  (.To,  ro7  ^oj  ^o)  11"  <Jc  ses  points,  on  aura 

Jj'enveloppée  correspondante  aura  pour  écpialion 

F  ( -z",  .•>',-,  Co)  --0. 

Soit  (xi ,  jKi  j  ^1  j  <^i  )  l'o  |)oint  de  l'enveloppe  iniîuinienl 
voisin  de  (Xq,  jKo,  ^o?  ^o)  ;  on  aura 

cl  il  faut  j)rouver  cpie  F(.ri,j',,  ;i,Co)  est  du  second  ordre 
par  rMi)port  à  |  x,  —  JTo  |  -f-  |  J^,  —  J'o  |  -f-  |  :?!  —  ;«  I- 
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Or  on  a 

Cette  expression  esl  du  second  ordre  en  c^  —  Cy. 
D'autre  part,  posons,  pour  [)lus  de  clarté, 

on  aura 
f)p 

Or  <I>o  est  nul  et  II  du  second  ordre  en  x^  —  x^,  . . . ,  c,  —  c„. 

Lelte  équation    montre  que,    si  -y— =  ^—r  n  est    pas  nul, 

Cj  —  Co  sera  au  moins  de  l'ordre  de  la  j)]us  i^rande  des  quan- 
tités I  X,  —  Xq  I,  I  j'i  — j'o  I,  1^1  —  -^0  l>  et,  par  suite,  au  moins 
de  l'ordre  de  leur  somme.  Donc  F(j:, ,  j',,  r, ,  Co)  sera  au 
moins  d'ordre  a  par  rapport  à  celle  dernière  quantité. 

Cette  démonstration  serait  en  défaut  si  lun  avait    ,   ,"  =  d, 

auquel  cas  le  point  œ^,  j'o,  ^o  appartiendrait  à  l'arête  de  re- 
hroussemenl.  Il  serait  d'ailleurs  aisé  de  voir  (]ue  cette  arèle 
est  une  ligne  singulière  sur  renvelo|)|)C. 

443.  Théouèmi:.  —  L'f/rcle  de  rchi-oussenient  a  en  chcujuc 
point  un  contact  du  second  ordre  (H-ec  l'enveloppée  cor- 
respondante, et  touche  la  caractéristique. 
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Cette  arc'le  est  définie  par  les  équations 

ÔF  â'F 

F  =  o,  —■  —o,  -Y-r  =o- 

oc  Oc- 

Soit  (.^0,  )',),  ô(,,  Cq)  un  tic  ses  points,  on  aura 

f^Fo  à-  Fo 

L'enveloppe  correspondante  sera  donnée  par  Féqualion 

F(.37,  y,z,Co)  =  o, 

la  caractéristique  par  les  équations 

r/                     \       ^            àF{jr,  y,  z,Co) 
F{.r,  y,z,Co)  =  o,  ^ =  o. 

Soit  (j:",,  j'i,  3|,  C))  un  point  de  l'arête  de  reLroussemeut 
infiniment  voisin  du  précédent,  on  aura 

„  dF,  on^, 

aci  âc'l 

I^e  lliéorème  sera  évidemment  démontré   si    nous   j)rouvons 

(|U('  V  (.ri ,  )'| ,  ;,  ,ro)  est  du  troisième  ordre,  et 

du  second,  pai-  rapport  à  |  jr,  — -^o!  +  I  J'i  — ^'0  I  +  I  ^1  —  -^ol- 
Or  la  quantité 

^'(•^■i,/i»  -1,  <'o)  =F[.r,,  7,,  ;,,c,—  (f,  — To)] 

:--^  R 

est  du  lioisièmc  ordre  en  ri  — ■  r„. 
Eu  second  lieu,  posons 

dF{:r,r,z,c) 
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On  aura 

=  ^[^i,  fi,  -i>  ^'i  —  {Cl  —  Co)] 

quantité  du  second  ordre  en  c,  — ■  Cq,  car  on  a 

^i=-j— =o,  — -  =  -— pt=0. 

OCi  OCi  Oc\ 

H  reste  à  prouver  que  c,  —  Co  est  au  moins  de  l'ordre  de  la 
plus  grande  des  quantités  j  j:,  —  Xo  j,  |  J^i  — JKo  |)  [  -^i  —  ^o  !» 
et,  par  suite,  de  l'ordre  de  leur  somme.  Pour  l'établir,  po- 
sons 

On  aura 

^^=  'l'  ('^O  ~T-  -^i  -^0,    .  .   .  ,  C'y    T-  C'i  C'o  ) 

=  ,^.^^(,,._,.)^...^'^(,,_e„,  +  ^. 

Or  <P„=  -^r  est  nul  cl  II  du  second  ordre  en  x,  —  .r,,,  .  .  . , 
de, 

t'i  —  Cq.  Cette  équation  montre  que  c,  —  c^  est  au  moins  de 

l'ordre  de  la  plus  grande  des  quantités  |  j:,  —  x„|,  |  )-,  — j-„|, 

I  ;,—  ,-„!,  pourvu  que  -j^  =  ~j^  soit^o. 

Si  cette  quantité  était  nulle,  la  démonstration  serait  en 
défaut.  Dans  ce  cas,  Xq,  j'y,  ;„  serait  un  point  singulier  sur 
l'arête  de  rebroussemenl. 


iii-.    Soit  enfin  F(;r,  j)^,  V,  rt,  6)   une   famille   de  surfaces 
conlenant  deux  paramètres  a  et  b.  Si  l'o.i  change  a  et  h  en 
3.  -  I.  28 
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a  +  da  el  6  -h  db,  on  obliendra  une  surface 

¥ix,  y,  z.a  -\-  da,  b  -^  db)^^¥  -^  -^—da  -^  -,-y  db  ^ .  .  . . 
^      -^  da  ob 

Si  ^rt  cl  <r/Z>  sont  infiniment  petits,  et  quel  que  soit  d'ail- 
leurs leur  rapport,  la  surface  passera  par  le  point  défini  par 

les  équations 

(W  d¥ 

Eliminant  a  et  b  entre  ces  équations,  on  obtiendra  l'équa- 
tion de  la  surface  enveloppe.  On  vérifiera  sans  jieine  quelle 
est  tangente  à  l'enveloppée. 


IV.  —  Courbes  planes. 

44-0.  Considérons  une  courbe  plane,  définie  par  deux 
équations 

Les  fonctions  o,  di,  étant  supposées  développables  suivant 
la  série  de  Taylor,  admettent  une  dérivée  continue.  La 
courbe  est  donc  rectifiable,  et  son  arc  5  a  une  dérivée,  égale 

à  \J x'- -f  y^-  (LU)  ;  on  aura  tionc 


ds  —  \]x'-  +  y'-  dt. 

446.    Soit  P  un  point  ordinaire  pris  sur  la  courbe,  x,  )',  t 
ses  coordonnées. 

Tangente    et    normale.    —    L'équation    générale    dune 
droite 

(i)  Y  —  aX  —  ar=o 

contient  deux  |)aramètres  dont  on  pourra  disposer  poui'  faire 
passer  la  droite  par  le  point  P  et  établir  entre  elle  et  la 
courbe  un  contact  du  jircmicr  ordre. 
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Il  faudra  pour  cela  satisfaire  aux  deux,  équations 

(2)  o  =  ^'(0  =  ?i(0  —  ^'flO  —  ^=/  —  '^''^  —  ^' 

(3)  o  =  '\'\t)—y'—ax'. 

Des  équations  (i)  et  (2)  on  déduit 

(X  — .zr)  — «(Y-  >')^^0. 

Éliminant  ensuite  a  entre  celle  équation  et  léqualion  (  3), 
on  aura  léqualion  de  la  droite  osculatrice 

X  — ^ _  Y - r 

x'  y' 

Celle  droile  se  nomme  la  tangente  au  point  V . 
La  perpendiculaire  à  la  tangente,  ou  normale,  aura  pour 
équation 

■447.  Pour  aj)pliquer  cette  formule  (ou  loule  autre  formule 
dans  laquelle  figureraient  x^  x\  x" ,  .  .  .,  J',  JV'',  y",  •  •  ■)  au 
cas  où  la  courbe  serait  donnée  par  une  seule  équation 

^{x,  y)  =  0, 

on  n'aurait  (pi'à  poser  xz=z  '-5(/),  '-5  étant  une  fonction  quel- 
conque et  t  une  variable  auxiliaire.  On  aurait  alors 

^'=o'(0,  x"—^"{t). 

Quant  à  Kî  ce  sera  une  fonction  implicite  de  t,  définie  par 
l'é(piation 

F['f(0,r]  =  o, 

dont  on  pourra  obtenir  les  dérivées  par  la  règle  connue. 

Le  plus  simple  est  évidemment  de  poser  \r  =  ^,  d'où 
x'  ^=\ ,  x"  =  .  .  .  =  o  ;  y\  y" ,  ...  ne  seront  autre  chose  que 

1  /  •    ,      (Iy    d' y 
les  dérivées  -j-^  ~T^'>  •  '  *  et  seront  fournies  parles  équations 

ldV_     ^àFdy_ 
\  dx     '    Oy  dx         ' 

(4)        '  d2J_       ^    0"-^    dy       à^dy^       0^  d:y_  _, 

i  dx'^  ôxô\-  dx        àv'^  dx-        Oy  dx-  ' 
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On  mira  donc  la  règle  sulvanle  pour  Iransformcr  les  for- 
mules : 

Remplacer  x'  par    l' unité,  x" ,  x'" ,   ...  par  zéro,  j'', 

y,  ...  par  les  valeurs  de  -—->  ;7~^'   ''■  ii'''^cs  des  équa- 

tions  (i). 

Opérant  celle  substilulion,  réqualion  de  la  langenle  de- 
viendra 

el  l'équation  de  la  normale  sera 

y.  —  X  _X  —  y 

dx  dy 

ii8.    Cercle  osculaleur.  —   l^'équalion  d'un  cercle 

(X_a)M-(Y-?)^-R'-=o 

contenant  trois  paramètres  a,  |j,  R,  on  pourra  les  déterminer 
d  ;  manière  à  établir  un  contact  du  second  ordre  au  point  P, 
enlre  le  cercle  cl  la  courbe. 

Ce  contact  sera  exprimé  par  les  é(piations 

(5)  o=    VF  (0  =  (.r-a)-^     _l_(v--^)^-R% 

(6)  o=^Mi-'(0  =  (^-a).r'  +  (y-  ?)/, 

(7  )       o  --=  \W"{t)  =  {x  —  a).x'"+  (y  -  '^)Y"-\-x''-+y'K 

De  ces  deux  dernières  équations  ou  lire 

y'{x''-+Y'-~) 


(8 


x'  y"  —  y'  x" 


\'3)  /       P  x'y"  —  y'x"     ' 

et,  en  substituant  dans  l'écpialion  (5), 
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Le  rayon  Pi  du  cercle  osculatciir  cl  les  coordonnées  a,  |j 
de  son  centre  se  trouvent  ainsi  déterminés. 

Wd.  Le  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs  se  nomme 
la  développée  de  la  courbe  primitive  C.  Pour  l'obtenir,  il 
faudrait  substituer,  dans  les  équations  (6)  et  (-),  les  valeurs 
de  x^  y,  x\  y',  od' ,  y"  en  fonction  de  /,  et  éliminer  t  entre 
les  deuK  équations. 

On  remarquera  que  Féqualion  (^6),  en  y  regardant  a,  ^3 
comme  des  coordonnées  courantes,  n'est  autre  que  l'équation 
de  la  normale  à  C.  L'équation  (^)  est  sa  dérivée  par  rapport 
au  paramètre  t.  La  développée  est  donc  l'enveloppe  des 
normales. 

ioO.  Courbure.  —  On  nomme  courbure  moyenne  d'un 
arc  le  rapport  de  l'angle  -o  formé  par  les  tangentes  extrêmes 
à  la  longueur  A.ç  de  cet  arc;  courbure  en  un  point  (x,y)  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  courbure  moyenne  d'un  arc  infi- 
niment petit  commençant  en  ce  point. 

Soient  ^  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  x^y, 
j  celui  de  la  tangente   au    point  (  .r  +  A,r.  r  -  -  A)  ), 


■j>  l'angle  de  ces  deux  tangentes.  On  aura 


.-     .   -  or' ly' — y' \x' 

lana 


y'- 

^V 

— 

y' 

x'- 

'r-  \X' 

x' 

I  -+- 

Y'-^ 

Ar' 

■  >' 

x'  -V-  Aj;'  x' 


Or  on  a  sensiblement 


tanjr' 


A  )•'  =:  )  "  di,  \x'  —  x"  dt, 

j.'  Ay '  -  y'  A.X-'  ■=r.  (  x'y"  -  y'  x"  )  dt, 

{x'-\-  Aj?').r'-+-  (/+  A/)/  =  x'2-|-/2, 


d  ou 


_  x'Y"—rx" 

aux  infiniment  petits  prés  du  second  ordre. 
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On  a  dailleurs,  avec  la  iiièuie  approximation. 


A.V  r:i  ^  J?'-  -r-  j'"  dt. 

'z>                                   x'  y"  —  y' x" 
La  courbure  c  =  lim  —  sera  donc  égale  à  — -•  Elle 

(.r -—  v'-)- 
est,  comme  on  le  voit,  égale  à  ^>  i\  étant  le  rayon  du  cercle 

osculateur. 

Ce  cercle  a  la  même  courbure  que  la  courbe  proposée.  En 
efTet,  A5  désignant  un  arc  de  ce  cercle  et  es  Fangle  des  tan- 
gentes à  ses  extrémités,  ou,  ce  cjui  revient  au  même,  l'angle 
des  deux  rayons  menés  à  ses  extrémités,  on  aura  évidemment 

A.?  =  Rci,  et  la  courbure    '-  sera  éirale  à  7-- 

Ou  ditnnc  souvent  à  ce  cercle  le  nom  de  cercle  de  cour- 
bure; son  centre  et  son  ravon  seront  dits  le  centre  et  le  rayon 
de  courbure. 

451.  L'expression  trouvée  ci-dessus  pour  ■:^  est  positive  ou 
négative,  suivant  le  signe  de  la  (juantité 

Si  cette  (juantité  est  de  même  signe  que  .r',  la   quantité 

•^>  coeflicicnt  angulaire  de  la  tanerente,  croîtra  ou  décroîtra 

en  même  tem|)s  que  .r.  La  courbe  tournera  donc  sa  convexité 
vers  les  y  négatifs. 

Ce  serait  l'inverse  si  x' y" — y' x"  était  de  signe  opposée  x' . 

4o2.  Les  points  où  x' y"  —  y' x" ^  o  se  nomment  points 
(V inflexion .  La  couibure  y  étant  nulle,  le  cercle  de  cour- 
bure aura  son  rayon  infini,  et  se  confondra  avec  la  tangente. 

La  tangente  T  en  un  point  d' inflexion  se  confondra 
avec  la  tangente  T'  en  un  point  injininieiit  voisin  aux 
infiniment  petits  près  d"" ordre  supérieur  au  premier.  Car, 
en  bornant  l'approximation  au  premier  ordre,  l'angle  o  de 
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ces  deux  droites  est  nul;  en  outre,  le  point  de  contact  de  T' 
est  sur  la  tangente  T. 

433.  Les  formules  précédentes  se  simplifient  si  x  est  pris 
pour  variable  indépendante,  auquel  cas  il  faudra  poser  ^'=  i , 
x"=o. 

Il  viendra  dans  ce  cas,  pour  la  différenlielle  de  l'arc, 


ds -=^\l \  -T- y'- dx ; 
pour  léqualion  de  la  tangente, 

Y-7=r'(X-a.); 
pour  la  courbure, 

C  :=  ^        --• 


■i  5 


et,  pour  l'équation  des  points  d'inflexion, 

y"  =  o. 
454.   On  représente  parfois  une  courbe  par  une  équation 

s  =  o(c) 

entre  l'arc  compté  à  partir  d'un  point  quelconque  et  la  cour- 
bure à  l'extrémité  de  cet  arc.  Ces  deux  quantités,  dépendant 
d'une  même  variable  ^,  sont  en  effet  fonctions  l'une  de  l'autre. 

Cette  représentation  a  l'avantage  de  n'introduire  aucun 
élément  étranger  à  la  courbe,  comme  le  sont,  dans  le  système 
cartésien,  les  axes  coordonnés.  Il  en  résulte  que  deux  courbes 
égales,  mais  différemment  situées  dans  le  plan,  auront  la 
même  équation. 

Pour  passer  de  l'équation  d'une  courbe  ainsi  définie  à  son 
équation  en  coordonnées  cartésiennes,  on  prendra  la  dérivée 
de  cette  équation.  Il  viendra 
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Do  celle  équalion  entre  les  dérivées  de  y,  11  restera  à  dé- 
duire celle  fonction. 

Ce  problème  est  du  ressort  du  Calcul  Intégral,  cl  nous  ne 
pouvons  que  le  poser  en  ce  moment. 

ioo.  Proposons-nous  d'appliquer  les  formules  qui  précr- 
dent  à  quel(jues  courbes  simples. 

Parabole.  —  On  aura 

d'où,  en  prenant  .r  pour  variable  indépendante, 
/  '       P 

yy"+y''=o,      y"  =  -^,' 

Difrérentlelle  de  l'arc  : 
ds 


y  j2  y  2X 


Équalion  de  la  tangente  : 

Y- 
Rajon  de  courbure  : 


Y  — y=  ^(X  — x). 

-^     y 


14-^ 


2\  2 


—  )  4 

rV   _     (j- + /■>-)■- 


Développée  :  les  formules  (8)  et  (9)  donnent 

%  =Z  X  -i^-— ^ =z  ^ —    — 

y  y     -p 

p'^+y'     9 

=  ic  4- ^  T=.Zx  -\-  p, 

p 

-?-y-'--Y~ -^'^ — -p'      ~    p' 
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On  en  déduit 

X—  — ~,  r'— j  — />-3. 

Mais  l'équation  1- =  2px  donne 

SiibsLiliianl  dans  celle  éqiialion  les  valeurs  de  x  et  j',  il 
vient 

4o6.   Ellipse.  —  On  a 

^  _  y^  _ 

équation  qui  équivaut  aux  deux  suivantes  : 

^^acos^,         ^' =1  6  sin  ^. 

On  déduit  de  celles-ci 

ct' =  — asin^,  /' =       bcost, 

x" -=z — acos^,         j"  =  — ôsin^, 
puis 

x''^  H- y'- r=  a-  sin-  ^  4-  ^-  ces- 1, 

x'  y"  —  y'  x"  r=  ab. 
On  aura  donc,  pour  la  différentielle  de  lare, 


ds  =:  \lcâ  sin- 1  -t-  6"^  ces- 1  dt  ; 

pour  l'équation  de  la  tangente, 

X  —  a  CCS  t  Y  —  6  sin  / 

—  a  sin  t  b  cos^      ' 

pour  le  ravon  de  courhure, 

1 
_  (a2sin*<+  b^cos^ty 
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Cl,  pour  les  coordonnées  du  centre  de  courbnre, 

b  ces t{à^?,in-t  -\-  b-  cos^ t) o"-  —  b- 


■xr=L  a  cosf  — 


ab 


ces''  t 


(en  remplaçanl  sin-^  par  i  —  cos^^), 

a  sin/((7-  sin-/  -+-  b"^  cos-0 


?j  —  b  sin  L  — 


a^'—b"- 


ab 


^\nH 


(en  remplaçanl  cos- 1  par  i  —  sin-^). 

On  en  déduit 

i  i 

(a-—  />2)3  cos^  =  (aa)% 

Élevant  au  carré  et  ajoutant,  on  aura  l'équation  de  la  dé- 
veloppée 

{a-xY  +  (^?)''  =  (a-—  b'-y. 

io7.  Cycloïde.  —  On  donne  ce  nom  à  la  courbe  engen- 
drée par  un  point  d'im  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  fixe. 

Pour  obtenir  les  équations  de  cette  courbe,  prenons  pour 
axe  des  j>^  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  décrivant  au 
moment  où  il  se  trouve  sur  l'axe  des  x. 

Considérons  une  seconde  position  du  cercle  générateur. 

'Fis.  i3. 


Soit  OA  ifip:.  i3)  la  quantité  dont  le  point  de  contact  s'est 
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déplacé  sur  la  droite  OX.  D'après  la  définilion  du  roulement, 
il  devra  s'être  déplacé  de  la  même  quantité  sur  le  cercle.  Le 
point  qui  décrit  la  cvcloïde  se  trouvera  donc  dans  une  posi- 
tion B,  telle  que  Ion  ail  AB=;AO. 

Cela  posé,  soient  a  le  ravon  du  cercle,  /  ran<;le  ACB,  que 
nous  considérons  comme  variable  indépendante.  On  aura 

AO  =  AB  =  al, 
X  =  OA  —  BD  =z  al  —  a  sin  l, 
y  =  AG  —  CD  z=z  a  —  a  cost. 

On  déduit  de  ces  équations 

j;'r=«(i  —  003^),       y^=iasinl, 
x"  =  a  sin  t,  y"  =l  a  cosl, 

x'-  -i-  y'-  =^  2a-(i  —  cosl), 
x'  y"  —  y'  x"  ^=.  —  rt-(i  —  cos^). 

J^a  différentielle  de  l'arc  sera  donc 


a\l'i  —  2  co%tdt. 
La  tangente  aura  pour  équation 

X  —  X       Y  —  y 

a(i  —  cos^)         a  sin^ 

La  normale  aura  pour  équation 

(X  —  -t")  ('  —  cos^)  -i-  (Y  — y)  sin  ^  =;:  o. 

Le  point  où  elle  coupe  l'axe  des  x  s'obtiendra  en  faisant 
Y  =  o  dans  cette  équation.  On  trouvera 

-,  isin^  ,  .      ^ 

X^  07  H ^=  ait  —  sin  /)  4-  a  sin^  ^  al. 

I  —  cos^ 

La  normale  passe  donc  par  le  [)oint  A,  où  le  cercle  géné- 
rateur louche  l'axe  des  x. 

La  distance  N  de  ce  point  au  point  B,  qu'on  nomme  la  lon- 
gueur de  la  normale,  sera  donnée  par  l'expression 

N  r=y/(X — x)--^  y-  =  \Ja-  sin-  ^  -+-  a-  (  i  —  ces l)'^z=z  ayji  —  2cos^. 
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Le  ravon  de  courbure  sera  égal  à 

r2«-(l  —  COSOI'  / 

^  =:  —  2a  V  2  —  2  COSt. 

—  a^(i  —  cosi) 

Il  est  done  double  de  la  normale  en  grandeur  absolue. 
Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  seront 

a.  =z  a{t —  sin  l)  -•-  9.a  sin  l  :=  a{t  -h  sin  t), 

(3  =  «(i  —  cosf)  —  2a(i  —  cos^)  =::  —  a(i  —  cosO- 

Posons,  dans  ces  équalions,  /  =z  t: -|-  f ,  -,  elles  deviendronl 

a —       r/--j-r/(/i  —  siii^,), 
^^=.  —  2a  -h  a{i  ^  cos/i), 

et  l'on  voit  qu'elles  représentent  une  cycloïde  égale  à  la  pro- 
posée, mais  déplacée  de  «t:  dans  le  sens  des  œ  et  de  —  io 
dans  le  sens  des  r. 


V.  —  Géométrie  infinitésimale. 

4o8.    Soient  A.  /. ,   ...   des   infininient  petits  connus,  a,  jii 
des  (juanlités  qui  Icui-  soient  liées  jiar  des  équations 

/(-^,  ? A./.-,  ...)  =  o, 

'■?(«,? /'.A,  ...)=o, 


Supposons  qii  on  veuille  déterminer  y.,  ^3,  ...  aux  infini- 
mi'Ml  |)elils  près  d'ordre  /?  ;  il  est  clair  qu'on  pourra  suj)- 
primer  a  priori  dans  les  expressions  de  /i,  A,  ...  à  porter 
dans  les  équations /=  o,  cp  :=  o,  tous  les  termes  dont  la  pré- 
sence n'altérerait  a,  ^,  . . .  que  d'un  infiniment  petit  d'ordre 
>/7.  On  verra  aisément  dans  chaque  cas,  avec  un  peu  d'at- 
tention, ce  qui  est  négligeable  et  ce  qui  ne  re>t  pas. 

Dans  les  applications  géométriques  du  Calcul  dillérentiel. 
les  iiiliniinenl  petits  a,  ^,  .  . . ,  h,  A,  ...  ([u'il  s'agit  de  cal- 
culer en  fonclion  les  uns  des  autres  sont  rattachés  ensemble 
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par  une  figure  de  laquelle  on  (K'diiit  les  {Mjiialion.s 


440 


/=o, 


=  0, 


(|ui  les  lient. 

Au  lieu  d'établir  les  équations  exactes  et  d'y  négliger 
ensuite  certaines  quantités,  il  est  souvent  plus  simple  de 
considérer,  au  lieu  de  la  figure  rigoureuse,  la  figure  appro- 
chée qui  s'en  déduirait  en  négligeant  ces  quantités;  de  cette 
nouvelle  figure  on  tirera  les  équations  approchées. 

Pour  que  ce  procédé  soit  légitime,  il  faut  évidemment 
qu'on  soit  en  mesure  d'établir  que  les  changements  de  la 
figure  n'altèrent  le  résultat  à  obtenir  que  d'une  quantité  négli- 
geable eu  égard  à  l'approximation  que  Ion  demande.  La 
nécessité  de  cette  discussion  diminue  notablement  les  avan- 
tages que  présente  souvent  la  méthode  géométrique  au  jioint 
de  vue  de  la  simplicité  et  de  l'évidence. 

Les  exemples  suivants  éclairciront  ces  considérations  gé- 
nérales. 

459.  PaoBLiiMiî  1.  —  Soii  o^J\H)  V équation  d'une 
courbe  en  coordonnées  polaires.  On  demande  C angle  V  de 
la  tangente  avec  le  rayon  vecteur,  et  la  différentielle  de 
rare. 

Soient  P,  Q  {.fiS-  '4j  deux   points   de    la    courbe    inliiii- 

l-'ig-    'I- 


lent  voisins,  ayant  [)our  coordonnées  0,  0  et  0  ~  Ao.  0  --  A5. 
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D^\  point  O  comme  centre  avec  OP  pour  rajon,  traçons  un 
arc  de  cercle  PR.  Menons  les  droites  PQ,  PR. 

L'angle  V  différera  infiniment  peu  de  l'angle  QPS,  qui 
lui-même  ne  dilFère  de  RQPque  de  l'angle  infiniment  petit  AO; 
de  même  Tare  PQ  ne  difFércra  de  sa  corde  PQ  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  PQ. 

J^es  (piantilés  à  calculer  seront  donc  l'angle  RQP  et  la 
corde  PQ. 

Cela  posé,  RP,  corde  infiniment  petite  du  cercle  PR,  sera 
sensiblement  perpendiculaire  à  OR.  Sa  longueur  sera  sensi- 
blement égale  à  l'arc  RP,  qui  est  égal  à  s  AO.  D'ailleurs, 
RQ  =  Ao.  Donc  le  triangle  PQR  est  sensiblement  un  triangle 
rectangle  ajant  pour  côtés  de  l'angle  droit  p  AO  et  Ap,  et  l'on 
aura,  par  la  formule  des  triangles  rectangles, 


langRQP  =  '— ,  PQ  —  v^Ap'^-f-  p-'AO^ 

As 

i 

et  à  la  h  mite 

dO 


tan  o- V  :=  p  — -  ,  ds  :=  \  dp-  -t-  p'-dd'. 

dp 

Mais  il  laut  s'assurer  que  les  modificalions  faites  au  triangle 
PQR  nont  pas  altéré  la  valeur  principale  des  quantités  cher- 
chées RQP  et  PQ. 

On  peut,  à  ce  sujet,  remarquer  d'une  manière  générale  que 
les  angles  A,  R,  G  d'un  triangle  (|uelconque  ARC  et  les  rap- 

ports  a=  -5  [^  =  -  de  ses  côtés  sont  liés  par  les  trois  rela- 
tions connues 

a  =z  b  ces  G  -i-  c  cosB, 

6^:::ccosA  -f-acosG, 
c  =i  a  cosB  -I-  ^cosA, 

d'où 

a  :=  [3  cosG  -h  cosB, 

p  =:  cosA  H-  a  cosG, 

1  z=  a  cos  B  -H  hl  cos  A . 

Si  1  on  donne  des  accroisscmenls  inlininicnl  petits  à  deux 
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des  quantités  qui  figurent  dans  ces  formules,  les  trois  autres 
prendront  des  accroissements  correspondants  infiniment 
petits  et  dont  les  valeurs  principales  s'obtiendront  en  diffé- 
reotiant  les  équations  précédentes. 

Dans  le  cas  actuel,  on  a  modifié  infiniment  peu  l'angle  eu 

«     ,  '^r*    f  '     I        ^A      ,  PQ 

n  et  le  rapport  t-— •  L  angle  en  (^  et  le  rapport  r--^  auront 

infiniment  peu  changé.  Donc,  l'angle  Q  et  le  côté  PQ  n'ont 
été  altérés  que  d'une  fraction  infiniment  petite  de  leur  va- 
leur, ce  qu'il  fallait  démontrer. 

iOO.   PiiOBLÎîME  II.    — ■    Troin-er  la  longueur  de  l'arc  de 
la  développée  d' une  courbe  C 

Soient 

MT,  M'T'  {^fig-  i5)  deux  normales  à  C  infiniment  voisines; 

cp  leur  angle  ; 

T  et  T'  les  points  où  elles  touchent  la  développée. 


En  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  (MJM' 
étant  considéré  comme  du  premier  ordre),  on  pourra  ad- 
mettre : 

i"  Que  M  est  sur  la  tangente  au  point  M',  laquelle  est  per- 
pendiculaire à  M'T'  {fig-  iG); 

'i"  Que  T  est  sur  la  tangente  M'ï'  à  la  développée; 


448 


PREMIÈRE    PARTIE. 


CHAPITRE    IV, 


3"  Que  l'arc  TT'  se  confond  avec  la  droite  Tï'. 

Le  quadrilatère  ciirvilif;nc -M  M'TÏ'  ainsi  simplifié  prendra 


la  Tonne  ci-dessus  {Jîg-  it)),  laquelle  donnera 
M'T'-=:MTcos'f  +TT'. 

D'ailleurs,  l'angle  o  (-tant  infiniment  petil,  on  a  sensible- 
ment cos'-s  =  I ,  d'où 

M'T'=MT  +  TT'. 

iGl.  Les  considérations  qui  précèdent  ne  fournissent 
(ju'un  aperçu;  mais  il  est  aisé  de  rendre  la  démonstration  ri- 
goureuse. 

A  cet  effet,  nous  remarquerons  tout  d'abord  que,  MM' étant 

supposé  du  premier  ordre,  cp  et  TT'  en  seront  également,  car 

on  a  sensiblement 

cp  — cMM':=ATT', 

c  et  k  désignant  les  courbures  de  la  courbe  donnée  et  de  sa 
développée. 

Cela  posé,  |)rojetons  le  c[uadrilalère  curviligne  MM'T'T 
sur  M'T'.  On  aura 

i\I'T'=  proj.  MM'  H-  proj.  AIT  ^  proj.  TT'. 

Or  proj.^LM'=  cordeMM'cos'i',  'l  étant  l'angle  de  ladite 
corde  avec  M'T'.  La  corde  MM'  étant  du  premier  ordre  et  '!> 
infiniment  voisin  d'un  droit,  (iroj.  MM'  sera  d'un  ordre  supé- 
lieur  au  premier  et  pourra  être  négligé. 
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D'autre  part,  proj.  MTm  MT  coscp.  et,  o  élanl  infiniiiicnl 

petit  du    nremier  ordre,   cosa  ^  i ■ h  •  ■  •    pourrit    èlrc 

^  '  '  1.2  ' 

remplacé  par  ruuiti'.  Donc  proj.  iMT  =^  AIT. 

Enfin,  on  aura  proj.  TT'=  cordeTT'cosy ,  y  étant  I  aii^lc 

forme  par  la  corde  TT'  avec  M'T'.  Cet  angle  étant  infinimcnl 

petit  et  la  corde  TT'  différant  infiniment  pcn   de  l'arc,  on 

aura  sensiblement 

proj.TT'  =  TT'. 

On  aura  donc  bien 

M'T'=:MT^  TT'. 

462.  Cette  équation  n'a  été  démontrée  que  pour  un  arc  MM 
infiniment  petit,  et  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'or- 
dre ^i.  Mais  il  est  aisé  d'en  conclure  que  l'égalité  est  rigou- 
reuse, et  subsiste  pour  un  are  (piclconcpie  MN  pris  sur  la 
courbe  C. 

Soient,  en  effet,  NU,  MT  les  tangentes  menées  des  points 
M,  N  à  la  développée,  UT  l'arc  de  cette  dernière  courbe  com- 
pris entre  les  deux  points  de  conlact.  La  difïérence 

MT  —  NU  ^  UT 

sera  une  fonction  de  l'arc  s  =z  ]NM.  Changeons  s  en  s  -}-  ds  : 
soient  M',  T'  les  nouvelles  positions  des  points  M  et  T.  L'ac- 
croissement de  la  fonction  considérée  sera 

M'T'-MT-TT', 

quantité  d'ordre  suj)érieur  au  picmicr,  connue  nous  l'avons 
démontré.  La  différentielle  de  la  fonction  sera  donc  nulle, 
et  la  fonction  elle-même  constante.  Or,  elle  est  nulle  |iomi' 
5  =  0,  M  et  T  se  confondant  avec  N  et  U.  Donc  elle  est 
constamment  nulle. 

463.  On  doit  pourtant  rcmaifpier  que,  en  faisant  la  lii;ur(; 
qui  nous  a  fourni  I  égalih'- 
M'T'^MT   :   TT', 

J.     -    I.  MJ 


/joo 
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nous  aurons  implicitement  supposé  que  M'T'  était  >-  MT.  Si 
M'T'  avait  été  <C  MT,  on  aurait  eu 


et.  pai*  suite, 


M'T'r=MT-TT' 


NU  =  MT  —  TU 


Soit  donc  MN  un  arc  de  la  courbe  C  choisi  de  telle  sorte 
que  la  longueur  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  et 
la  développée  varie  constamment  dans  le  même  sens  ;  on  aura 

NU  =  MT  -+-  TU 

si  cette  longueur  augmente, 

NU  =:  MT  —  TU 

si  elle  diminue. 

Si  Ton  avait  un  arc  MPN  {Jig.  17)  tel  que  la  longueur  de 


la  normale  augnicntàt  de  M  en  P  pour  décroître  ensuite  de  P 
en  N,  on  aui-ail.  eu  apjdiquanl  successivcuKnit  le  llK'Orènic 
aux  deux  parties  d(>  lare. 

PS  =  MT  4-  TS, 

PS  — NU  4- SU, 
dOù 

2PS  =  MT  +  NU  +  TSU. 

46i.    Problème    III.    —    Construire    la    tangente   à   la 
courbe  K  lieu  des  sommets  d'un  angle  'f  de  grandeur 


APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    DE    LA    SÉRIE    DE    TAYLOR.  45  I 

consiftnte,  dont  les  côtés  restent  tanf;ents  à  deux  courbes 
données. 

Considérons    deux    positions    infiniment   voisines    ABC, 
A,  B,  C,  ijig-  i8  )  de  cet  angle.  L'angle  des  denx  droites  Alî, 

Fig.  18. 


A,  B,  est  égal  à  celui  des  deux  droites  CB,  C(B,.  Cet  angle 
étant  considéré  comme  du  premier  ordre.  les  arcs  AA),  CCj 
seront  du  premier;  quant  à  BB,,  il  ne  peut  être  d'un  ordre 
supérieur  au  premier,  car  la  droite  A,B,  n'étant  en  A,  qu'à 
une  distance  infiniment  petite  du  second  ordre  de  la  droite 
AB,  et  faisant  avec  elle  un  angle  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  en  sera  éloignée  en  B,  d'une  quantité  du  premier  ordre. 
Au  contraire,  la  distance  de  A  à  la  tangente  A,B,  et  celle 
de  C  à  la  tangente  B,Ci  seront  du  second  ordre.  Si  donc,  |)ar 
les  points  A  et  C,  on  menait  des  parallèles  respeclivemcnl  à 
A,B,  et  à  B|C(,  leur  |)oint  d'intersection  ^3  serait  à  une  dis- 
lance de  1)  infiniment  petite  du  second  ordre,  et  par  suite 
infiniment  petite  relativement  à  BB,,  qui  est  du  premier.  La 
droite  BB,  différera  donc  infiniment  peu  comme  direction  de 
la  droite  B^.  Cette  dernière  est  une  corde  infiniment  petite 
du  cercle,  lieu  des  points  d'où  Ton  voit  AC  sous  l'angle  es,  et, 
à  la  limite,  devient  la  tangente  à  ce  cercle.  Mais,  à  la  limite, 
ii^iJ  devient  la  tangente  à  K..  Donc  ces  deux  tangentes  coïu- 

C I (I < ' 1 1 1 . 


465.   Théoiièmk.  —   Soient  ^^Yl  {Jig-  \\))  deux  ei/ijjscs 


.|J2 
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liomofocales.  l'ur  chaquepoint  V  de  E'  menons  deux  tan- 
gentes l^A,  PB  à  E.  La  somme  des  tangentes  PA,  PB,  dinii- 
nuêe  de  l'arc  AB,  sera  constante. 


iNous  nous  appuierons  sur  cette  propriété  f;icile  à  démon- 
trer, que  les  deux  langentcs  PA  et  PB  font  un  angle  égal 
avec  la  tangente  en  P  à  la  courbe  E'.  Soit  cp  cet  angle. 

Cela  posé,  soient  P'  un  point  infiniment  voisin  de  P,  situé 
sur  E';  P'A',  P'B'  les  deux  tangentes  correspondantes.  Ea 
figure  BB'P'P,  projetée  surBP,  donnera 

BP--proj.BB'-t-proj.B'P'-  proj.  PP'. 

Or,  en  négligeant  le  second  ordre,  BB'  peut  êti'e  considéré 
comme  une  ligne  droite  et  B'  comme  étant  sur  BP.  Donc 

proj.BB'  — BB'. 

De  même,  B'P'  faisant  un  angl(>  a  infiniment  |)etit  avec  BP,  sa 
projection  B'I^'cosa  se  réduira  à  B'P',  au  second  ordre  près. 
Enfin,  PP'  étant  du  premier  ordre  et  formant  a\ec  BP  un 
angle  infiniment  voisin  de  '^,  on  aura,  au  second  ordre  près, 
pour  sa   [jrojcction,  PP'cosu:  d'où 

BP  —  BB'  -T-  B'  P'  -  PP'cosc?. 

\iu    projetant    la   ligure  AVP'I*   sur    AI',    on    trouvera   de 

mrmc 

AP  =  —  AA  ^-  A'P'  -i-  PP'coscp, 
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et  en  ajoutant 

BP  -^  AP  z=  BB'  —  A  V  -  B'  P'  -  A'  P' 
=  AB  —  A'B'-B'P'--A'P', 
ou  en  lin 

BP  --  AP  —  AB  =r  B'P'  -r- A'P'  -  A'B'. 

Cette  équation  n'est  démontrée  qu'au  second  ordre  près. 
Mais  on  verra,  comme  dans  un  exemple  précédent,  qu'elle 
est  rigoureuse  et  reste  vraie  pour  un  arc  PP'  de  grandeur 
finie. 

VI.  —  Courbes  gauches  et  surfaces  développables. 
466.   Soient 

les  équations  dune  courbe  gauche;  -ï",  JK,  ^,  f  les  coordon- 
nées d'un  point  P  pris  sur  cette  courbe. 

l^es  fonctions  ■:;,  es,,  '^o  étant  supposées  déxeloppables  par 
la  série  de  Tajlor,  la  courbe  sera  rectifiabie  et  son  arc  aura 
pour  différentielle 


467.   Tangente  et  plan  normal.  —  Les  équations  d'une 
dioite 

(r)  Y— aX  — a  =  o,  Z  — «iX— a,r=o 

contiennent  quatre  paramètres  dont  on  pourra  disposer  pour 
établir  un  contact  du  premier  ordre  au  point  P  entre  la 
droite  et  la  courbe. 

Il  liiudra  pour  cela  satisfaire  auxéquations 

\  y  —  ax  —  a  =  o,  -  —  a,  .r  —  a,  m  o, 

(  y' — ax'         ^=  o,  z'  ~a^x'  =  o. 

Des  équations  (i)  et  (2)  on  di'duii 

V— j — rt(X— j:)— o,  Z  —  s  —  âr,(\  —  jc)  =0, 


-♦•^4 
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et,    en  cliiiiiiiant   a,  (([,   on  aura  les  é([uallons  de  la  droite 
oscilla  triée  ou  tangente 

X-x  _  Y— j^  _  Z  —  z 

x'    -    y"  -    z' 

Le  plan  perpendiculaire  à  la  tangente,  ou  plan  normal, 
aura  pour  équation 

{\  -  x)x'  -i-  Ci  -  y)r'  -^  {Z-  z)  z'  =  o. 
Si  la  courbe  était  donnée  par  deux  équations 

F(.r,/,  ,-)^o,         <ï>(.r,  r,^)  =o, 

il  faudrait,  pour  appliquer  ces  formules,  y  remplacer  x'  par 
l'unité,  j''  et  z'  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations 


c^F       aF 
dx       Oy 


OV  ()V  ()Z 

Par  cette  substitution,  les  équations  de  la  tangente  devien- 
dront 

X  —  x  _  Y -y  _  Z  —  z 


OF  â^       dF^  d^       dF  â^       dF  d<P       dF  d'i> 
ây  Oz        Oz  Oy        Oz  dx       dx  ôz        dx  dy 

et  celle  du  plan  normal  prendra  la  (orme 


dy  dx 


X  —  x  Y— 7  Z- 

dF_  ÔF          dF^ 

dx  dy           dz       =^o. 

d*  d^          d* 

dx  dy           dz 

iGiS.    Plan  osculatcur.   —   L'équation 

(3)  AX -f- BY  4- CZ -T- D  =r  o 

contient  trois  jiaramètres  (les  rapj)0rts  des  coeflicienls  A,  B, 
C,  D)  dont  on  peut  disposer  pour  établir  ciilrc  le  poinl  il  la 
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courbe  un  contact  du   sectmcl  ordre.    Cette  condition   sera 
exprimée  par  les  écjualions 

(4)  Aj:  ^Bv  ^Cz  ^D=  o, 

(5)  Ax'  +  B/4-C-'  =o, 

(6)  Ajc"  ~- Bv" ^  Cz"  =0. 

Des  équations  (3)  et  (4)  on  déduit  d'abord 

(7)  A(\-.r)-T-B(Y-j)-)^C(Z-^)  =  o. 
Eliminant  ensuite  A,  B,  C  entre  (5),  (6),  (7),  il  viendra 

X  —  a:     Y  —  y     Z  —  ^  1 

x'        y        z'    j--o. 

Les  coefficients  A,  B,  G  auront  donc,  à  un  facteur  commun 
près,  qu'on  peut  supposer  égal  à  l'unité,  les  valeurs  sui- 
vantes : 

A=yz"—z'y",     B  =  z'x"—a:'z\     C  =  x' y"  —  y  x" . 

Ces  coefficients  satisfont  identiquement  au\  équaliuns  (5) 
et  (6),  ainsi  qu'à  celle-ci  : 

(8)  A'^'+By-C'-'  =  o, 

laquelle  s'obtient  en  j)renant  la  dérivée  de  (5j  et  supprimant 
les  termes  qui  se  détruisent  en  vertu  de  (6). 


469.  L'équation  ci-dessus  du  |)lan  osculateur  contient  le 
paramètre  ^,  variable  d  un  point  à  l  autie  de  la  courbe.  Con- 
sidérons la  surface  enveloppe  de  ce  plan,  lorsqu  on  fait  \a- 
rier  ce  paramètre. 

La  caractéristi(juc  de  cette  surface  sera  donnée  par  Tt^pia- 
I  ion 

(9)  A(X-j:)4-B(Y-j)4-C(Z-.-)  =  o, 

jointe  à  sa  dérivée  par  ra|)port  à  / 

A'(X  — ^)  -r-  B'(Y  — ^)-)-t-C'(Z--)  -Xjc'-By—Cz'  -^o. 


456  l'ur.MitHi!:  pautik.  —  ciuitike  iv. 

Celle  (leriiirrc  é(Hi;»lioii  se  réduil  à 

(lo)  A'(X  — ^)-i-B'(Y- r)  -f-C'(Z  — c)  .=  o, 

en  vertu  de  l'équation  (5j. 

Cette  caractéristique  n'est  autre  chose  que  la  tangente 


au  point  (.r,  7'',  :;).  En  effet,  si  l'on  donne  àX  —  x,  Y — j% 
Z  —  z  des  valeurs  proportionnelles  à  .r',  y\  z',  les  équations 
(9)  et  (10)  seront  identiquement  satisfaites,  leui's  premiers 
membres  contenant  en  facteur  les  quantités  A^'-i-By'-hCz' , 
elA'x'-hWy-hC'z'. 

Le  point  où  la  caractéristique  rencontre  l'arête  de  rebrous- 
sement  est  défini  par  les  équations  (g)  et  (10),  jointes  à  la 
dérivée  de  l'équation  (10).  Celte  dérivée  se  réduit  à 

(m)  A"(X-.r)  — B"(Y  — r)-4-C"(Z-,-)"0, 

en  tenant  conqjle  de  1  é(]uation  (S,). 

Les  équations  (9),  (10),  (i  i),  combinées  entre  elles,  don- 
neront évidemment 

X  =  ^,         Y  =  y,         Y=.z.. 

Donc  /(/  sm-fdce  enveloppe  des  phiiis  oscu lateitfs  a  pour 
caractéristiques  les  tangentes  à  la  courbe  proposée  et  pour 
arête  de  rebroussenient  celte  courbe  elle-même. 

Réciproquement,  soit  donné  im  système  quelconcpu^  de 
plans  P  dont  l'équalion  contienne  un  paramètre  /.  En  faisant 
varier  ce  ])aramèlre,  on  obtiendra  une  surface  enveloppe  dont 
les  caracléristiques  seront  des  lignes  droites,  langcntes  à 
l'arête  de  rcbroussciiuMit,  vX  le  plan  P,  avant  un  contact  du 
second  ordre  avec  cette  arête  de  rebroussenient,  lui  sera 
osculalPur. 

On  donne  le  nom  de  surfaces  dévcloppahh's  aux  surfaces 
engendrées    j)ar  les   langentcs  à   une  courbe,    ou   enveloppes 
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d'un  plan  variable  dont  l'équalion  ne  contient  qii  un  para- 
mètre. Ces  deux  définitions  sont  en  général  éfjiiivalentes, 
comme  on  vient  de  le  voir. 

joutefois,  la  seconde  a  sur  la  première  lavanlage  d'em- 
brasser les  surfaces  coniques  el  cylindriques. 

On  obtient  les  surfaces  conicpies  en  supposant  «pie  le  j)lan 
variable  soit  assujetti  à  passer  constammenl  par  un  poini 
fixe,  qui  sera  le  sommet  du  cône.  Ce  point  unique  jouera  le 
rôle  dévolu  en  général  à  Tarête  de  rebroussement. 

On  obtiendra  les  cylindres  en  supposant  que  le  plan  va- 
riable reste  constamment  [)arallèle  à  une  droite  {'wc.  Les 
génératrices  caractéristiques,  étant  parallèles  à  cette  droite, 
ne  se  couperont  pas.  La  surface  pourra  être  considérée  comme 
la  limite  d'un  cône  dont  le  sommet  s'éloigne  à  riiiliiii  dans 
une  direction  déterminée. 

470.  Enveloppe  des  plans  normaux.  —  Le  plan  noinial 
au  point  (x.  y-  ^  )  a  pour  ('(piation 

X  =  ^.'(X-^)-^^y(Y-7)+5'(Z-5)  =  o. 

Cette  équation  contient  le  paramètre  /.  En  le  faisant  varier, 
on  obtiendra  pour  enveloppe  une  surface  développable. 

La  caractéristique  de  cette  surface  est  une  droite  qu'on 
nomme  Vaxe  du  plan  osculateur.  Elle  a  pour  équations 

N  =  o, 

^-^       .r"{\-.r^~y"{\  —  y)  +  z"{7.—  z)~.x"'—r"---z'-'  —  o. 

l'Jli'  (!st  perpendiculaire  au  [)lan  osculateur,  car  les  ('(pia- 
tions 

Ax'-f-B7'-+-C:;'~o, 

kx"^]iy"~\-Cz"  =o, 


trouvées    plus    liant.    lUDlitli'iil     que    cIiimiiii    des    deux    phiii 

dt 


N  =  o,  -T— =  o  est  j)erpeiiili(ulaii('  au  |)lai]  osculateur. 
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Eiilln  l'arcle  de  rebroussemeni  de  celte  surface  sera  donnée 
par  les  équations 

^N  à' fi 

N=:0,  -—1=0,  -— -=0. 

ôc         '  âl- 

471.    Cercle  oscillateur.  —  Les  équations  générales  dun 
cercle  sont 

,„(X  -  a)  +  «(Y  -  ^) -r-/p(Z  -  y) --=0, 

a,  j3,  V  étant  les  coordonnées  de  son  centre  et  R  son  rayon. 

■VT  ...  ,  n  r,      f^      P  ' 

INous  avons  ici  six  paramètres  :  a,  p,  v,  n,  —  ?  — ■>  qu  on 

pourra  déterminer  de  manière  à  obtenir  un  contact  du  second 
ordre  au  point  {x,y,  z). 

Ou  aura,  à  cet  elTet,  les  six  équations  de  condition 

(i3)  .r'(x-a)  4-r'( j_p)-^5'(s-y)  =  o, 
(1.1)  x"{x-  or)  -i-.r"(  V  —  p)  4-  ^"(^  -  y)  +  ^'2-^/2_^^'-  =  o, 
m{x  —  :t)  ^  n{j  —  ^)  ^  p{z  —  y)  =  o. 

mx'  -+-  ny'  -h/?^'  =:  o. 

m  x"  -h  ny"  -\- pz"  =  o. 

Des  trois  dernières  on  déduit,  en  éliminant  ni,  //,  //, 


x'  y'  z' 

x"  y"  z" 


=  o, 


ou 


(i5) 


A(.r  — a)  4-B(  V— P)  ^C(g  — y)  =  o. 


Cette  équation   montre   que  le  j)oint  (a,  jîi,  y)  est  dans  le 
j)lan  osculateur. 

La    (icuxirnic    et    la    troisième    nidiitrciil    (juc    ic    point   se 
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trouve  clans  les  deux  plans  N  ^  o,  -r—  =  o,  dont  1  intersec- 
tion est  Taxe  du  plan  osculateur.  Le  centre  cherché  se  trouve 
donc  à  V intersection  de  cet  axe  avec  le  [dan  osculateur. 
Pour  calculer  a,  ^,  y,  R,  nous  résoudrons  les  équations 
(i3),  (i4)  et  (i5)  par  rapport  k  x  —  a,  1-  —  ^,  :;  —  y.  Le  dé- 
terminant 

X'     /      z' 

x"    y"     z" 
ABC 

de  ces  équations  étant  égal  à  A-  -h  B-  -+-  C-,  on  trouvera 


X  —  a  := 


7-? 


—  Y 


A-^  +  B'-  4-  G^ 

(Kz'—Cx')  (x"-'^y'-^^z'^) 
A^+B^-hC^ 

{^x'—ky){x''-  +  y"-^z"-) 


et,  en  substituant  dans  (12), 

Or  la  quantité  entre  parenthèses  peut  s'écrire 

(A-  -4-  B2  4-  G-  j  {x'^-  +  y2  ^  z'-')  —  {kx'  ^By'  -^  Cz'Y-, 
et  comme 


Il  \ienura 


ndra 


A^' H- B  j' -t- G^' =  o, 

~    ^À2-+-B2  +  G2 
47*2.    Sfdière  osculatrice.  —  L'éf|uation  d'une  s|>lirre 


(X  -  ay  -^  (Y  -bY-r-{7.-  c)'-  =  p^ 
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conicnaiil  (jiialrc  paramètres,  on  pourra  obtenir  un  contact 
(Je  troisième  ordre. 

On  devra,  pour  cela,  satisfaire  aux  équations 

M  —  x'{x  —  a)  H-y'(.>'  —  ^>)  — -'(-  —  c)  -- o, 
dt 

dont  la  première  donnera  o-,  après  que  les  trois  autres  auront 
fourni  a,  b^  c. 

Le  lieu  des  ccnties  des  sp/ières  osculatrices  n'est  autre 
chose  que  C  arête  de  rehroussement  de  V  enveloppe  des  plans 
normaux.  Car  ce  lieu  s'obtiendrait  en  éliminant  t  entre  les 

Tii  àU  d'-M  1)     ^.      1         1 

(•(luations  M  =  o,  -r-  ^==  o,  — — -  =  o,  et  1  arête  de  rebrous- 
'  dl  àl-  ' 

M-     •  I       '         •         AT  à^ 

sèment,  en  éliminant  /  entre  les  équations  i\  =  o,  ——  ^^  o, 

-—-  =  o.    Or  M  ne  dillèrc  de   IN  que  par  le  signe  et  par  la 

désignation  des  coordonnées  courantes  («,  />,  c,  au  lieu  de 
X,  Y,  Z). 

Nous  admettrons,  pour  simplifier  le  calcul  de  a,  b,  c,  p, 
que  nous  avons  choisi  pour  variable  indépendante  l'arc  s  de 
la  courbe,  compté  à  partir  d'un  point  fixe.  On  aura,  dans 
celte  hypothèse,  t  =  s,  d'où 


dt  —  ds  =  \Jx'-  +  y'-  -h  z'-  dt 
et,  par  suite, 

(iG)  x'--~  r'--^  z''^=\. 

Picnaiil   la  dérivée  de  cette  équation,  on  aura  la  suivante 

x' x"  -H y' y" -\-  z':-"  -—  o. 
Formons  les  dérivées  de  M  en  tenant  compte  de  ces  rola- 
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lions.  Il  viendra 


.',6i 


0=    M 


:(^  —  a)^'  -T-  (j  —  b)Y'  -h  (z  —  c)z', 
.{X  ~  a)x"  ^  (_v  —  è )j"  H-  (>  —  c ) ^''  -h  I , 


o  ^'^-^'^  ^{x  -  a)x"'  +  {Y  -  b)y"'  ^  {z  -  c)z'" . 
Kn  désignant  par  D  le  détenu iiiant 


X 

Y 

x" 

y" 

x'" 

y'" 

on  déduira  de  ces  équations 


D  ~  D' 

A' 


On  aura  de  même 


c 


et  enfin 


p  =  v'(-^  -  af+{y  -  6f -f-  (:;  -  c)= 


s/A'2-+-B'2-hC'2 
D 


On  peut  donner  à  cette  valeur  de  p  une  autre  expression. 
Lu  point  (a,b,c)  étant  sur  l'axe  du  ])lan  oscululeur,  cjui 
coupe  ce  plan  au  centre  du  cercle  osculaleur,  p  sera  riiyjjo- 
ténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  R  <'t  la  dis- 
lance  h  du  point  («,  b,  c)  au  plan  osculateur. 

Or,  le  plan  osculateur  ayant  pour  équation 

A(X— a;)-f-B(Y— ji  -+-C(Z-c)  =  o, 
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on  aura 

_  \(a  ~  a:)  -\-  B{b  -  y)  -^-  C{c  —  z) 

__i^  AA'+BB  -f-CC^ 

"D  ±y/A2+B2^^ 

,    A2-f-B2+C-^ 


Mais,  en  lenanl  compte  de  Téquation  (i6  ).  on  aura 


R. 


v/A^H-B2-i-C^ 


j\2_i_  g2  ^_  Q2 

Désignons,   d'autre   part,    par  /•  la  quantité  — p- 

(<|ue  nous  retrouverons  plus  tard  sous  le  nom  de  rayon  de 

torsion  )  ;  il  viendra 

h  ^=iziz  /11', 
d'où 

47,S.    Soient 

p   un  point  {^'ly,  z)  de  la  courbe  correspondant  à  une  va- 
leur t  de  la  variable  ; 
T  la  tangente  ; 
P  le  plan  osculaleur. 

Soit/?,  un  point  de  la  courbe  inlinimenl  voisin  dey>,  cor- 
respondant à  la  valeur  t^dt,  et  soient  .x-j-ùix,  j^-f-Ar, 
5  4- A:;  les  coordonnées  de/>,  ;  T,,  P,  la  tangente  et  le  })lan 
osculateur  corres]:)ondanl. 

Les  distances  de  /j,  à  p,  à  T  cl  à  V,  de  T|  à  T,  et  les  angles 
de  Ti  avec  T  et  V,  de  Pi  avec  P  sont  autant  dindniment 
petits,  dont  il  est  intéressant  de  déterminer  les  valeurs  prin- 
cipales. 


Distance  de  pt  à  p.  --  Elle  est  égale  à  ^/A^-  + Ar--h  Ac-, 
ou,  en  remplaçant  Aj:',  \y,  Az  par  leurs  valeurs  aj)pr(H  liées 
x'  d/,  y  dt,  z'  dt,  à 

v/^'2-t-y2+c'='  dl  —  ds. 
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474.  Angle  de  T,  avec  T.  —  On  sait  que  l'angle  cp  de 
deux  droites,  dont  les  cosinus  directeurs  sont  respeclivenient 
proportionnels   à  «,   6,  r  et  à  «,,  &,,  ri,   est  donné  par  la 

formule 

aa,  -T-  bb.  H-  ce. 


\'a''-^b^+c^\Ja\^b\-^c\ 
On  en  d('(liiit 

.   2    _  (a--^  ^--h  c2)(aj-4- 6f -hcj)  —  («a,H- 66,H- ce,)* 

^'"  '"^  ~  (a^-h  b-^c'){a\^b\^c\) 

(  6c,  —  cb^y-  -1-  (c«i  —  aCxY  -h  {aby  —  bay)- 

(«--h  6--i- c-)(«jH- 6f  H-cf  ) 

Pour  appliquer  celte  formule,  il  faudra  y  remplacer  a,  h,  c, 
(7,,,  b^^  c,  par  leurs  valeurs  actuelles 

x',    y',     z',     .x'^^x',     r'H-Ai'',     s'-t-Ac', 

ce  rpii  donnera 

(  v^  \z'  —  z'  \y'  Y  +  (  z'  \x'  —  x'  Aô'  )••'  -+-  (  x'  \y  —  y'  \.r'  ^  _ 
(x'2  +  7'2  -H  z'^-  )[{x'-h  \x'y'  -f-  (  v'  -r-  Aj'  )2  4-  (  c'  +  A.-'  )2  1  ' 


sur  '-s 


Ax',  Aj^',  A:ï',  étant  inliniment  petits,  peuvent  être  négligés 
au  dénominateur,  qui  est  fini.  Au  numérateur,  on  les  rem- 
placera |)ar  leurs  valeurs  approchées  x"  dt,  y"  dt^  z"  dl.  Il 
viendra  alors 


{x'-'^y'-^-\-z'-'Y 


dt\ 


Donc  'j,  (|ui  est  égal,  au  troisième  ordre  |)rrs,  à  sin  .i,  aura 
pour  valeur  approchée 

'^-  a:"'^y"--^z'^      - 

Nous  appellerons  courbure,  comme  dans  les  ctnirbes 
planes,  la  limite  du  rapport  de  l'angle  de  deux  tangentes 
voisines  à  l'arc  qui  sépare  les  points  de  contact.  Cette  limite 
est  évidemment  égale  au  rapport  des  valeurs  principales  de 


46'4  pnr:MiÈRi:  partie.         ciiapitiu:  iv. 

ces  deux  quantités:  en  la  dcsii;nanl  par  /■ .  nous  aurons  donc 


—  Tf  — —  R  ' 

Pi  désignant  le  rayon  du  cercle  osculaleur. 

Ce  cercle,  son  ravon  et  son  centre  pourront  s'appeler, 
comme  pour  les  courbes  planes,  cercle,  layon  et  centre  de 
courbure. 

47o.  Angle  de  V  avec  Pi.  —  Cet  angle  'i>,  égal  à  celui  des 
normales  à  ces  deux  plans,  sera  donné  par  la  formule  sui- 
vante, analogue  à  la  forn)nle  (17), 

..  ,,  _  (BaC  — CaB)^  +  (CaA— AaG)^-(AaB  — Ba.\)\ 

''"'"''"(  \.^  4-  B^  -+-  C-^  I  [(  A  +  A.\)-^-r-(B-T-AB)-i-(C^AC)-J  ' 

au  dénominateur,  on  pourra  négliger  AA,  AB,  AC  ;  au  nu- 
nii'ialeur,  ou  les  rem[)lacera  par  leurs  valeurs  approchées 

dk:={y'  z'"—  z'y"')dt, 
dB  =  {z'a/"~x'z'")dt, 
dC  ^  {x' y"  —  y  z'" )  dt. 

l^osons,  coninic  prcc  édeniment, 


D=     X"     y 


x"'     y'"     z" 


iMi  trouvera 


BaC  -CAB  =  D^'^f, 
C  AA  —  A  aC  —  Dj' ^^, 
A  aB  —  B  aA  =  D  z'  dt, 

d  où 

D-  (  ,r'2  -4-  y'-  -+-  Z-'  )  dt'  D2  ds' 

sin^6=:  ^ =^— —T tA 


(A2  4-B2^C=')-  (A^-i-B^+C^)- 

et,  en  reu)|daçanl  le  >inus  par  l'arc, 

A--t-B--i-C- 
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I  ■     '     '^  D  III 

J.a  quantité  -^  =  -m rr^ 7=:-,  se  nomme  Ja  torsion  de  la 

^  as        A- H-  B--t-  Ci- 

courhc  ;  nous  la  désignerons  par  t.  Son  inverse  se  nomme  le 

rayon  de  torsion. 

476.   Angle  de  V  avec  T,.  —  Cet  ani^le  0  est  donné  par 
la  formule 

.   ^  A(^'+A^') -hB(r'H-Ar')+C(5'-f-A5') 


v/A-^+  B-^  +  C^  V^(-^'-T-  A^')2+  (/-f-  A/ )-^  +  (s'+  A^'  f 

Au  dénominateur,  on  peut  négliger  \x\  Aj'',  A:;'.  Au  nu- 
mérateur, on  les  remplacera  par  leurs  valeurs  approchées 
jc"  dt  -^  ^x'"  dV\  f  dt  -}-  \y"'  dV',  z"  dt  +  {  z"  dt\ 

Remarquant  que  l'on  a 

kx'  +B>-'  +Gs'  =0, 
A^"^By"  +  C3"  =  o, 

A^"'-FBy"  +  C.-'"  =  D, 

cl  mettant  0  au  lieu  de  son  sinus,  il  viendra 

-^D  ^,       xkds^- 

Clt-rzz 


y/A2  -4-  B2 -h  G^  s/x'^  4- y^  +  z'-'  2 

477.    Distance  de  p  à  T.  —  Nous  avons  trouvé,  pour  la 
dislance  du  point  (a,  a,,  %■>)  à  la  droite 

\.-=^a  -\-  ht,     Y  :=  Oi-j-  bit,     Zzzza^-h  b-it, 

la  formule 

/[(  g,  —  g,  )  b.2  —  {a.2  —  a-i)  Oi\-  -\-  [{a^—  o^î)  b  —  {a  —  ol)  b-jf  -+- . 
\  b^-i-bl-^  bl 

Nous  avous  ici 

az=x,  a^z^iy^  a.2^=z, 

a  =  X  -h  i^-r,  a,  — j-f-Aj,  aio=z  z  -h  ^z, 

b=.x',  bfzzzy',  />„-:.'. 

i    —  I.  3o 
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I.a  formule  deviendra 


^V- 


^z  —  z'\yy^-Jr-  {z'Sx  —  .r'A3)2-t-  {a;' ^y  —  y' \.r)^ 


a;'-'-hy-^z'' 


ou,  en  remplaçant  A^,  Aj',  A:;  par  leurs  valeurs, 

la:  ^^  X  dt  -\-  x" 1-  .  .  . , 

1  .'2 

i^y  —  y  dt -\- y" ~-  +..., 
A:;  =  z'dt-\-z"—--r..., 

I  .  2 


0  =  1/  -;^ ji 77, —  Ik  ds-. 

478.   Dislance  de  p,   à  P.  —  Elle  est  donnée  par  la  lor- 
mule  connue 

, j_  A{x  -f-  A.r  —  ^)  +  B(y  +  Ay  —  y)  -+-C(z  +  As  —  c  ) 

''"""    ~~~  ~  y/A--'  +  B*  +  C^ 

ou,  en  remplaçant  Aj:^  A)  ,  A:;  par  leurs  valeurs  approchées, 
.    I  D 


6  v/A'-^B-^-r-G- 


rf/3: 


6 


i79.  Distance  de  T  à  ïj .  —  Appliquons  la  formule  trouvée 
pour  la  distance  de  deux  droites,  en  y  posant,  pour  a,  c7,,  r/2, 
Z>.  //,,  ^j,  a,  a,,  a^,  [i,  ^3,,  [B^,  leurs  valeurs  actuelles  :r-,  j,  ;, 

x' ,  y,    y,   X  H- A.r,   jy-i-Ay,    ^ -h  A::,    j:'h-A^',  y-f-Aj-', 
:;'+  As'.  Il  viendra,  pour  la  distance  cherchée  s, 

±L 

v/(7'As'— 5'A/)2+(5'Ax'— a:'A3')*H-(a;'A7'  — y'A.c')- 


L= 


A.r      A.r'      —  x' 
\y      A)-'      —y' 

J».         -i^         —  z 
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46; 


Le  dénominateura  pourvalenrprlncipale^A--f-  B-- 
On  a,  d'autre  part. 


C'-dt. 


L  = 


dr- 


x'dt^x"  — 
1 

-^  JC'"  —r- 

b 

y'  dt  +  y"  — 

J                  -         2 

•^     6 

o. 

'    "     6 

x"di^  X 
fdi-y 
z"dt-\-z 


dt- 

■i 

dt^ 

2 

,„  dt- 


f 


ou,  en  ajoulant  aux  termes  de  la  première  colonne  ceux  de 
la  deuxième  et  de  la  troisième,  respectivement  multipliés 
par  —  \dl  et  par  dt  (ce  qui  n'altérera  pas  le  déterminant), 

a;'^dea~'r)^...     x"dt^x"'—-^.. 

*  2 

„  dl- 


L  = 


y 


'"dt 


y 


fdt^{\-\)+. 

ou.  en  réduisant  chaque  terme  à  sa  valeur  principale, 


y 


'dt-^z'^^+, 


Donc 


h  =  ^_df'\  y 


^D 


X 

X 

y 

y 

,." 

^f 

—  dt\ 

12 


dt^ 


k-.ds^ 


V/A^-i-B^H-C'^   12 


480.  On  nomwxc  pifins  oscillateurs  stalionnaii-es  ('vn\  (|ui 
correspondent  aux  points  où  D  =  o.  I^a  torsion  étant  nulle 
en  ces  points,  le  plan  oscillateur  P  s'y  confondra,  au  deuxième 
ordre  près,  avec  le  plan  osculateur  en  un  point/^,  infiniment 
voisin. 

En  outre,  o  l'hinl  nul,  la  distance  de  ]*  à  J>^  sera  du  i|iim- 
trième  ordre.  Le  j)lan  1^  aura  donc  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  la  courbe,  et  se  confondra  avec  la  splière  oscula- 
trice. 
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On  voit  par  là  que  les  plans  stationnaires  sont  analogues 
aux  tangentes  d'inflexion  des  courbes  planes. 

481.  Proposons-nous  encore  de  calculer  la  différence  entre 
un  arc  infiniment  pelit  et  sa  corde. 

Nous  simplifierons  un  peu  les  calculs  en  admettant  qu'on 
ait  pris  pour  variable  indépendante  l'arc  s. 

On  aura,  dans  ce  cas, 

Cl,  en  dilFércntiant, 

x' x"  ~h  y  y" -h  z' z"  =  o, 


pu 


is 


a:'  ce'"  +  y  y"  -1-  z'z"'  -f-  x"-  -^  y"-  +  z'"-  =  o. 


La  formule  de  la  courbure  se  réduira  à 

k  —  v/A^-t-B^+G^  =  ^^"2+y'2^^v2, 
On  a,  en  effet, 

A^-i-  B-^  ^  c-=iyz"—  z'yy-^iz'x"—  x'z"y-^{x'y'  -yx")- 

=  (  X"-  +  j"2  +  Z'"-  ){X"-^  /2  +  Z'-  ) 

—  {x'x"+yy-^z'z")\ 

quantité  cpii  se  réduit  à  x"-  -^ y"--\-  z"-  d'après  les  équations 
précédentes. 

Cela  posé,  soit  ds  un  arc  infiniment  petit;  sa  corde   sera 
^/A^--h  A)'--r  A5-.    Il  s'agit  dévaluer  la   différence   de   ces 
doux  expressions. 
On  a  idcnliqucmenl 

, ds-  —  (  A^^  -+-  ^v-  -+-  A;-  ) 

^  "^  ds^  ^/Aa;2  ^  ^,y2  ^  ^ -2 

Le  dénominateur  de  cette  expression  est  sensiblement  Ads. 

Pour  avoir  le  numérateur,  on  remplacera  A;r,  Ar,  A:;  par  leurs 

d<''\  t'l()[)])cments, 

,  F  //  ds-  ,,,  ds^ 

Lx  --  x'ds  -h  x" v-x'"  --:-  + 

2  0 
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Développant  et  ordonnant  suivant  les  puissances  de  cls.  il 
viendra 


ii  —  x'-^  —  f—z"-)  ds^  —  (  x'  x"  +  y  y"  +  z'  z"  )  ds^ 

—  )ds-*- 


'  x"^ -\- y"'- +  z"-'       x'x"'-^y'y"' 


Les  coefficients  des  termes  en  ds-  et  ds'^  s'annulent.  Celui 
du  terme  en  ds'  sera,  d'après  les  équations  j)récédentes, 

{œ"^  +  y"^-^-'^){-V-^\)='^. 

Donc  la  différence  cherchée  a  pour  valeur  ])rincipalc 

—  ds* 

12  k-ds^ 


2  ds  24 

482.  On  nomme  normale  principale  au  point  UJ",  J',  :•)  la 
perpendiculaire  à  la  tangente  située  dans  le  plan  osculateur; 
binorniale  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur.  Ces  deux 
droites  forment  avec  la  tangente  un  trièdre  trirectangle. 
Déterminons  les  cosinus  directeurs  de  ces  trois  droites  : 
i"  Les  cosinus  directeurs  «,  b,  c  de  la  tangente,  étant  pro- 
portionnels à  x'^y ^  z\  seront  l'espectivement  égaux  à 

x'  dx  y'  dy 


V/^'2+/2-i--'-        ^^  \Jx'-^-^y'^-\-z'-'        ds 

z'  dz 


\Jx'^-\-y"-^z' 


ds 


1°  Ceux  de  la  hinormale  a,  ^3,  y  étant  proportionnels  à  A, 
B,  C  seront  égaux  à 

ABC 


y/A-^  +  B^-C^       y/A2  +  B-  +  C-       s,' k'' -^  V>'- ^  C^ 

3"  Enfin  la  normale  principale  étant  j)erpcndiculaire  au\ 
deux    droites    précédentes,  ses    cosinus    dircctt;urs    )..    a,   v 
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satisferont  aux  cqualions 

Ix'  H-  \xy'  -t-  v:;'  :z=  o, 
XA  -)-  [jiB  +  vC  =  o, 

et  seront  proportionnels  aux  quantités 

C/'-Bs',     A^'-C^',     B.r'  — Ar'. 

On  aura  tlonc 


X=: 


Cj'-B^' 


v/(Cy  —  Bz'Y  +  (A2'  —  G^')'-  +  (B^'  —  ky'f 

cy  —  B-s^ 

""  V/(A2  +  B2  +  G2)(^'2  +y2  H-  5'-)  -  (A^'  H-  B/  4-  C^')^ ' 
el,  comme  A^r'  +  By'  4-  Qz'  =  o, 

V/(A2  +  B'^  +  C2)(.r"-  +y^  +  ^'•^) 

On  aura  de  même 

[X  =  ac  —  Y^) 
V  =z  Pa  —  a^. 

483.  (cherchons  comment  varient  ces  cosinus  directeurs 
lorsque  le  point  {oc^y,  z)  se  déplace  infiniment  peu  sur  la 
courbe. 

On  aura  d'abord 

^' 
da  =:  d 


^"c?^  x'{x'x" +y'y"  ^z'z"] 


x"{x'-  +  y^^  +  ^^- )  —  g;' (-^'^^  ^y'y"  +  -s'-s")  ^^- 
(;r'2+y2H-^'2)t 


= ^ r,  dt  =  —  l  ^-f-. j- ^  dl  —  —  l  k  ds. 

On  aura  de  même 

db  =  —  [X  /,  (/s,         de  33  —  V  A  (/s. 
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On  aura,  en  second  lieu, 
A 


d'xz=.d 


dt 


^A2  H-  B-  -H  C^ 

_  A'(A^  +  B='  +  CM  — A(AV-^BB'-.-CC^)  ^ 

(A2-+-B2  +  C-)t 
_  B(BA'  —  ABQ  ^C(CA'  —  AC^) 

(A^+  B-4-0)2 
^(C/-B.')D^^^^^^^^^.^ 
.    (A^4-B*-T-C2)ï 

cl  (le  même 

t/j3  =  [JLT  6^5,         <j^Y  =  vT  ds. 

Enfin 

<:/).  ziz  d{^[b  —  ^c)  —  'i  db  ^bd^i  —  cd^  —  ^  de 

:zr  (  —  YH"-^"  ~t-  èvT  —  C  jJt.X  +  S^v  A')  r/.V 
=r  (  pv  —  y|j.)  /.•  ds  4-  (  6v  —  c  [x)  T  6^.v, 

On  a  d'ailleurs 

^v  —  YUL  =       P  (  P  «  —  y.b)  —  y  (  3t  c  —  7  a  ) 

=       a, 

6  V  —  c  [J.  =:       ^  (  !3  a  —  a  ^  )  — •  c  (  a  c  —  y  a  ) 

=:^ —  a(a-  +  /y-  -h  C-)  +  «(«a  -f-  ^  ^  -i-  C^) 

Donc 

t/X  =:  ak  ds  —  tz  ds. 

cl  de;  même 

«/p.  =1  bk  ds  --  [3t  ds, 

d^i  ^:^  ck  ds  —  yx  ds. 

484.  Il  résidte  de  ces  formules  qu'une  courbe  esl  com- 
plètement définie  lorsqu'on  connaîtra  : 

1"  La  loi  suivant  laquelle  la  courbure  et  la  torsion  varicnl 
(Il  loiiclion  de  l'arc  s  comme  variable  iMd»''[(cndanle  ; 
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•2"  Les  valeurs  de  x,y,  ^,  «,  0,  c,  a,  ^,  y,  "X,  |x,  v  corres- 
pondantes à  une  valeur  parliculière  de  5,  à  la  valeur  zéro, 
par  exemple. 

En  effet,  les  formules  précédentes  donnent  les  dérivées, 
par  rapport  à  5,  des  quantités 

da^  dv  dz  ^  r 

a==^,         ^=^'         '=ds'         '''^'''     '^'!^'^' 

en  fonction  de  ces  quantités  elles-mêmes,  de  la  courbure  et 
de  la  torsion.  En  les  difTérentiant,  on  obtiendra  les  dérivées 
secondes,  et  ainsi  de  suite.  Alais,  pour  5  =  o,  on  connaît  les 
valeurs  des  quantités  a,  6,  c,  a,  |3,  y,  À,  m,  v.  On  aura  donc, 

pour  s  -^  o,  la  valeur  de  toutes  leurs  dérivées. 

dx 
Connaissant  ainsi,  pour  s  =  o,  les  valeurs  de  .r,  a  =  -^  i 
^  du 

-j-  =  -7-7'  •  •  •'  O'i  pourra  calculer  x  par  la  formule  de  Ma- 

claurin 

f  dx\  (  d- x\     .f- 


\  ^^'^  /  0  V  ^•^^  /  0  '  •  ^ 

De  même,  pour  j'  et  :;. 

485.  Deux  surfaces  sont  dites  (^y'/"''^'^''^^^'-^"  ^Line  sur  l'autre 
si  l'on  j)eut  établir  entre  leurs  points  une  correspondance 
telle  que  deux  courbes  correspondantes  quelconcpies  aient 
leurs  arcs  égaux. 

TuKORÏîMF..  —  Toutr  surface  déxeloppable  est  applicable 
sur  un  plan. 

Soient,  en  elfet  : 

S  une  surface  développable; 

C  son  arête  de  rebroussemenl  : 

s  l'arc  de  cette  courbe  couq)té  à  paidr  d'un  de  ses  points^ 

k  :=zf{s)  et  T  :=  ? (■^)  ^^  courbuTC  et  sa  torsion. 

Un  point  Q  de  la  surface  sera  défini  si  l'on  connaît  : 

i"   La  valeur  de  s  correspondante  au  poinl  de  contact  P  de 
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la  (iiiigenle  à  1  are  le  de  rcbrousseineiil  (jiii  ])assc  par  le 
point  (^  ; 

2"   La  longueur  PQ  =  /. 

Une  équation  /  =  WÇs)  entre  ces  deux  coordonnées  re- 
présentera une  courbe  K  tracée  sur  S. 

Proposons-nous  de  trouver  la  diirérenlielle  de  l'aie  o-  de 
cette  courbe  (Jig-  20). 

I''is;.  20. 


Q'^<i" 


Soient  Q,  Q'  deux  points  infininicnl  voisins  ayant  res- 
pectivement pour  coordonnées  s,  l  et  s~r  ^^^  l -^  ùil \  Parc 
QQ'  =  Ao-,  dont  on  cherche  la  valeur  principale,  pourra  être 
remplacé  par  sa  corde  QQ'.  Celle-ci  sera  tout  au  plus  de 
l'ordre  de  A.ç.  En  efTet,  la  distance  0  de  la  diuile  P'(y  au 
point  P  infiniment  voisin  étant  du  deuxième  ordre  par  rap- 
port à  A.ç,  l'angle  'j  des  deux  tangentes  étant  du,  premier 
ordre,  el  enfin  PQ  =  /  étant  (ini.  la  |)lus  eourle  dislance  de 
QàP'Q'  sera  du  premier  ordre,  et  <t  forliori  la  dislance 
QQ'  sera  du  premier  ordre  nu  plus. 

Cela  posé,  par  le  point  P  menons  une  parallèle  à  P'Q'. 
Soient  P",  Q"  les  projections  de  P',  Q'  sur  celte  droii(\  On 
aura  P'P'  ^=  Q.'Q^'  ^^  ^-  ^<'^  quantités  sont  donc  du  deuxième 
ordre.  ^  /b/'//o/7,  la  difTérenre  entre  C^Q'  ^'  Q^^^"  ^•-''''  *^^" 
deuxième  ordre  au  moins,  d  Ion  |)omia  .siihslilucr  (  HY'  à 
QQ'  pour  le  calcul  de  sa  valeur  principale. 

Or,  dans  le  triangle  l'Q(^",  Tangle  en  P  est  sensiblement 
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c'^al  à  A- A.v.  Le  côté  PQ  est  égal  à  /.  Enfia  le  côté  PQ"  est 
égal  à  Pl^"    r-  P "  Q"  =  PP"  +  P'  Q' . 

Mais  P'Q'  ==/-{-  A/;  d'autre  part,  PP''  est  la  |)r()jeclion  de 
PP',  quantité  infmiinent  petite  du  premier  ordre,  et  dont 
l'angle  avec  PQ'  est  infinimenl  petit.  On  aura  donc,  en  né- 
gligeant le  second  ordre, 

PP"  =  PP'  =  arc  PP'  =  A^, 

d'où 

PQ"  =  l-h  M^\s. 

Cela  posé,  la  formule  trouvée  pour  l'arc  d'une  courbe  en 
coordonnées  polaires  donnera 

d<j  =  val.  princ.  QQ'  =  val.  princ.  \/l-/i:'^\s-  +  (A/  +  \s )'- 
^  ds  \ 7^A-2  +  ['F'(^j  -hi]-. 

Ou  \oitque  cette  expression  est  indépendante  de  la  tor- 
sion -z. 

Cela  posé,  construisons  dans  un  plan  une  courbe  C|  dont 
la  courbure  en  fonction  de  l'arc  soit  la  même  que  pour  la 
courbe  C.  Au  point  de  la  surface  dévcloppable  qui  a  pour 
coordonnées  a  et  /,  luisons  correspondre  dans  le  plan  un 
point  construit  de  la  même  manière,  en  prenant  sur  la  courbe 
Cl,  à  partir  de  l'origine  des  arcs,  un  arc  égal  à  5,  menant  la 
tangente  au  point  obtenu  et  prenant  une  longueur  /  sur  celte 
tangente.  A  la  courbe  K  correspondra  une  courbe  R(  et  l'arc 
<T,  de  cette  courbe,  considéré  comme  fonction  de  5,  aura  la 
même  dilïerentielle,  d'après  ce  (pu  précède,  que  l'arc  a-. 

Les  arcs  a-  et  7,,  ayant  même  différentielle,  ne  pourront 
différer  «pic  par  une  constante.  Si,  d'ailleurs,  on  prend  pour 
origines  respectives  des  arcs  sur  les  courbes  Iv  et  K|  des 
points  correspondants,  t  cl  t,  s'annuleront  en  même  temps, 
et  par  suite  seront  toujours  égaux. 

Réciproquement,  toute  surface  applicahlc  su/-  un  plun 
est  dévcloppable. 

Soient  en  effet  {x, y-,  :;)  et  (:r  --h  A^,jk  -r  A)-,  r-  -t-  A::  1  deux 
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points  de  la  surface  infiniment  voisins  l'un  de  l'autre;  (a,  ^3  ) 
et  (a  -7-  Aa,  '^  -7-  A|i)  les  deux  points  correspondants  du  plan. 
La  longueur  d'un  arc  de  courbe  infiniment  petit,  joignant 
les  deux  premiers  points,  devant  être  égale  à  celle  de  l'arc  de 
courbe  plane  qui  joint  leurs  correspondants,  les  valeurs 
principales  de  ces  deux  arcs 

sjdx''-  --  dy-  -i-  dz-     et     \  Wa-  -1-  d'^- 

devront  être  égales.  Si  donc  on  prend  pour  variables  indé- 
pendantes a  et  |B,  X,  y,  z  seront  des  fonctions  de  ces  para- 
mètres, satisfaisant  identiquement  à  la  relation 

<Ya-  -h  <:/3"-  =  dx-  ^  dy-  -4-  dz- 1=  (  -y-  rfa  H-  -^  d'^ 
On  en  déduit  les  équations  de  condition 

(d_x\-       fdy\-      (àz\-_ 
dx  dx        dy  ÔY        ôz  dz  


et  en  dérivant  par  rapport  à  a  et  ,3 
_  y^  ôx  à'-x     _V^ 


âx  à'-x         \^  âx    d- X 

ai  â^y 

__V^  âx    d'-x    _'^  dx  d-x 

âx    O'^x         âx  d-x\       \^  dx  d-x 

—     .     ô^ 
dx  d^x 


V^  /  dx    d'^x         dx  d-x\  V^  dx 

^~Z^V6lT  do^i  '^  df  'd^  I  ~2j  à? 
V^  dx  d^x 


les  sommations  s'étendunt  aux  trois  coordonnées  :r,  y^  z. 
On  déduit  immédiatement  de  ces  <'(|uati()ns  (pio 

d-x         d-x        d'^x 

Th^'      dTd^y      d^ 
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sont  proportionnels  à 

d'y         à- y         à -y 

et  à 

d^-z         â'-z         â-z 

...         ,  ,  ,     .  dx     Ov     dz  . 

Il  existe  clone  uotix  relations  entre  -r->   -t^j   -,-  et  deux 

c/a      (Jy.      o<x 

ôx     dy     ôz     „  .    .  ,.  , 

autres  entre  -tv-j  -r„  >  -^  •  l^n  v  loiçnant  1  équation 

Of>  O'^         Ô^  .       J         O  T 

dx  âx       <?/  (?y       ôz  ôz  

d^  In  '^  Th.  t^  ~'"di  Wî  ~^' 

on  voit  (]ue  ces  six  dérivées  partielles  sont  fonction   d'une 
seule  d'entre  elles. 

On  a,  d'ailleurs,  en  désii;nant  par  ^  et  q  les  dérivées  par- 
tielles de  :;  considéré  comme  fonction  de  x^  y, 

ôz  __  Oz   ôx        ôz  ôy dx  ày 

â^       dx  c^a        ày  dy.  d-x  d-x 

dz dz  dx       dz  dy dx  dy 

d^~d^d^^dy  dj'^^d^  '^'^d^' 

Ces  deux  équations  déterminent  p  el  q  en  fonction  d'une 
même  quantité;  il  existera  donc  entre  ces  deux  dérivées  une 
relalioii  de  la  forme 

et  Ton  aura 

dz  =  p  dx  -r-  y  dy  1=1  p  dx  -^  /{p)  ((v- 

Pour  trouver  les  solutions  de  cette  équation,  |)Osons 
z—px-\-f{p)y-^u. 
Il  viendra,  en  dilTércnt iant, 

dz  -=  p  dx  -:-/ip)  dy  -T-  [x  -+-f'(p)y]  (^P  -r-  du  -^  0, 


^77 
ouj  en  tenant  compte  de  léqualion  précédente, 

Cette  relation  montre  que  u   doit  élre   nne   fonction  de  y>. 
Soit  u  =  'f  (/>);  l'équation  deviendra 

On  peut  y  satisfaire  :  i"  En  posant  dp  =  o,  auquel  cas  p 
sera  une  constante  c;  on  aura  alors 

z=zca;-^f{c)y^o{c), 

équation  dun  plan . 
2"  Eu  posant 

Cette  équation,  jointe  à 

z  =pa;  -i-/{p)y  -i-  o{p)  —o, 

représentera  une  surface  développable,  envelojjpe  des  plans 
qui  constituent  la  première  solution. 

i(S6.  Proposons-nous  d'applicpicr  les  formules  trouvées 
dans  cette  section  à  Vlirlicc. 

On  nomme  ainsi  la  courbe  engendrée  par  un  point  qui  se 
meut  sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire  de  telle  sorte  que 
sa  distance  au  plan  de  base  soit  constamment  proportion- 
nelle à  l'angle  dont  a  tourné  sa  projection. 

Soient  t  cet  ant:le,  ni  le  ravoii  tlu  cercle  de  base.  I^a 
courbe  sera  évidemment  définie  par  les  écjuations 

ce  =  m  cos  t,         y  =  m  sin  t,         z  =  nt. 

On  en  déduit  successivement 

x'  -rr  — nt  ^\nl,  y'  ^^  nicost,  z'^rzn, 
x"  =:  —  m  cos /,  y"  =  —  ni  sin  l,  z"  =;  o. 
x'"  ■=       niûnt,         y'"  =  —mcost,         5'"— o. 
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(i8) 
(19) 


A=:y'c" — z' y"  ^:^  mn'èint, 
B  z=z  z' x"  —  x' z"  =1  —  mn  cosi, 
Cz^zx'y"  —  y' x"  =      m-, 


D  = 


X"     y" 
x'"     y'" 


ds  ^=  \/'x'-  4-  r'^  +  z'~  dt  =  \jm-  +  n^  dt, 


I   sjni^ n- -\-  m^  _  m^i  +  /i- 

R  ~  ' T T 

D  /* 


.V+B'-^G^ 


On  voit  que  la  courbure  eL  la  torsion  sont  constantes,  ce 
qui  était  évident,  les  divers  arcs  de  la  courbe  étant  su]>er|)0- 
sables  les  uns  aux  autres. 

Réciproquement,  toute  courbe  doni  la  courl)ure  et  la  tor- 
sion sont  constantes  sera  une  iiéjice,  dont  les  paramètres  m, 
n  seront  déterminés  par  les  é(juations  (18)  et  (19). 


VII.  —  Systèmes  de  droites. 

487.  Une  droite  D,  passant  par  un  point  (n,  c/, ,  «o)  et  dont 
les  cosinus  directeurs  sont  proportionnels  à  b,  bi,  60,  a. 
comme  on  l'a  vu,  pour  équations 


(•) 


X  —  a 


b       ^       />,       ^'       b.,     ' 
ou,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  t^ 
(2)        Xr=.a  +  bl,         Y  --.ai  +  bit,         7.=:a2-\-b.yt, 


t \/ b^ -h  b'-^ -h  bl   élanl   la   distance    du    point   (X,   Y,    Z)   au 
point  (a,  a,,  a^). 
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Supposons  (jue  les  coefficients  a,  h.  .  .  .  cléj)eiKlenL  de  cer- 
tains paramètres  a,  ^3,  ....  En  faisant  varier  ces  paramètres, 
on  obtiendra  un  système  de  droites. 

S'il  n'y  a  qu'un  paraniètrc  a,  ces  droites  formeront  une 
surfacr  réglée  dont  on  obtiendrait  l'équation  en  <''limiii;int 
a  entre  les  deux  équations  (i). 

S'il  y  a  deux  paramètres  a,  |i,  on  aura  une  confluence  de 
droites.  Par  chaque  point(.r,j',  z)  de  l'espace  passeront  une 
ou  plusieurs  droites  de  la  congruence,  correspondant  aux 
systèmes  de  valeurs  de  a.  3,  qui  satisfont  aux  équations 

S'il  y  a  trois  paramètres  a,  |iJ,  y,  on  aura  un  complexe 
de  droites.  Par  chaque  point  (.r,  y,  :;)  passeront  une  infi- 
nité de  droites  du  complexe,  formant  un  cône,  dont  on  ob- 
tiendra l'équation  en  éliminant  a.  [5J.  v  entre  les  équations  (i  ) 
et(3). 

Enfin,  s'il  y  a\;iii  plus  de  trois  paramètres,  le  système  con- 
tiendrait toutes  les  droites  possibles,  car  on  pourrait  déter- 
miner les  paramètres  de  manière  à  faire  passer  la  droite  par 
deux  points  arbitraires  {oc^y,  z),  (^T),  j^,,  ^^i  ),  ce  qui  ne  don- 
nerait que  quatre  équations  de  condition. 

488.  Soient  D  une  droite  du  système,  ayant  pour  é(jua- 
lions 

X^=  a  ~  bi,  \=:ai+bit,         Z  =:  a.2-\-  b-^t, 

et  D(  une  droite  iiifiniinent  voisine,  laquelle  aura  pour  équa- 
tions 

X  —  a  -h  da  -+-  {b  -\-  db  )t, 

Y  =  ai^dai~(b-^dbi)  t, 
Zz=  a^-^-  da^n-  {b  -\-  db^ )  t , 

en  Ixjrnanl  1  iq)|)ro\iinal  ion  ;mi  jucniirr-  ordn!  et  ('•irivani  |)ar 
suite  dfi,  db.^   ...   ;i  la  place  de  A//.  A  A 
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Lu  j)osition  relative  de  ces  deux  droites  dépend  de  ([uatrc 
éléments  : 

i"  Leur  angle  C5.  On  aura,  d'après  des  formules  précédem- 
ment trouvées. 

en  posant,  pour  abréger, 

A  z=:b^db.i — b^db^, 
X^^=b.idb  — b  db^, 
k.—  b  db,—  b,db. 

2"  Leur  plus  courir"  distance  o.  Elle  a  pour  valeur 

L 


L  désignant  le  déterminant 

da       b       db 
da^      b^     dbx    ; 
da.     b.     db.  \ 

3°  La  position  du  ])oint  où  cette  plus  courte  distance  \ient 
rencontrer  D.  La  valeur  T  de  la  vanal)lc  /  (jui  correspond  à 
ce  point  est  donnée  par  la  formule 

T-  ^ 

"- A2  +  A?  +  Af 

o\x  N  désigne  le  déterminant 

I    A      b  -\-  db       da 

I  A,      b^  -\-  db^     dax 

Ao     b.-^db.,     da.. 


ou,  plus  simplement, 


A  b  da  \ 
A,  bi  cUii  , 
Ao     0-2.     da.  I 


en  négligeant  dl),  dhy,  db.  par  rapport  à  b.  A,,  b,. 


APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES   DE    L.V    SÉRIE   DE    TAYLOR.  4^1 

4°  La  direction  de  cette  plus  courte  distance.  On  peut  la 
déterminer  soit  par  l'angle  'l  qu'elle  forme  avec  un  plan  de 
position  connue  mené  par  D,  soit  d'une  manière  plus  symé- 
trique par  ses  cosinus  directeurs  À,  A,,  Ao.  Cette  droite  étant 
perpendiculaire  à  D  et  à  D,,  on  aura 

bX  -r-  bi  À, -H  bA2^=  o, 

{b-^db)\  +  {b,  +  db, ) Xj  -H  ( ^,  +  db. ) Ào  =  o. 

On  déduit  de  ces  équations 


X        X,         X, 
A^â;  — A,' 

et,  comme 

À- 4-  l'i  4-  X^=:  I  , 

X  — 

^              ,           X.-              ^' 

s/Â^ 

4-Af  +  A^                    ^/A2+Af-hA^ 

}   -             ^^^ 

"      \/A.^-hAl  +  Al 

On  voit  par  ces  formules  que  T,  a,  X,,  h-,  sont  des  f|uan- 
lilés  finies;  o  et  o  sont  du  premier  ordre,  mais  leur  i'a[)port 

_  3  _  L(b^-hb',-^bl) 
^  ~  '^  "    X^-hAiH-AJ 

sera  une  quantité  finie,  qu'on  nomme  le  parai)ièti'e  de  dis- 
tribution. 

Proposons-nous  de  déterminer  les  relations  qui  existent 
entre  ces  éléments  T,  ).,  ).|,  ).j,  p.  INous  aurons  à  distin- 
iifuer  trois  cas  distincts,  suivant  le  nombre  des  paran)rtres  va- 
riables. 

489.  PiiEMiKR  CAS  :  Sit/-/((ces  rcglces.  —  (Jn  iiii  (|ii"iiii 
seul  paramètre  a,  (;l  si,  dans  les  expressions  de  1\  /,.  z.,,  'h-^.. 

/?,  on  remplace  da^  db,  .  .  .  par  leurs  valeurs  rt'<:/a,  b'  dy., 

la  quantité  dv.,  se  tiouvant  en  facteur  avec  le  même  doi^ri-  ;iu 
J.  -  I.  3. 
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numérateur  el  au  dénominateur,  disparaîtra  de  ces  expres- 
sions. 

La  droite  E,  sur  laquelle  se  mesure  la  plus  courte  distance 
des  droites  D  et  Di,  étant  complètement  déterminée  par  les 
valeurs  de  T,  ).,  X, ,  Xo,  on  aura  ce  théorème  : 

Les  génératrices  d'une  surface  réglée  infiniment  voi- 
sines d'une  même  génératrice  D  viennent  toutes  couper 
perpendiculairement  une  même  droite  E  (a«f  second  ordre 
près). 

Le  point  d'intersection  de  D  avec  E  se  nomme  le  point 
central  de  la  génératrice  D.  Il  aura  pour  coordonnées 

jr^=.a-\-bT,        J-- 1=  «1 4- Z*i  T,         ^  =:  «2+ ^sT. 

Le  lieu  des  points  centraux  se  nomme  ligne  de  striction. 
On  aura  ses  équations  en  éliminant  a  entre  les  trois  équa- 
tions ci-dessus. 

490.  Soit 

x^^a  +  bt,         jz=ai^bil,         z:=  a-^-h  b.yt 

un  point  de  la  surface.  Ses  coordonnées  sont  exprimées, 
comme  on  le  voit,  en  fonction  des  deux  paramètres  a  et  /. 
L'équation  générale  d'un  plan 

XX  -h  \li.Y  +  8Z  +  (D  =  o 

contient  trois  paramètres,  dont  on  pourra  disposer  pour  éta- 
blir un  contact  du  premier  ordre  avec  la  surface.  Il  faudra 
pour  cela  satisfaire  aux  trois  équations 

o^W{t,oi)  =  X{a  -\-  bl)  -h  \ll)(rti  -+-  bit)  -{-  B{a2-i-b.,t)-^iQ), 

o  =  -x-         ^=Xb  -hilïx^i  -i-€b.y, 

at 

o  =  ^        z=X{a'^b't)+  ilî.(a'i  -\-b^t)-\-  G(a;  +  b'.,t). 

On  en  déduira 
o  =  ciU(X  — rt  —  bt)-^>S'o{Y  —  ai~bit)-\-  e{Z —a.  — b.t), 
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et,  en  éliminant  -X,  i)5),  Z,  on  aura  l'cquallon  du  [)lan  langent 
sous  la  forme 


X  —  a  —  bt     \  —  cil—  hit     y^  —  cto—  bot 

b  by  b., 

a'  -T-  h'  t  a\  -h  b\  t  a'.,  -f-  b'.^  t 


=r  O. 


Ce  plan  contient  la  génératrice.  Enellel,  un  point  (|uel- 
conqiie  de  cette  génératrice  a  ses  coordonnées  de  la  forme 


bti,     «l-^6,/, 


b.t, 


Substituant  ces  valeurs  des  coordonnées  dans  l'équation 
du  plan  langent,  les  deux  premières  lignes  du  déterminant 
deviennent  identiques,  sauf  le  facteur  commun  t\  —  t. 

Mais  la  direction  de  ce  plan  tangent  variera  en  général 
avec  la  position  du  point  de  contact  {oc,  y,  z)  sur  la  généra- 
trice. On  voit,  en  effet,  que  l'équation  du  plan  tangent  dé- 
pend de  t. 

491.  Pour  déterminer  simplement  la  loi  de  cette  variation, 
nous  admettrons  que  nous  ajons  choisi  pour  axe  des  z  la  gé- 
nératrice considérée  D,  et  pour  axe  des  j^  la  droite  E  qui  lui 
correspond. 

On  aura,  pour  tous  les  points  de  D, 


J7  :=  o, 


y  —  o. 


Donc,  pour  cette  génératrice,  a,  b,  a, ,  b^  seront  égaux  à  zéro. 
D'ailleurs  rien  n'empêche  de  prendre  pour  variable  indépen- 
dante, à  la  place  de  t,  la  fonction  linéaire  a^-^-  b>t.  On  peut 
donc  supposer  qu'on  a  constamment 


a2=  o, 


^,-r./, 


b'.^:=  O. 


Cela  posé,  la  génératrice  D  aura  pour  équations 
Z=l  t,  iT  =:  o,  T  =  o. 
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Une  génératrice  infininieul  voisine  aura. pour  équations 

x^^da  -\- tdb  =^da  -\-zdb, 
y  ^=z  dai-T-  t  dbi  :rz  dai  -+-  z  db i . 

Mais,  par  définition,  cette  généi'atricc  rencontre  l'axe  des^ 
à  une  dislance  o  de  l'origine;  on  aura  donc 

da  =  o,         ddx  =:  0. 

De  plus,  elle  est  perpendiculaire  à  cet  axe  et  lait  un  angle  '^ 
avec  l'axe  des  z.  On  aura  donc 

dbi^^o,         <iô  =  tangcp  =r  cp, 

en  négligeant  la  difleience  entre  la  tangente  et  l'arc. 

On  aura,  par  suite, 

da 

=  o, 


d% 
da^ 

d-L 


l'/a 


, db   o 

d%         dx 
db, 

SuLstiLuons  ces  valeurs  et  celles  de  a,  a^,  a-2,  b,  0,,  b-^, 
(/.',,  b'!,,  dans  l'équation  du  plan  langent;  elle  deviendra 

I  X         Y     Z  —  t 

I    o  o  i 


dx         dx 


O, 


'^t  z 

L'angle  \   «pie  le  plan  langent  forme  avec  le  plan  des  r; 
sera  donné  par  la  Cornuile 


langV 
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Cet  angle,  en  général  variable  avec  :?,  sera  constant  dans  les 
deux  hypothèses  suivantes  : 

p  zzz  cr ,       (Voil       0  rrr  n, 
p  r=  O,        d'où       ç  -=  G. 

492.  Il  est  intéressant  de  rechercher  quelle  est  la  nalurr 
particulière  des  surfaces  réglées  pour  lesquelles  une  de  ces 
deux  conditions  'j;  =  o  ou  o  ==  o  est  constamment  satisfaite. 

Ïhéorème.  —  L' équation  0  =  0  exprime  que  Ui  su  1  face 
réglée  est  développahle. 

Cherchons  en  eflet  à  quelles  conditions  la  surface  sera  dé- 
veloppahle. Soient  .r,  j',  c  les  coordonnées  du  point  où  là 
génératrice  touche  larête  de  rebroussement.  B  la  valeur  cor- 
respondante de  t.  On  aura 

x^y,  z-  et  0  variant  en  général  duue  génératrice  à  l'autre,  et 
par  suite  étant  des  fonctions  de  a. 

Ces  équations^   différentiées  par  rappoil  à  a,  donneront 

dx  ^=^  da   -h-  b  ^6  -t-  0  db, 
dy  =  doi  -+-  bi  dfi  —  0  dbi, 
dz  —  da.  +  bidb^  0  db.. 

Mais,  la  génératrice  étant  tangente  à  1  arête  de  rebrousse- 
ment,  ses  cosinus  directeurs  seront  proportionnels  à  dx,  dv, 
dz;  ils  le  sont  d'ailleurs  à  h,  />,.  />o  :  on  aura  donc,  en  dési- 
gant  par  'x  un  facteur  convenable. 

dx  "z  IX h,     (/)•  .-=  [^by,     d:  :~  [t-b.,. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  ('qualions  précédentes,  il 

viendra 

o~da    -h  /y  (<^0  —  ;j.)    !-  0  db, 

o  =  dai-h  bi  {du  —  ja)  -i-  0  (/Z;,, 

o  =  da.  H-  /A,(f/0  —  a)    h  0  db,. 

Ces  trois   é(juations  entre  les  deux  (pianlil(''s  0  cl  c/O    -  -a 
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ne  seront  pas  compatibles  en  général,  mais  elles  le  devien- 
dront si  le  déterminant 

da       h      (Ib 
dai     A,     dOi 
dOi     h. 2     db^ 

s'annule.   Or  ce  déterminant  est  précisément  L,  numérateur 
de  0. 

Donc  0  sera  nul,  à  moins  qu'on  n'ait  A  =  A,  rt=  Ao=  o, 
auquel  cas  le  dénominateur  s'annulerait  également. 

493.  Les  trois  équations  A  =  A|  =  Ao=o  équivalent  à 
l'équation  unique  p  =  o.  Si  celle-ci  est  satisfaite,  la  surface 
sera  un  cylindre.  Car,  deux  génératrices  infiniment  voisines 
ne  formant  qu'un  angle  du  deuxième  ordre,  les  cosinus  di- 
recteurs de  la  génératrice,  considérés  comme  fonctions  de  a, 
n'éprouveront  qu'une  variation  du  second  ordre  par  rapport 
à  l'accroissement  de  a.  Donc  leurs  difTérentielles  sont  nulles; 
donc  ils  sont  constants. 


i9i.   Di:Lxif:^ii-:  cas  :   Congruences.  —  On  a  dans  ce  cas 
deux  paramètres  variables  a,  ,3  et,  par  suite, 

ôa 


da  =  -—  d'y 
6/a 


0^ 


d^, 


db  =:  ^-  doi  +  —-  d%, 


Suljsliluant  ces  \alcurs  dans  les  expressions  de  A,  À(  ,  Ao, 
T,  /;,  on  voit  que,  pour  une  génératrice  donnée  D,  corres- 
pondant à  un  système  déterminé  de  valeurs  de  a  et  de  |j, 

ces  cin(|  (piaiililés  ne  dépendent  que  du  rapport   — '-•   Il  doit 

donc  exister  entre  elles  quatre  relations   indépendantes  du 
choix  de  la  génératrice  D,. 

Proposons-nous  de  trouver  ces  relations. 
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49o.  Nous  remarquerons  tout  d'abord  que  la  quantité 
A--+-A^+Ai;,  qui  figure  au  dénominateur  des  expressions 
A,  ).(,  Xoj  T,  p,  ne  pourra,  en  général,  s'annuler  pour  aucune 

valeur  de  -—•  En  effet,  il  faudrait  pour  cela  qu'on  eût  simul- 
tanément 

d'où 


A  =  O,  A,:=0,  A2=:0, 


db. 


db, 
UT 


ou,  en  appelant  jj.  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 

bix, 


Ob  ôb 


db, 

—-  d-x 
O'x 

Ob.  ^ 

—r-^    d'X 


ôb, 
0'^ 


db  =  b.^  a, 


équations  qui  ne    peuvent  subsister  simultanément  que  si 
l'on  a 


(4) 


db^  db 

db,  db, 

doL  d'^ 

db,  d^ 

doL  d? 


b 
b. 


=  0. 


C'est  là  une  équation  entre  a  et  ,3,  qui  est  nécessaire  pour 
que  A^  -|-  A^  H-  A^  puisse  s'annuler. 

Nous  pourrons  dL^'^eXer  génératrices  singulières  \es^éné- 
l'atrices  de  la  congruence  pour  lesquelles  l'équation  (/j)  est 
satisfaite.  Elles  forment  une  surface  réglée,  dont  on  aura 
l'équation  en  éliminant  a,  |j,  t  entre  l'équation  (4)  et  les 
équations 

(5)         x^iz  a-\-  bt,         y  z=  a,-^  bit,         zz=  a^-^-  b-^t. 

i9G.    Supposons    f[uc  D  soit  une  génératrice    ordiiKiiro. 


488  PREMIÈRE    PARTIE.   —    CHAPITRE    IV. 

T  clanl  exprimé  par  une  fraclion  dont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  sont  homogènes  et  de  second  degré  en  c/a,  fl?^j, 
et  dont  le  dénominateur  ne  peut  s'annuler,  aura  un  maxi- 
mum To  et  un  minimum  T,   toujours  réels;  on   pourra  les 

obtenir,  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  de  -j-i  par  la 

méthode  exposée  au  n"  407.  Substituant  ces  valeurs  à  la 
place  de  t  dans  les  équations  (5),  on  aura  les  coordonnées 
des  points  correspondants  de  D,  exprimées  en  fonctions 
de  a,  [B.  Ces  points  se  nomment  points  principaux.  Ou 
nomme  plans  principaux  ceux  qui  passent  par  les  lignes 
de  plus  courte  distance  correspondant  à  ces  points  et  par 
la  droite  D. 

Eliminant  a  et  [îi  entre  les  équations  qui  donnent  les  coor- 
données d'un  point  principal,  on  obtiendra  le  lieu  de  ce 
point.  On  obtiendra  de  même  le  lieu  du  second  point  prin- 
cipal. Les  deux  surfaces  principales  ainsi  obtenues  pour- 
ront constituer,  soit  deux  surfaces  distinctes,  soit  plus  habi- 
tuellement deux  nappes  d'une  seule  et  même  surface. 

497.  Passons  à  l'examen  de  l'expression  qui  donne  le  para- 
mètre  de  distribution  p.   Le  déterminant  L  qui    figure   au 

numérateur,  étant  du  second  degré  en  -y-?  s  annulera  pour 

deuM  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ce  rapport.  A  chacune 
de  ces  deux  valeurs  correspondent  une  valeur  de  T  et,  par 
suite,  un  point  de  D. 

Les  deux  points  ainsi  obtenus  se  nomment  foyers.  Ils 
pourront  être  réels  ou  imaginaires.  Les  lieux  de  ces  points 
{^surfaces  focales)  se  détermineront  comme  les  surfaces 
principales. 


498 

.   Soient 

(6) 

«a 

(7) 
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Ic>  deux  valeurs  de  -i-  tirées  de  réquation  L  =  o;  M  cl  Mi 
ai  ' 

seront  des  fonctions  connues  de  x,  3. 

Nous  verrons  dans  le  Calcul  intégral  qu'on  peut  trouver 
pour  j3  une  expression  jij  = 'j (a)  qui  satisfasse  identiquement 
à  l'équation  difTérentielle  (6)  et  qui,  de  plus,  se  réduise  à  ^u 
pour  o(  =  7.„,  les  constantes  a„  et  |j„  pouvant  être  choisies  à 
volonté. 

Cela  posé,  substituons    j  ;=  'i'  a)  dans  les  équations 

X  ^  a  -^  bl,  r-=o^~bit,  z  ^=  a.y-+-  b.A 

des  génératrices  de  la  congruence.  Ces  équations,  ne  conte- 
nant plusquun  seul  parainètn-  a,  représenteront  une  surface 
réglée,  dont  les  génératrices  font  partie  de  la  congruence: 
cette  surface  est  développable,  car,  l'équation  (6)  étant  unt? 
conséquence  de  léquation  ^3=:'j(a),  on  aura /?  ^  o  pour 
deux  génératrices  v^oisines  prises  sur  cette  surface.  Enfin, 
celte  surface  contient  la  génératrice  correspondant  aux  va- 
leurs [i  =  1^05  *-  =  y-0  d^s  paramètres  variables. 

I^a  considération  de  Ic'quation  difTérentielle  (7)  donnerait 
une  seconde  surface  développable  jouissant  des  mêmes  pro- 
|)riélés  que  la  première. 

On  aura  donc  ce  théorème  : 

Une  droite  quelconque  D  de  la  congruence  fait  partie 
de  deux  surfaces  développables,  formées  de  droites  de  la 
congruence. 

On  doit  remarquer  toutefois  que  ces  surfaces  n  auronl 
d'existence  réelle  que  si  les  valeurs  de  -j-  déduites  de  l'équa- 
tion L  =  o  sont  réelles. 

La  droite  D  est  tangente  à  Tarète  de  rebroussement  de 
chacune  des  développables  dont  elle  fait  partie.  Mais  ces 
arêtes  de  rebroussement  sont  évidemment  situées  sur  les  sur- 
faces focales;  on  a  donc  cette  proposition  : 

Toutes  les  droites  de  la  conaruence  sont  tangentes  à 
chacune  des  surfaces  focales. 
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On  nomme  plans  focauxles  plans  menés  parD  et  respecti- 
vement perpendiculaires  aux  lignes  E  de  plus  courte  distance 
correspondant  à  ses  deux  foyers.  Ces  plans  sont  tangents  aux 
deux  dévcloppables  qui  se  croisent  suivant  la  droite  D. 

On  a  vu,  en  effet,  que,  dans  une  surface  réglée  quelconque, 
le  |)lan  tangent  en  un  point  situé  sur  une  génératrice  D  à 
une  distance  :;  du  point  central  fait,  avec  la  perpendicu- 
laire E,  un  angle  V  donné  par  la  formule 


tan  il  V: 


P 


dans  une  développable,  où  />  =  o,  langV  sera  infini   et  V 
sera  droit. 


499.  Pour  nous  rendre  un  compte  plus  exact  de  la  distri- 
bution autour  de  D  des  droites  de  la  congruence  qui  en  sont 
infiniment  voisines,  prenons  cette  droite  pour  axe  des  z,  en 
nous  réservant  de  disposer  ultérieurement  de  la  position  de 
l'origine,  ainsi  que  de  l'orientation  du  pian  des  xz. 

Supposons,  en  outre,  qu'on  prenne  z  pour  variable  in- 
dépendante, on  aura  constamment  a-2  =  o,  èo^i,  d'où 
da.2=  db2=  o.  En  outre,  D  ayant  pour  é(juations  ^  =r  o, 
y  =  o,  z  =  t,  on  aura,  pour  cette  droite, 

rt  z=  «1  =  6  r=  ^j  =:  o. 

Portons  ces  diverses  valeurs  dans  les  formules  générales; 

il  viendra 

A  =  ^ — dbi,         A^z^db,         Aj^o, 

da  o  db 

L  =       dai  o  db^ 

o  I       o 

—  dbi  o  da 


=:  db  dcii  —  da  dbi , 


N 


db 
o 


dbi 
s/db^-hdb] 


o     dai 


X,: 


=:  da  db  H-  daydb^ , 


db 


\/db--\-  db\ 


X,=:  o 
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et 


da  db  4-  da.dO, 


P  = 


db  dcfi  —  da  db^ 


db^-^db\  ^~       db'-^dbl 

Enfin,   le  déterminant  (4)  se  réduira  à 


db  db 

doL  d^      "^ 

db,  db, 

doL  d?      ^ 


db  db^ 

doL  d^ 

dbi  db, 

doL  dp 


D  étant  supposée  une  génératrice  ordinaire,  ce  déterniiiianl 
ne  sera  pas  nul.  On  pourra  donc  des  équations 

db  rrr:  -—  rfa  M-    -777  afJ, 

dn.  d^ 

db,  db, 

déduire   l'expression   de  d'j.  et   d^j    en    fonction  linéaire    de 
db  et  db,. 

Les  quantités  da.,  da,^  étant  des  fonctions  linéaires  de  r/a, 
c/|î,  deviendront  des  fonctions  linéaires  de  db,  db,,  telles 
que 

da  =Pdb  -i-Qdb,, 

da,^=  V,db  +  Q,  db,. 
On  aura,   par  suite, 


T 

P  = 


Pdb^-\-{P,-^Q)dbdbi-}-Qtdb] 


db'-  +  db\ 
_  V,db-'  +  ( Qi  —  P)dbdb,  —  Qdb'l 
db^-v-db\ 

Soit  d'ailleurs  'l  l'angle  que  la  plus  courte  tlistancc  forme 
avec  l'axe  desj'.  On  aura 


(1  ou 


X  =  sin'];,         Xi^^cos'i',         Xj^o, 

X  db, 

lans.}=j^^-^. 
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Les  valeurs  de  ;  corrcspoiulanl  aux  polnLs  principaux  s'ob- 
lieiidront  en  cherchanL  le  maximum  et  le  minimum  de  T.  On 
sait  qu'il  faul  pour  cela  poser  les  équalions 


(9) 
(>o) 

doii 


9.  PdO^i  \\  ^Q)f/b,-h  ?.;x  rlb  —  o, 


-,.  P  -4-  2  -j.        Pi  -f-  Q 

P,  +  0        2  0,4- 2. a 


Celte  dernière  équation  donnera  au  signe  près  !e  maximum 
et   le  minimum   clierciiés.  Les  précédentes  donneront  la  va- 


db, 


leur  correspondante  de  — r,'  -— —  lan^'I/. 
'  db  ^  ' 

Supposons    maintenant    que   nous    ayons    pris    pour   plan 

des  zy  l'un  des  plans  principaux,  et  choisi  l'origine  à  égale 

distance  des  points  principaux.  On  devra  avoir  un  maximum 


db, 


ou  un   minimum  pour  'l  =  o,  d'où  — r 
*  '  d 

l'équation  (lo)  à 


=  o,  ce  qui  réduiia 

P.-i-Q^o. 
L  équation   (  i  i)  se  réduira  à 

(  -2  P  +  2  ;j.)  (  2  Q,  4-  2  ;jl)  —  o, 
ei,  ses  racines  devant  être  égales  et  opposées,  on  aura 

Q,  =  -P. 


Taisant  donc   P,  ^^  — 
les  {ormulcs,  il  viendra 


Q.Q.  =  -!",§ 


tan"'^  dans 


(12) 


T  —  tang-d; 

1  r=  P 2_^  =z  P  ces  2  'l, 

I  +  tan^-»!/ 


aPtangJ;  — Q(i -f-tang-i)  , 

(i3)       p^ ^-^ -^-^^ ■ — ^:=l*sm2i  —  O. 

^      ''      ^  I -t- tans;-'!/  '        ^ 
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oOO.  On  déduit  de  ces  formules  des  conséquences  impor- 
lanles  : 

I  '  T  est  maximum  ou  minimum  pour  -l^  =  o  ci  'l  =  90"; 
d'où  cette  conséquence  : 

Les  deux  plans  principaux  sont  rectangulaires. 
2"  p  s'annule  poui-  sini-i  =  ^,  d'où 


T  =  ± 


(^es  deux  valeurs  étant  égales  et  de  signe  contraire,  et 
moindres  que  P,  on  aura  ce  résultat  : 

Les  foyers  sont  situés  entre  les  points  principaux,  à 
égale  distance  du  milieu  de  la  droite  qui  les  Joint. 

Les  foyers  seront  d'ailleurs  réels  ou  imaginaires,  suivant 
(pie  P  sera  >>  Q  ou  <;  Q  en  valeur  absolue. 

>"   L  équation   sin2'l/=r=    y  a  deux   racines  :  I*,,  et  -  —  !/„. 

Les  plans  focaux  auront  pour  azimut  -  -f-  -J^q  et-  —  ■]>„.  On 

voit  donc  qii';7.s-  font  des  angles  égaux  ai'ec  les  plans 
principaux. 

4"  Si  Q  =  o,  les  foyers  et  les  plans  focaux  seront  réels  et 
se  confondront  avec  les  points  et  les  plans  princij)aux.  Les 
plans  focaux  seront  donc  rectangulaires. 

Réciproquement,  si  ces  plans  sont  rectangulaires,  on  aiir.i 


d'où  'i'u^  o  et,  par  suite,  Q  =  o,  et  les  autres  projMii'lé-.s  ci- 
dessus  auront  lieu. 

oOl.   Les  plans  focaux  oui  pour  ('ipiation 

Y  l~  ~\  ,  sins^l" 

—  =1  lanii  (  -■  —  'l  +  -  ]  —  —  tang'i^  =  — 


j;  ^  \  ■>.        '        -.ij  I  -h  cos  i  o 
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ou 

(i4) 
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y  ^ 


et  seront  distingués  l'un  de  l'autre  par  le  signe  du  radical. 

Soit,   d'une  part,  D,  une  droite  de  la  congruence   infini- 
ment voisine  de  D;  elle  aura  pour  équations 

x^=^da  -\- dbt    ^r=.da  -^dbz  z=z  (z  ~[-P)db-^  Qdby, 
y  z=dai-\-  dbit  ^=dai  -h  db ^  z  ^=  —  Q  db-+-  {z  —  P)  dbi- 

Elle  rencontrera  le  plan  focal  (i4)  en  un  point  dont  le  z  est 
déterminé  par  l'équation 

—  Qdb^{z~P)dbi  _  Q 


{z-hP)db  ^Qdbi 


P 


V/P^^^Q"^ 


Or,   cette  équation  est  satisfaite,   quel  que  soit  le  rapport 
dbi 


db 


,  en  posa 


nt  z=±^/P^—()-. 


Cette  équation,  jointe  à  l'équation  (i4))  représente  une 
perpendiculaire  à  D  menée  dans  le  plan  focal  et  passant  par 
le  foyer.  Cette  perpendiculaire  a  reçu  le  nom  de  droite  fo- 
cale. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Les  intersections  d'une  génératrice  quelconque!),,  infi- 
niment voisine  de  D,  avec  les  plans  focaux,  sont  situées 
sur  les  droites  focales  (aux  infiniment  petits  du  second 
ordre  près). 

502.  Il  nous  reste  à  étudier  la  distribution  autour  de  D  des 
droites  infiniment  voisines,  lorsque  D  est  une  génératrice 
singulière. 

Dans  ce  cas,  le  déterminant 

ôb^  db 
(5a  d\i 
db,     Ob, 
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étant  nul,  le  rapport  des  quantités 

db 


db 


db  =   ^-  doL-h   -rrrd'i, 

0? 


,,         ôb^  dbi 

dbi  =  -—  d7.-\----d'^ 

,10 

ne  dépendra  pas  du  rapport  -^-  On  aura  donc 


d'où 


db, 

tang'l/  =1 —  — —  :=  const., 


4>  =  const. 


On  pourra  orienter  les   axes  coordonnés   de    telle   sorte 
que  l'on  ait  6  =  o,  d'où  dbi  =  o. 
Les  formules  (8)  deviendront  alors 


T  = 


da 
db 


p- 


da, 
'db 


Si  le  déterminant 

(i5) 


àai     dox 
db      db 


n'est  pas  nul,  on  pourra  déduire  des  équations 

da,=  ^d.-r--j^d^, 

db—-r-  d%  -h  -r^  c/3 

les  valeurs  de  t/a,  d^j  en  da,    et  en  db.  Substituant  dans  la 

valeur  de  da^  -r-  aa -f-  -^j- dii.  on   trouvera  une  équation 
O'J.  0^     ^  * 

de  la  forme 

da  =z  Pf/a,-i-  Qdb 

et,  par  suite, 


T=1i^2l±Qi^  =  P/,+Q. 


db 
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On  peut  d'ailleurs,  en  déplaeanL  l'origine  delà  quanlilé  O, 
faire  disparaître  le  second  terme  de  celte  expression.  On  aura 
donc  les  deux  relations 

'l  —  o,         T  =  Pp. 

Les  génératrices  infiniment   voisines   de  D    auront   pour 

équations 

x  =:  da  -\-  dbz   =  P  da^  -t-  db  z, 

y  =  da^  +  dbi  z  =:  da^. 

Ces  génératrices  sont  donc  parallèles  au  plan  des  xz. 
Celles  pour  lesquelles  da\  =  o  sont  dans  ce  plan  lui-même  et 
rencontrent  la  droite  D  à  l'origine  des  coordonnées.  Celles 
pour  lesquelles  db  ^  o  sont  parallèles  à  D.  Ce  cas  dillère 
donc  de  celui  des  génératrices  ordinaires  en  ce  que  l'un  des 
foyers  est  rejeté  à  l'infini,  l'autre  étant  à  l'origine  des  coor- 
données. 

Enfin,  si  le  déterminant  (i  5)  est  nul,  -77'^  ne  dépendant  plus 

'  db  ^  ^ 

1  ^?  III- 

du  rapport  -7-5  on  aura  les  deux,  relations 

•i'  =^0,         /^  =  consl. 

Désignons  par  P  le  rapport  constant  —j-r'  Les  génératrices 
infiniment  voisines  de  D  auront  pour  équations 

X  -zzida  4-  dbz, 
Y=^Pdb, 

et  aucune  d'elles  ne  coupe  plus  D  à  distance  finie,  mais  celles 
pour  lesquelles  db  =  o  lui  sont  parallèles. 

o03.  TiioisiÏDME  CAS  :  Complexes.  —  On  a,  dans  ce  cas, 
trois  paramètres  :  a,  ^3,  ^'. 

Soit  D  une  droite  du  complexe.  En  la  choisissant  pour  axe 
des  z  et  prenant  z  pour  variable  indépendante,  on  pourra 
réduire  ses  équations  à  la  forme 

^  =  0,         f  =  o,         z  —  t, 
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cl   celles   d'une    droile   J^,,    iniinlinciil    voisine,    à   l;i   lorinc 
z  =:  t,         a-  :=  da  -]-  dOz,  y -=:  dai-i- dOiZ, 

da,  db^  .  .  .   étant  linéaires  en  t/«,  dp,  d'\ 

Supposons  d'abord  rjueD  soit  une  droite  ordinaire,  c"e-l- 
à-dirc  telle  (pic  1  on  n'ait  pas  siinultancment 


db, 

db, 

db. 

dv. 

â^ 

à-: 

db 

"  ob  ~ 

db 

dTi 

d'i 

Ô'I 

Les  deux  cqualions 


àh             ôb             Oh 
du  ^^   —  (l-j.  -i-  — -  «i  -i d", 

Vf.  d;i    '      0-:    ' 

.     db^=  —di^  -~  <3  -h  —  d'^ 
vj.  ôj  &; 

permettront  d'exprimer  deux  des  quantités  r/a.  c/^ii,  d'\  par 
exemple  dj.  et  dj,  en  fonction  linéaire  de  db,  db,,  d'\  Par 
suite,  da ,  da,  deviendront  des  ioncUons  linéaires  de  d//. 
db, ,  d",  telles  que 

da  =P  db  \-()  db,   -W  d-;. 
da,  —  P, db  -^  (),db,  ~  \\,d-;. 

Si  Ton  pose,   en  particulier,  db  ^^  db,  zsz  o.  ces  équations 

se   réduiront  à  da  -=  l\d-',   da ,  -:=  [\,  d^',  et  D|,  ayant  poui- 

équations 

^  zz:  R  d-;,  y  =  l'^id ;, 

sera  parallèle  à  D. 

Supposons  le   plan  des  rr  orienté  de  manière  à  contenir 
une  des  droites  parallèles  à  L);  on  devra  avoir  R  =  o. 

Cela  pos('',  entre  les  foinuilcs 

_  da  db  -H  da,  db,  db  du ,  —  da  db, 

^      db'-^dbf  '       ''  ^      db'  -h  dUf~  ' 
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éliminons  <:/<^/i,  il  viendra 

T db  —  p  db,  =  da  =  Pdb  +  Qdbi 

ou  enfin,  en  déplaçant  l'origine  sur  l'axe  des  ;;  de  la  quan- 
lité  P,  ce  qui  changera  T  en  T  +  P, 

T  -h{p  4-Q)  lang<^  =  o. 

504.  Si  D  était  une  droite  singulière,  le  rapport  -jj^  étant 
indépendant  de  c/a,  d^i,  t/v,  on  aurait  la  relation  plus  simple 

tangi]^  izz  consU 

VIII.  —  Surfaces. 

505.  Considérons  une  surface,  définie  par  les  équations 

La  valeur  principale  ds  de  la  distance  des  points  («,  c)  et 

(il  -+-  du,  ('  -\-di')  sera  donnée  (I06)  par  la  formule 

ds-  =  M  du-  4-  2  N  du  dv  ~  P  cA-, 

""-^m'  ^'=st^'  "-K^T- 

D'aulre  part  (156-157),  l'élément  de  surface  compris  entre 
les  courbes  w,  u  -h  du,  i',  v  4-  dv  est  sensiblement  un  paral- 
lélogramme, et  c/t,  valeur  principale  de  son  aire,  est  donnée 
j)ar  la  formule 

di  —  v/A2-+-B^  +  G2  du  dv, 
où 

~"  au    dv        Ou    ôv 

Ou   Ov        Ou   Ov 

ç  __  O2  '}j^  _  <^?i  à<^ 
du    Ov         Ou  Ov 
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oOG.   Plan  tangent  et  normale.  —  L'c-qualion  générale 

(liin  plan 

aXH-Z/Y-T-cZ-r-^=:o 

contient  trois  paramètres,  dont  on  peut  disposer  pour  étaljlir 
un  contact  du  premier  ordre  avec  la  surface  en  un  point 
donné  (^,  j',  ^)- 

On  devra  pour  cela  satisfaire  aux  équations 

o  =  '}»(«,  r)  zn  ax  -\-  h  y  -^cz  -{-  d, 


du 


ôx 
du 


,  ày         dz 
Ou  au 


â^  âx        ,  ÔY 

Oi^  av  ôv 


On  déduit  de  ces  é([ualions 

a{)i  —  x)  -^-  b{Y  —  y)  -^  c{7.  —  z)  =  o; 

éliminant  ensuite  «,  Z^,  c,   on  aura  l'équalion  du  plan  (un- 

gent 

X—-C     Y— y      Z  — 

()x  ày  ()z 

Ou  Ou  Ou 

Ox  Oy         Oz 

Ov  Ov  Oi' 

^  A(X  -x)-^  B (Y  - 7)+  C(Z  -  z). 

La  normale,  pcipcndiculaire  au  plnii  tangent,  sera  donuée 
par  les  équations 

X  — ^  _  Y— y  _  Z  —  z 
A      ~"~B~  ~      C     ' 


507.  Ces  formules  se  sim()lificnt,  mais  en  perdant  leur 
swnétrie,  si  Ton  suppose  que  x  cl  y  aient  été  pris  pour  va- 
riables indépendantes. 

Il  ost  d'usage,  dans  ce  cas,  de  rci)résoiitcr  d'une  nianirrc 
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;ibrrgt''e  les  dérivées  partielles 

']±    <2z    (]^      <^'-      ^ 

âjc       (Jy       ÔJ-"       dxdy       dy- 

pur  les  leUreSyV,  y,  /•,  .v.  /. 

Posant  donc  dans  les  formules  précédentes  x -^^  u^  Y  ^=^  r, 
d'où 


d.r 


0^-=''^        ^^^''        J7='' 


à-.         ():■  <}z         0:-  , 

Ou       (II-      ^  (jv       dr       '  y       ^  I      . 


i    \  icnci!-; 


ch"'  =  (  I  -!-/?■-)  d.r-  -\-  ip  j  lie  d  v  -\-  ■  \     -  ',-)  d}-, 
d~  -— y  I  ~\- p'  -r  (j-  dx  dy. 

L'é(|iial!0:i   du  plan  langent  de\iend;a 

et  les  équations  de  \d  norma'e 

X  -  .r       Y  —  r       7.  —  Z 


iMifin,  si   z  es!  a:i2  fonction  iniplicile  d  Hiià  >   par  léqua- 

t!;)n 

F(x,7,  z)-o, 


o\  aura 


âz 


<i  -— 


Ùv 

oz 


et  les  ft)rniule5  j  rjndronl  la  form  :;  suivank   : 
Ivpuition  du  [)lin  lani;en!, 

—  {\  —  x)  -h  -z-  (^  —  y)  -\ l-''-  —  =•)—  I- 
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i'^jiKilioiis  de  lu  normale, 

\  —  .v  _  Y  —y  _  7^-3 

J.r  ()}■  <)z 

o<)8.  Il)  licatrice.  —  l*roposons-iious  do  nous  rciidic 
t  om|)le  <!('  l'allure  de  la  surface  imx  environ-^  d'un  Af  ç's 
poiiils. 

Prenons  ce  ])oinL  O  f)our  orii^ine  des  coordonnées  et  la 
norniîde  à  la  surface  |)our  axe  des  z.  L'ordonnée  ;.  di'-ve- 
ioppcc  suivant  la  formule  de   Maclaurin,  aura  |)0ur  e\p!cs- 

-  !  o  1 1 

c  =:  [{ax^-\-  ibxy  -f-  c  )- )  4-  i», 

W  désignant  un  ensemble  de  termes  d'ordre  supérieur  .  :i 
second.  (Les  ternies  d'ordre  o  et  i  manquent,  car,  roiij;ine 
«•tant  sur  la  surface  et  le  plan  des  xy  lui  ('tant  tangenl,  -  cl 
ses  dérivées  premières  devront  s'annuler  pour  o'  =  o,  j'  =  o.) 
Nous  pouvons  d'ailleurs  disposer  de  la  direction  des  nxc^ 
OX,  ()Y  de  manière  à  faire  disparaître  le  terme  en  xy-  C)u 
aura  alors  simplement,  en  négligeant  les  termes  du  hoisiriue 
ordre, 

(!)  z  ^=.  \{a  x"-  -^  ^  y')- 

Si,  dans  celte  équation,  nous  substituons  successi\enient 
à  r-  une  série  de  valeurs  très  petites,  nous  obtiendrons  une 
série  de  courbes  de  niveau  de  la  surface  jiroposée  ;  ces  courbes 
>('ronl  toules  semblables  à  la  suivante  : 


ax-  -\-  c  y- 
1  = -^ 


!.i(pi(;lle  j)orIc  le  nom  (\  indicatrice. 

Supposons  dabord  a  et  c  de  même  signe  i^jig-  ai).  Les 
«•(jurbesde  niveau  seront  de  petites  ellipses,  réelles  lorsfpie  z 
a  It.'  même  signe  que  d  et  c,  imaginaires  lorstpTil  e-^t  de  signe 
«oulraire.    La  surlace  est  tlonc  siUa-e  loul  eiilièredii  mémo 


JOi 
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côté  de  son  plan   tangent,   et  n'a  (ju'im  seul  point  commun 
avec  lui. 

Fis.  2f. 


Si  a  et  c  sont  de  signes  contraires  {Jig-  22),  les  courbes 
de  niveau  sont  approximativement  (dans  le  voisinage  de  l'ori- 


Fis.  2:?. 


ginc)  des  hyperboles,  ayant  pour  asymptotes  les  deux  droites 
définies  par  l'équation 


cy' 


o. 


Le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  se 
confondant,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  avec  ces  deux 
asymptotes.  Les  plans  parallèles  situés  au-dessus  donnent 
pour  sections  des  hyperboles  telles  que  li,  les  plans  situés  en 
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dessous,  des  hyperboles  R  toiiriianl  leur  convexité  aux  pre- 
mières. 

Enfin,  dans  le  cas  de  transition  où  ii  ou  c  sont  nuls,  les 
courbes  de  niveau  sont  formées  de  deux  droites  parallèles. 
On  dira,  dans  ce  cas,  que  O  est  un  point  parabolique  de  la 
surface. 

o09.  Courbure  des  lignes  tracées  sur  une  surjace.  — 
Considérons  maintenant  une  ligne  L  tracée  sur  la  surface  et 
passant  par  le  point  O,  et  proposons-nous  d'évaluer  sa  cour- 
bure en  ce  point. 

Menons  le  plan  osculaleur  au  point  O  à  la  li^ne  L;  soient 
{fig.  23)  y  Tangle  de  ce  plan  avec  l'axe  des  z\  o  l'angle  de 


sa  trace  OQ  sur  le  plan  des  :rv  avec  l'axe  OX. 
Soient  enfin 

M  nn  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  de  O; 

X,  j)',  z  ses  coordonnées; 

P  et  N  ses  projections  sur  le  plan  ()X\   el  sur  la  droite  OQ  ; 

/."  la  courbure  cliercliée. 

La  droite  OQ  étant  tangente  à  L  au  j)oinl  O.  on  aura,  par 
une  formule  connue, 


MN-iAOM^ 


Mais  le  triangle  MPN  donne 


d'( 


A- 


2MN 
CM  2 


MNr= 


cy- 


cosY 


2  ces  Y 
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1  )"aulre  pari . 

(Ml  iiéi^ligeant  :■-.  qui  c-^l  du  f|ii:ifriènie  ordre;  on  aura  donc 

.  ajc'-^cy-      r/ cos-ç -+- c  sin-'j 

cos  -'  (  j:'-  -!-  J'}  CCS  y 

(  )n  voit,  par  celte  forniule  : 

i"  (Jae  1(1  courbure  clierclice  ne  dépend  (jue  de  la  po>;i- 
iion  du  plan  osculateur  de  la  courbe  L.  J.a  courbe  L  aura 
donc  la  même  courbure  que  la  section  plane  faite  dans  la  sur- 
face par  son  plan  osculateur; 

2"  Que  la  courbure  d'une  section  plane  est  égale  à 
celle  de  la  section  normale  menée  far  la  même  tangente, 
divisée  par  le  cosinus  de  l' obliquité.  Ce  résultat  est  connu 
sous  le  nom  de  théorème  de  Meunier  ; 

■  )"  Que  la  courbure  cV une  section  normale  est  donnée 
en  fonction  de  l'azimut  -z  par  la  formule 

k  rr:  a  COS- Ci  -|-  c  sill"'-;. 

Celte  furnuile  a  ('té  donnée  \ydv  Euler. 

olO.  Les  maxiaia  c\  niininia  de  celte  expression,  consi- 
dérée comme  fonction   de   'i,  correspondent  évidemment  à 

'j  ^^  o  et  'j  =::  - •  Les  deux  sections  correspondantes  se  non»- 

ment  sections  principales  et  ont  pour  courbures  respectives 
les  quantités  a  et  c,  que  Ion  nomme  courbures  principales. 

Le  rayon  de  courbure  dune  section  quelconque  est,  par 
définition,  linverse  de  sa  courbure;  son  signe  indi([ucra 
d'ailleurs  dans  quel  sens  le  rayon  doit  être  porté  sur  la  nor- 
male ])()ur  donner  le  cenlre  de  courbure. 

Sui\ant  fjiie  lindualrice  est  ellipti(jue  ou  ]i\  perboliquc, 
les  courbures  principales  a  et  r  seront  de  même  signe  ou  de 

signe  contraire.  Dans  ce  dernier  cas,  le  ra\on  de  courbure 

changera  de  signe  en  passant  par  x,  pour  les  valeurs  de  '^ 
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(It'Lerniinées  par  l'éqniilion 

tan»- 15  =r j 

»    •  c 

lt'S(|iiellt;s  coricspoiidciil  aux  îi-^n  m jilotcs  <!e  riiidiculnce. 

|-.iiliii,  si  I  indiculricc  csl  loimée  de  deux  droiles  paral- 
lèles,      conservera  luujcnirs  le  inrine  signe,   mais  deviendia 

iiiliiii  pour  iiiK'  s<'iile  direciioii  (  pour  'i  =  -?  si  c'est  le  coel- 
licienl  c  qui  est  nul  ). 

511.  Considérons  deux  sections  normales  |)erpcinlicii- 
laires  entre  elles  et  avant  respectivement  pour  azimut  -^  <l 

•ji,=  'i  -J-  -•  On  aura  pour  leurs  c(jurl)ures 
'  '         ■>. 

/.■  z=:  (i  cos'-'ji  -|-csin-cp, 

/."i  -   'I  cos'-'^i  -\-  c  sin-cpi  :=--  fi  sin- .i  -t-  c  cos-cp, 

iToù 

/.-  -f-  A'i  —  ^  +  c. 

Donc  :  lu  somme  des  courbures  'le  deux  sections  nor- 
males rectanpfulaires  est  constante  et  é^ale  à  la  somme 
des  coaibures principales. 

ol2.  Si  ((  :=!  c^  l'indicatrice  e.->t  un  cercle  et  la  lormule 
d  Eiiler  devient  /,•  r=  a.  Toutes  les  sc('tions  normales  aiiroiil 
ilonc  même  courbure.  Enfin  la  direction  des  sections  prin- 
cipales est  indéterminée.  On  nomme  ombilic  un  point  de  la 
surface  qui  jouit  de  ces  |)ropriélés. 

513.    J^a  normale  au  |)()inl  (.r,  j',  c)  a  pour  iMpialions 

\—  K  _  Y-  )    _  7.  —  Z 

l>       "      7      "    —  1 

D'ailleurs  z,  p,  i/  sont  lonclions  de  deux  vaiiahles  iiidi'pcii- 
dantesa^,j'.  Ees  normales  à  la  sinlaci;  lormcronl  donc  une 
conaruence. 
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Pour  reconnaître  le  caractère  particulier  de  cette  con- 
gruence,  cherchons  comment  se  distribuent  autour  de  la 
normale  OZ  les  normales  infiniment  voisines. 

On  a 

ax-  ~\-  cy^ 

p  ^  ax  +.  .  . , 
q  =  cy  ---.... 

Si  donc  on  siipjDOse  x  et  j'  infiniment  jietits,  on  aura,  au 
deuxième  ordre  près, 

^=0,         p  —  ax,         q  =  cy, 

ce  (|ui  donnera,  pour  équations  des  normales  dont  il  s'agit, 

X  —  X Y  —  V 

a  X  cy 

ou 

X  =  ^  —  axTj^ 

\  ^y  —  cyZ. 

La  droite,  ainsi  définie,  rencontrera  la  normale  OZ,  si  l'on 
peut  satisfaire  aux  deux  équations 

o  :=!  X  —  axTu,        o==y  —  cy'^- 

Si  O   n'esl  ni  un  ombilic  ni   un  point   parabolique,  cela 
pourra  se  faire  de  deux  manières  : 
l '^  En  posant 

rj  I 

;r  =r  O,  A  =3 


2"  Eu  posant 

r  =  o, 


c 


Les  deux  foyers  de  la  congruence  situés  sur  la  normale  OZ 

auront  pour  ordonnées  -  et  -•  Ils  se  confondront  donc  avec 
'  a       c 

les  centres  de  courbure  des  sections  principales.  Ces  points 

portent  le  nom  de  centres  de  courbures  principaux. 
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Les  normales  infiniment  voisines  de  OZ,  qui  la   rencon- 

Irenl  au  foyer  Z  =  -  correspondanl  à  ^  =  o,  ont  pour  é(jua- 

tions 

X=:o,         Y— r  — cvZ, 

et  sont  situées  dans  le  plan  des  YZ.  Ce  plan  est  donc  le  plan 

local . 

De  même,  au  fover  Z=  —  correspondra  comme  plan  focal 

le  plan  des  XZ.  D'où  ce  résultat  : 

Les  plans  focaux  sont  rectangulaires  et  se  confondent 
avec  les  plans  des  sections  principales. 

Les  pians  princi[)au\  de  la  congruence,  se  confondant  avec 
les  [)lans  focaux  (oOO),  seront  les  plans  des  sections  princi- 
pales, et  ses  points  [)rincipaux  seront  les  centres  de  courbure 
principaux. 

ol-i.  Examinons  maintenant  le  cas  où  O  serait  un  ombilic 
ou  un  point  paraboli(pic. 

i"  Si  O  est  un  ombilic,  on  aura  «  =  c.  Les  deux  foyers 
coïncident.  Enfin  les  normales  infiniment  voisines  de  OZ, 
ayant  pour  équations 

X  ^=r  .r  —  axTj,        Y  =  r  —  avZ,, 

1  A  •  r,  I 

Viennent  toutes  la  rencontrer  au  même  point  A  =  _  . 

^  a 

2"  Si  O  est  un  point  parabolique,  pour  lequel  on  ait  c  =  o, 
par  exemple,  le  foyer  correspondant  sera  à  l'infini.  Les  nor- 
males voisines  de  OZ  auront  pour  écjualions 

\=zx  —  axTj,  Y  ■=! y 

et  seront  parallèles  à  OZ  pour  x  =  o.  La  normale  OZ  sera 
donc  une  droite  singulière  dans  le  système  des  normales. 

51o.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'un  système  de 
droites 

(2)         X^=ia  +  bl,         Y  =1  ai-\-  byt,         'L=i  a^-^- bU, 
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(Icpcndanl  Je  deiiv  parariittres  a,  |j,  n'esl  pas  iormc*,  en 
j^énéral,  de  normales  à  nne  même  surface.  Il  faiil,  en  cHel, 
pour  qu'il  en  soil  ainsi,  que  sur  chaque  généralricc  les  loyers 
el  les  points  principaux  se  confondent. 

Proposons- nous  de  trouver  directement  Texpression  de  la 
condition  à  remplir  jiour  que  les  droites  (2)  soient  normales 
à  une  même  surface. 

Posons  à  cet  effet,  j)our  plus  de  simplicité, 

h  h,  h. 


\!b'->rb\  +  bl  \b-  +  b\^  b\  \  b- -\- ù'î -]- b'i 

t  =v  6-  -I-  ^1  -i-  b'i  II. 

Les  équations  (■^.  )  [)Ourront  s'éciire 

X  =  «  -}-  CM,         Y  =:  a,  -h  Cl  //,         'L^=z  a.^-\-  c.> a, 

el  l'on  aura 

(3)  c-  +  c\  -I-  c^  =  I, 

(Toù 

(  4  )  c  de  -\-  Cl  f/Ci  -f-  c-i  de 2  =:  u. 

Soient  maintenant  x,  )'.  c  les  coordonnées  du  point  où 
lune  des  droites  (•2)  coupe  la  surface  cherchée;  'i  la  valeur 
correspondante  de  //.  On  aura 

(5  )         ,r  ■=za  -\~  c6,  y  —  f7i  -h  Ci  0,  z^=-.  a.,-t-  cj), 

(;t,  comme  la  droite  est  normale, 

c  C|  c. 


(6)  p  =  ~-.  7  =  --- 

C2  Co 

Il  s'a<j;it  de  Irouver  des  fonctions  ,a",  y,  ;,  0  des  variables  a 
et  ^j,  telles  (jue  les  équations  (5)  et  (G)  soient  satisfaites. 
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Les  c([ualions  (J)  dilTércntiées  donneront 

cLr  =:  da    r-  0  de  -i-  c  d^i, 
dy  z=.  dai-+-  0  dci+  c, c/0, 
da^  -+-  0  dc^  -T-  c,  f/0  =^  dz  =:p  du-  +  ^  ^y 

=  —  -^  {da  -i- 0  f/r  4- c  t/0  )  —  ^  (^a, -h  G  fl'c, -4- Cj  ^-/O) 

un,  en  chassant  le  dénoniinateur  c-^   el   tenant   compte  âi;> 
*'fjiiations  (3)  el  (4). 

c  da  -+-  6",  da^  -+-  c,  da.,  -+-  d()  ^=.  o. 

Jvein|ilHçanl  da,  da^^  da.^,  dh  par  leurs  valeuis 

~  d'J.  -i r  "3, 

c'a  <y3     • 


el,  ('i^alaiU  séparément  à  zéro  les  termes  en  dv.  et  en  dp,  on 
uiiia  ies  deux  é(|uations 

On  da,  àa.^        /O 

c H  Cl  - , h  Ci  — h  -7-  =  o, 

d'Ji  O'^  c'a  cfoi. 

Oa  ()''!■  da.,        ^0 

l*renons  la  dérivée  de  la  première  équation  par  rapport 
à  [i,  celle  de  la  seconde  par  rapport  à  a,  et  retranclions-lcs  ; 
0  disparaîtra  en  vertu  de  la  relation  connue 

t^a  d(>  ~"  d'ftoy.^ 
<•:  il  restera  l'équation  de  condition 

d        dri         ()        da 

z.r  --      —  \f  —   —  o 

d?        dy.        doL     "-  d?  ~    ' 

ou,  en  elïectuant  les  calculs  et  supprimant   lc>  termes  tpii  se 

détruisent, 

'de  da        de  da\  

d'^.  d-j.  ~~  d'x  ^  '  ~^'' 
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ol6.  Les  théorèmes  généraux  démontrés  sur  les  con- 
gruences,  étant  appliqués  aux  normales  à  une  surface,  mon- 
trent que  par  chacune  d'elles  passent  deux  normalies  (sur- 
faces composées  de  normales)  développables.  Elles  se  coupent 
à  angle  droit,  les  deux  plans  focaux  qui  leur  sont  respective- 
ment tangents  étant  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  comme 
nous  l'avons  vu. 

Les  intersections  de  ces  normalies  avec  la  surface  portent 
le  nom  de  lignes  de  courbure.  Par  chaque  point  de  la  sur- 
face passent  deux  lignes  de  courbure  ajant  respectivement 
pour  tangentes  les  tangentes  à  la  surface  situées  dans  les 
plans  focaux.  Ces  plans  étant  ceux  des  sections  principales, 
les  lignes  de  courbure  seront  en  chaque  point  tangentes  aux 
sections  principales,  et  se  couperont  à  angle  droit. 

517.  Il  est  aisé  de  trouver  l'équation  différentielle  qui 
caractérise  ces  normalies  et  la  grandeur  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  un  point  quelconque  de  la  surface. 

Soient,  en  effet,  .r,  jk,  ^  et  .r  +  dx,  y-j-  <:/)',   :;  +  dz  les 

coordonnées  de  deux  points  infiniment  voisins  de  la  surface; 

X  —  X        Y  —  >'        Tj  —  z  ,        ,         .  ,      ,  , 

r —  =  — ~-  =:  — ps —  les    équations    de    Ja    normale  au 

A  D  Li 

point  (x,  jKj   ^)-  En   introduisant  une   nouvelle  variable  t, 

égale  à  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  pourra  mettre 

ces  équations  sous  la  forme 

Xr=ia;-\-\t,         Y  =f-}-Bt,         Z  =  Z'\-Ct. 

I^a  normale  au  point  (x  -+-  dx,  y-\-  dy,  z  -+-  dz)  aura  des 
équations  analogues 

X  =  ^  H-  f/j?  -1-  (  A.  -t-  c/A  )  ^1 , 

Zr:=z   -i-dz  +(C+f/C)f,. 

Ces  deux  droites  se  rencontreront,  si  l'on  peut  donner  aux 
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\arialjles  t  et  /,  des  valeurs  T  et  T,  telles  que  l'on  ait 

X=z^-f-AT=:x4-rfx4-(A-i-  ^A)T,, 
Y  =7  +  BT  =7  +  c/j -t- (B  +  rfB)T„ 

uu,  en  réduisant, 

/  o  =  ^o-  +  A  (T,  —  T)  -r  T,  (/A, 
(7)  !  o=c(7  4-B(T,-T)4-T,6^B, 

o  =  dz  -^C(T,-T)-rï,^/G. 


l^our   que   ces   équations    soient    coln[)alible^ 
(ju'on  ait 


(«) 


dx     A     dk 
dy     B     rfB 

f/3      C     f/G 


il     laudia 


il  ne  restera  plus  qu  à  substituer  aux  diverses  ([uanlilés 
(|ui  figurent  dans  cette  équation  leurs  valeurs  en  a^  e,  du^  dv. 

Les  normalies  développables  une  fois  déterminées  par 
l'équation  différentielle  précédente,  leurs  intersections  avec 
la  surface  proposée  donneront  les  lignes  de  courbure. 


518.   Reste  à  déterminer  le  ravon  de  courbure  j)rinci[)al 
Ln  le  désignant  par  P»,  on  a  évidemment 


H  =V/(X  -  .r  )=*  ^  (  Y  — 7)^ -t- (Z  -  ^ )^ izr  Tv/A2 -^  B* H- G~^ 

D'ailleurs,  les  équations  (7)  montrent  que  T|  — Test  infi- 
niment |)elit.  On  jiourra  donc  poser 

K=rT,v/A-^-t-B2+G-. 

Pour  déterminer  T(,    on  n'aiir.i   (pj  à    renqdact'r  dari^   les 
équations  (7)  dx,  dy,  dz,  c/V,  r/iî,  flCj  p;ir  Icuis  valcuis 


dx  =  -r—  du 
ou 


dx 


dr, 


^f2  PREMIÈRE    FAUTIF.    —    CHAPITHK    IV 

Llles  '"'   "i'^'idroiil 


au  av  \0L(  av 

o  --  -,—  d(i  -\ — ^  cA'-i-  C(  T,  —  T)  T-T,(  -r—  du  -\ — r-  <^(  ). 
uu  Ov  \  au  ÔK-        ' 


Éliminant  entre  ces  équations  le-;  rapports  des  quantité; 
du,  dv^  T, — T.  il  viendra 


(9) 


da^  dk  ôx  dk 

du  du  ^      âv  '    âv     ' 

àr  ÔB  dj  dB^      p 

du  du  dv  dv 

dz  ,    dC  d:  dC          ^ 

du  du  dv  dv 


SubsliluanI  i^ourT,  sa  valeui' 


R 


(Hi  aura,  pour  déterminer  II,  une  équalion  du  second  dej;ré, 
comme  cela  doit  être. 

519.  \  ovons  ce  que  deviennent  ces  formides  dans  le  ca- 
f^imple  où  z  est  donné  en  fonction  de  x^  y  supposées  va- 
riables indépendantes.  O.i  aura,  d'après  nos  définitions, 

dz  ^  pdx  ~\-qdy, 
dp  =:  /•  dx  -\-  s  dy, 
d'/  =  s  dx  -r-  t  dy, 

\—p,        B-y,         C.r-1. 


L'éi[ualion   dilléi-cnlielle  (  S  )  des  iio;-malies  développables 
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deviendra 

dx  p       r  clx  +  s  dy 

dy  q       s  dx  -t-  t  dy 

(  I  o  )  '  p  dx  -h  q  dy     —  i  o 

I     ~\k^-^p-)^  —  P'l'\ ^l-^' -^  [( I  —  />')  ^  —  ( I  +  7') /•]  ^^  dy 
!  —\k^-^q-)s—pqt'\dy\ 

D'autre  part,  jc  etjv"  se  confondant  avec  u  et  v^  on  aura 


dx^ 
du 


r, 


dx 
ôv 

0\  _dp 
du        dx 

dB  _dy_ 
du        dx 

dC 
du 

dz__ 
du 


dy_ 
du 


O) 


di' 


s, 


=  t. 


d\_dp_ 

dv  ~  dy~  '' 

dB_dfi 

di>        dy 

dC. 

dv 

dz 


o, 


dv 


=  9^ 


R 


L'équation  des  rayons  de  courbure  deviendra  donc 


(II) 


/•R 


sK 


\/i-\-p^^q^         s/i-hp^-^q^ 
sR  tB. 


I  -h 


V  I  +  />-  -t-  <7 

V  —  1 


P 

520.  Aux  ombilics,  l'ccjualiuu  des  iiornialics  développables 
est  identiquement  satisfaite.  On  aura  donc,  pour  déterminer 
ces  points,  les  équations 

{i  -h  p-)s  —  pqr  =  o, 

{l-ï-q-)s—pqt  —  0, 
J.  -  I.  33 
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qui  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 


(12) 


r  s  t 


En  les  combinant  avec  l'équation  de  la  surface,  on  aura, 
pour  déterminer  les  coordonnées  des  ombilics,  trois  équa- 
tions généralement  distinctes.  Le  nombre  des  ombilics  sera 
donc  limité. 

521.  Enfin,  aux  points  paraboliques,  la  normale  est  paral- 
lèle à  une  normale  infiniment  voisine.  On  pourra  donc  dé- 
terminer le  rapport  de  du  à  dv  de  telle  sorte  qu'on  ait 


dX 


dB 


dC 
"G 


ou,  en  désignant  par  /  la  valeur  commune  de  ces  rapports. 


au 


du 


——  di>  ^  A  t, 


- —  du  -\ — T—  dv  =iB  t, 
du  av 

-T —  du  ~. — T—  di' ^=.Çxt. 
au  ov 


Eliminant  du^  f/r,  t,  on  ohhcnl  l'équation  de  condition 

A 


(.3) 


du  Ov 

ÔB  (m 

du  dv 

dC  dC 

du  dv 


o. 


En  la  combinant  avec  les  équations  de  la  surface,  on  ob- 
tiendra les  équations  de  la  courbe  formée  par  les  points  para- 
boliques. 

Si    c    est    exprimé    en    l'onction    des    variables    indépcn- 
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dantes  x,  y,  l'équation  (i3)  se  réduira  à 
I  r    5       p     \ 

(l4)  G  =:      .Ç       t         q      I  =  .«- —  rt. 

I   O      O      —  I    I 

522.    Lignes  asymptoti'/i/i's.   —  Conlinuons  à  désigner 

par 

A(X  — ^)  +  B(Y  — j')  +  C(Z—  :;)=o 

l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  {x,y,  z,  w,  c). 
Les  coordonnées  ^  +  A^,  r  +  AjK,  z -\- ^z  dun  point  infi- 
niment voisin  satisferont  à  cette  équation  an  second  ordre 
près.  11  existera  néanmoins  deux  directions  (les  asymptotes 
de  l'indicatrice)  suivant  lesquelles  elles  y  satisfont  jusqu'au 
troisième  ordre  près.  Pour  déterminer  ces  directions,  substi- 
tuons dans  le  premier  membre  de  l'équation  les  valeurs  des 
coordonnées 

a;  H-  A.X- 1=  .r  -h  dx  -h-  ^  «?-  o;  -h  .  .  . , 
7  +  ^7=7  +  ^7  +irf2y +..., 
z  -h  ^z  =--  z  -i-  dz  -+-  ^d'-z  -f- .  .  . . 

Dans  le  résultat  de  la  substitution,   les  termes  du  premier 

ordre 

A.  dx  -+-  B  df  -\-  Cdz 

s'annulent  identiquement.  (>cu\  du  second 

!,{X  d-  .r  -i-  B  d\v  -+-  C  d' z) 

-=■-  \  A    -;-— -  du-  -+-  2  -^ — r-  du  dv  H-   ^-—  rii'-     -t- .  .  . , 
\ôu-  ou  ai'  oi^        ) 

('tant  égai(''s  à  zéro,  donneront  une  éipialion  du  second  de^ié 

,  ,  dv 

|)Our  (Irlcrminer  —r-  ■ 
'  du 

Soit  .M  ^^  'K'^?  *'^  Tune  des  racines  de  cette  éijualion.  (  )ii 

pourra  trouv<'r  une  (oiielion   v -— •:i{^a^  satislaisani   à   irnu;!- 

tion  diflV'ront  lelle 

dv 

^=^^'' 
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et  qui  se  réduise  à  Vq  pour  u  =  Uo,  i/q  et  Vq  étant  des  con- 
stantes choisies  à  volonté. 

La  courbe  définie  par  l'équation  v^'f(u),  jointe  aux 
équations  de  la  surface,  satisfera  en  chacun  de  ses  points  à 
l'équation  différentielle  précédente;  elle  sera  donc  tangente 
en  chaque  point  aux  asymptotes  de  l'indicatrice. 

Les  courbes  ainsi  définies  se  nomment  lignes  asympto- 
tiques.  Par  chaque  point  de  la  surface  {uq^  (-0),  il  en  passe 
évidemment  deux,  réelles  ou  imaginaires,  correspondant  aux 

deux  racines  de  i  équation  en  -^• 
'  du 

Si  x^y  sont  pris  pour  variables  indépendantes,  on  aura 

d-œ^o,         d-y=zo, 

et  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptoliques  se  ré- 
duira à 

o  ^=  d-z  =^  r  dx^  -T-  s  dx  dy  -i-  t  dy-. 

523.  Appliquons  les  théories  qui  précèdent  à  quelques 
exemples. 

Surfaces  de  révolution.  —  La  tangente  au  parallèle  étant 
évidemment  perpendiculaire  au  plan  méridien,  la  normale 
sera  située  dans  le  méridien.  Les  normales  en  deux  points 
consécutifs  se  couperont  donc  si  ces  deux  points  sont  dans  le 
même  méridien.  Elles  se  couperont  également  si  le  déplace- 
ment a  lieu  le  long  d'un  parallèle,  car  il  est  évident  que  les 
normales  à  un  même  parallèle  forment  un  cône  de  révolution 
autour  (le  l'axe. 

Les  lignes  de  courbure  seront  donc  les  méridiens  et  les 
parallèles. 

524.  Suif  aces  développables.  —  Elles  sont,  par  défini- 
tion, l'enveloppe  d'un  plan  mobile,  dont  l'équation  contient 
un  paramètre  variable  a.  Soit 

(i5)  ;;  =:/(a).2:  H- o(a)r -h'!/(a) 

l'équation   de  ce  plau.    Celle    de   la    surface  s'obtiendra  en 
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considérant  a  comme  variable  et  défini  par  réfjualion 
(i6)  /'(a)a^-+-ç'(a)v-f-'y(a)  =  o. 

Le  plan  (i5)  étant  tangent  à  la  surface,  on  aura 

A=/(a^.  B^'^(a),  C=z-i. 

L'équation  des  lignes  de  courbure  sera  donc 


dx  /(a)  /'(a)6?a 
dy  «?(^)  o' (cl)  doL 
dz       —  I  o 


^=  o. 


Cette  équation  contenant  d'/.  en  facteur,  l'une  des  séries 
de  lignes  de  courbure  sera  donnée  par  l'équation  doL^=o, 
d'où  a  =:  consl. 

Mais  les  points  de  la  surface  pour  lesquels  a  a  une  valeur 
déterminée  sont  ceux  de  la  génératrice  suivant  laquelle  elle 
touche  un  même  plan  tangent.  La  première  série  des  lignes 
de  courbure  sera  donc  formée  des  génératrices;  la  seconde 
sera  formée  des  lignes  qui  coupent  ces  génératrices  à  angle 
droit. 

On  remarquera  que,  dans  les  surfaces  développables,  tous 
les  points  sont  paraboliques,  car  les  normales  sont  parallèles 
entre  elles  le  long  d'une  même  génératrice.  C'est  d'ailleurs 
ce  qu'exprime  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  sur- 
faces trouvée  au  n"  182. 


o2o. 

ElUps 

oïde.  — 

Ona 

(17) 

X 

0- 

-  4- 

y-     ^'- 

b'  '^  c- 

— 

d'où 

(i8) 

xdx 
a" 

4- 

y  dy       zdz 
b^      '      c'- 

A=i 

2 

d¥  _ 
dx  ~ 

X 

a- 

B^ 

'  -^  f^y  ~ 

V 

o, 


2    dz 
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L'(([iiaii()ii  des  normalies  développables  sera  donc 

X      dx 


dx 


a'- 


,         y      dr  • 


dz      -^ 


dz 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  eflectuant  les  calculs, 

{a^  —  c- )y  dx  dz  ~h  {  h-  —  a-)z  dy  dx  -+-  ( c-  —  b'^)x  dz  dv  =  o. 

ou,  en  multipliant  par  z  et  substituant  à  z-  et  z  dz  leurs  va- 
leurs tirées  de  (17)  et  (18), 

'  X  dx 


[( a^  —  c- )y  dx  -+-  ( c^  —  b-)x  dy^c- 


b' 


(  b-  — •  a-  )  dx  dy  c-  (  1 


=  —;  (a-  —  c- ) xy  dx- 


{b' —  c-)xy  dy- 


C  C' 

—  (a-  —  c-)X'—  -rrib'^    -  c-  )y-+  c^  C  b' 
a-  '  b^  "^ 


«^)] 


dx  dv- 


ou,  en  divisant  par  —{ci- —  c-)  et  posant,  pour  abréger, 
a^{b-  —  c'')       .-  a-{a^—b~) 


M, 


=  N, 


b-  {a-  —  c-  )  '  a-  —  C 

o  :=  xy  dx-  —  M  xy  dy^  —  (  x-  —  M  j-  —  N  )  dx  dy. 

On  obtiendra  les  ombilics  en  écrivant  que  cette  équation 
devient  identique. 

Or,  si  z  n'est  pas  nul,  dx  et  dy  sont  indépendants  l'un  de 
l'autre,  car  ils  ne  sont  liés  que  par  l'équation  (18),  qui  con- 
tient l'indéterminée  dz.  On  aura  donc  séparément 


d'où 


xy  =  o, 
7  =  0,         ^ 


M^-2— N=:o, 


y/N 


'a'^—b' 


«  \  /  r-r 
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et 


y    c- — œ- 


ou  bien 
d"où 


--H       /   -^—    ~h       f^—-^ 


Enfin,  pour  :;  r:=  o,  on  obtiendra,  par  raison  de  svmétrie, 
quatre  nouveaux  ombilics,  en  posant 


ja^—c'-  ,    ,       ib-—c- 

On  voit  immédiatement  que,  sur  ces  douze  ombilics,  il  y  en 
a  quatre  réels.  Ce  sont  les  quatre  premiers,  si  Ton  suppose, 
pour  fixer  les  idées,  «  >>  6  >  c. 

Ce  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  parallèles 
aux  sections  circulaires.  Cela  devait  être,  car,  pour  un  sem- 
blable point,  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infiniment 
voisin  coupe  la  surface  suivant  un  cercle,  ce  qui  est  l'une  des 
définitions  des  ombilics. 

526.  Courbure  d'une  surface.  —  Considérons,  sur  une 
surface  S,  la  portion  t:  limitée  par  une  courbe  C;  soit  7  son 
aire.  Par  les  divers  points  de  C,  menons  les  normales  à  la 
surface.  Par  un  point  O  de  l'espace,  menons  des  parallèles 
à  ces  normales  :  elles  formeront  un  cône.  D»''crivons  autour 
du  point  O  une  sphère  de  rayon  i .  La  portion  o-'  de  la  surface 
de  la  sphère  contenue  dans  l'intérieur  du  cône  se  nomme, 
d'après  Gauss,  \di  courbure  totale  de  la  portion  de  surface  ~. 

Le  rap|)orl    -  sera  sa  courbure  moyenne .  Lnfin,  on  appellera 

courbure  de  lasurface  S,  en  un  point  [x,  y,  z),  lacuurbure 
moyenne  d'un  élément  infiniment  petit  de  cette  surface  con- 
tenant le  point  (x,  y,  z). 


520 
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527.  Pour  déterminer  cette  courbure,  supposons  d'abord 
que  l'élément  de  surface  soit  limité  par  les  deux  lignes  de 
courbure  MN,  MP,  qui  se  croisent  au  point  (x,  y^  z),  et  par 
deux  lignes  de  courbure  infiniment  voisines  PQ,  NQ.   Ces 

Fig.  24. 


lignes  se  croisant  à  angle  droit,  l'élément  MNPQ  pourra 
être  assimilé  à  un  petit  rectangle  plan,  et  son  aire  a-  sera  sen- 
siblement représentée  par  le  prodviit  MN.MP. 

D'autre  part,  la  normale  en  N  sera  contenue  (aux  infini- 
ment petits  près  du  second  ordre)  dans  le  plan  mené  par  la 
normale  en  M  et  la  tangente  à  MN,  car  elle  passe  par  le  centre 
de  courbure  et  par  le  point  N,  qui  tous  deux  sont  dans  ce 
plan.  De  même,  la  normale  en  P  sera  dans  le  plan  mené  par 
la  normale  en  M  et  la  tangente  à  MP,  Ces  deux  plans  sont 
évidemment  rectangulaires. 

Cela  posé,  si,  par  le  point  O,  centre  de  la  sphère,  on  mène 
des  droites  Om,  On,  Op  parallèles  à  ces  normales,  les  plans 
Omn,  O mp  seront  rectangulaires.  L'élément  de  surface 
sphérique  7'  aura  donc  ses  côtés  rectangulaires  et  aura  pour 
aire  le  produit  de  ces  côtés,  qui  sont  évidemment  les  angles 
a  et  a,  formés  par  la  normale  en  M  avec  les  normales  en  N 
et  P. 

Mais  on  a  évidemmcnl 

a  =  A',.MN,  ai  =  k,MP,' 


kf    et  Ao  représentant  les  courbures  des  lignes  MN  et  MP, 
lesquelles  sont  évidemment  égales  aux  courbures  principales. 
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On  aura  donc  ce  théorème  : 

La  courbure  d'une  sur/ace  en  un  point  est  égale  au  pro- 
duit de!s  courbures  des  sections  principales. 

o28.  Pour  établir  complètement  cette  proposition,  il  reste 
pourtant  à  montrer  f|ue  le  résultat  subsiste  si  l'on  considère 
un  élément  quarrable  t  de  forme  quelconque,  au  lieu  de 
l'élément  particulier  que  nous  avons  choisi. 

Pour  le  faire  voir,  traçons  sur  la  surface,  aux  environs  du 
point  considéré  (^Tq,  jKo  ^o)?  ii"  réseau  de  lignes  de  courbure 
infiniment  voisines  les  unes  des  autres.  Ces  lignes  décompo- 
seront l'intérieur  de  i  en  éléments  infiniment  petils.  Ceux 
qui  rencontrent  sa  frontière  pourront  être  négligés  à  la  li- 
mite, car  la  somme  de  leurs  aires  est  infiniment  petite,  et  il 
en  est  évidemment  de  même  de  la  somme  de  leurs  courbures 
totales. 

Quant  aux  éléments  intérieurs,  limités  par  des  lignes  de 
courbure,  on  peut  leur  appliquer  ce  théorème.  Soit  donc  de 
l'un  d'eux;  l'élément  sphérique  <^e  correspondant  aura  pour 
valeur  principale  de  son  aire  l'expression 

A',  A-,  de, 

k\,  ko  désignant  les  courbures  principales  au  point  {x,y,  z) 
origine  du  rectangle  de. 

L'aire  'j' =  Vim^  de'  sera  donc  donnée  par  l'intégrale  dé- 
finie 

S/."i  A'2  de, 

prise  dans  Tintérieur  de  t. 

Les  courbures  principales  sont  d'ailleurs  racines  d'une 
équation  du  second  degré,  qui  se  déduit  de  réf|ualion  (9) 
en  V  remplaçant  T,   par  >a  \alcur 


Le  produit  de  ces  deux  racines  sera  le  quotient  du  déter- 
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H 


Ou  di' 

SB  dB 

du  dv 

dC  dC 

du  dv 


ar  le  déterminant 


par 


du 


du 


C^ 


du 


V/A2  -4-  B2  ^  C- 


dx 
d^' 

dy 
dv 

dv 


V^A^^B^-i-C^     A 


V'A^^B^^-C-     B 


B- 


lequel  est  manifestement  égal  à  (A-  H-  B- 
Nous  aurons  donc 


C^     C 


(A--^B^^G^)^ 


Cette  expression  est  une  foncliou  continue  de  u  et  de  v 
aux  environs  du  point  (^o?.Xo5  ^o)l  car  le  numérateur  et  le 
dénominateur  sont  continus  et  ce  dernier  ne  s'annule  pas. 

Si  donc  nous  supposons  que  l'élément  rj  décroisse  indé- 
finiment, et  si  nous  désignons  par  (A"i  k^)^  la  valeur  de  A",  Âo 
au  point  (.r„,  j/"o,  ^o)  nous  pourrons  écrire 

/r.  A-,  =  (  A'i  A,  )o  -^  R, 

R  tendant  uniformément  vers  zéro  dans  tout  le  chamj)  t.  On 
aura  par  suite 

a'^S[(/M/.-,).^R]^/e^[(/MAOo+p]s 

0  étant  compris  entre  le  maximum  et  le  minimum  de  R  dans 
le  champ  7,  et,  par  suite,  étant  infiniment  petit.  Donc 

lim  -  =(A-,A-2)o, 

ce  qu'il  fallait  démctnlrcr. 
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IX.  —  Coordonnées  curvilignes. 

o29.  Soient,  comme  au  n"  153,  x,  j',  z  el  t,  //,  c  fleux  sys- 
tèmes de  varial)les,  lit'-cs  par  les  relations 

Supposons  que,  dans  rint('rl('iir  d'un  certain  domaine  E: 
i"  les  fonctions  'i,,  'j^i  '-s.j  admettent  des  (U'rivées  partielles 
continues;  :^"  leur  jacobicn  J  n'est  pas  nid:  .')"  à  deu\  points 
(;,  M,  r)  difTérents  correspondent  deux  points  {^x,y^  z^)  dif- 
férents. 

Lorsque  (i,  «,  f)  décrit  le  domaine  E,  (^, y,  ^j  décrira  un 
domaine  correspondant  E',  dans  1  intérieur  duquel  /,  «,  r 
seront  réciproquement  des  fonctions  de  x^  j',  z^  telles  que 

Au  lieu  de  déterminer  la  position  d'un  point  de  E'  par  ses 
coordonnées  cartésiennes  x^  y,  z^  on  peut  le  faire  au  moyen 
des  nouvelles  variables  /,  u^  »•;  car,  les  valeurs  de  celles-ci 
étant  connues,  on  peut  en  déduire  celles  de  x^y^  z^  et  réci- 
proquement. On  donne  à  ces  nouvelles  coordonnées  le  nom 
de  coordonnres  cii/'vili^nes. 

Les  points  pour  lesquels  t  a  une  valeur  constante  /(,  repré- 
sentent une  surface  <Pt(x,y^  z)=  t„,  rpie  nous  appellerons, 
pour  abréger,  la  surface  lo-  En  faisant  varier  cette  constante, 
ou  obtiendra  une  famille  de  surfaces.  Les  équations 

u  rz:  ^.,{x,  y,  z  )=i  const.,  ç  =  ^■^{x,  y,  z)  -=  const. 

représenteront  deux  autres  familles  de  surfaces. 

La  valeur  principale  ds  de  la  dislance  de  deux  points  inli- 
niment  voisins  («,  t',  w)  et  {u  -+-  du,  (■  -f-  di-,  w  f-  dw)  est 
donnée  (153)  par  la  formule 

(  ds^  =  M 1  <//-  -t-  M,  du-  -+-  M,  di'-  -~  2  N ,  du  di' 
(3)      '  ■ 

I  +  2  N2  r/f  f/^  -t-  2  iN :,  dt  du, 
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OÙ 

La  valeur  principale  r/V  de  l'élémenL  de  volume  compris 
entre  les  surfaces  t^  t-{-  dt  ;  u^  u  -t-  du  ;  v^v-h  dv  est  donnée 
d'autre  pari  (153)  |)ar  la  formule 

(4)  dW=\i\dldudv, 

530.  En  chaque  point  x,  y,  z  passent  une  surface  f,  une 
surface  u  et  une  surface  ç'.  Les  plans  tangents  à  ces  surfaces 
ont  respectivement  pour  équations 

^^X-.:)  +  -^(Y-r)H-^(Z-=)=o, 

^(X-^)+'^(Y^r)  +  ^îî(Z--.)=o, 

dx  '       dy  -^  '        Oz   ^ 

_(X-^)+_(Y-,,-)+^(Z-.)=o. 
Ils  se  couperont  à  angle  droit  si  l'on  a 

dx    dx    '     c^y    dy         dz     ôz 

\   ax    ax        ay    dy        ôz    dz 

\  ô^z  J*,  ^  d^z  ^*,    ^    cJ*s  (^*i  _ 
\    dx    dx     '     6^y    6^/  dz     <)z 

Si  CCS  équations  sont  identiquement  satisfaites,  quels 
que  soient  ;r,j^,  5,  les  surfaces  des  trois  familles  se  coupe- 
ront partout  à  angle  droit,  et  formeront  ce  qu'on  nomuie  un 
système  oilhogoiial. 

Dans  ce  cas,  les  expressions  de  ds-  et  de  dY ,  données  ci- 
dessus,  se  simplifieront. 

Posons,  en  effet,  pour  abréger, 
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Les  équations  (2)    donneront,    par  dérivation  et  division 
par  \  A,.  \  A,,.  ^  A;i, 

clx  H — r—  a  y  H r—  az   , 


v'a,       \'a,  \  ^^  ày    ■         ôz 


du  I     [0^2 


-  =  -r=  (  ^^  rfJ7  H — i—  dy  -\-    -jf  dzj, 


di'  X     /(^*3  (^*3  (^'l'a 

y/ A3        v/^s^*^"^  ^-^  ^^ 


Ajoutant  les  carrés  de  ces  équations  et  tenant  compte  des 
relations  (5j  et  (6),  il  vient 

,    ,  dt^       duP-        dv-         ,    , 

(7)  ^^  -^         =dx--^dy--^dz-:=ds-. 

jj  aj  ^3 

La  comparaison  de  cette  valeur  de  ds-  avec  l'expression  (3) 
donne 


(8)      Mi=-Î-,       ^2=-;?-»        ^Ï3=f'       N,==N2  =  N3=o. 


D'autre  part,  l'élément  de  volume  d\  se  réduit  sensible- 
ment à  un  parallélépipède  rectangle,  ayant  pour  arêtes  les 
distances  du  point  (^,  u,  v)  aux  points  (t -i- dt,  u,  v), 
{t,  u  -h  du,  v),  [t,  u,  v-^di>).  On  a  pour  la  première,  en 
posant  du  =  dv  =  o  dans  la  formule  (-), 

ds-  =  —  =  M,  dt-,         d'où         ds  =  v/iMi  dt. 


Les  deux,  autres  seront  de  même  égales  à  y/Mo  f/i^,  yMa  dv  ; 
on  aura  donc 


(9)  dW  =  v^MiMîMj  dtdu  di-, 
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Nous  allons  passer  rapidemenl  en  revue  les  systèmes  de 
coordonnées  les  plus  usités. 

o31 .   Coordonnées  polaires.  —  Posons 

X  z=z  r  sinX  cosjx, 
y  z=L  r  sinX  sin[i., 
z  ^^  r  cosX. 

Les  variables  r,  ).,  [j.  se  nomment  les  coordonnées  polaires 
du  point  (^,  y,  s). 

Ajoutant  les  carrés  de  ces  équations,  il  vient 

a;-  -\-y^  -\-  z^:=  /■-. 

Les  surfaces  /■  =  const.  sont  donc  des  sphères  ayant  l'ori- 
gine pour  centre. 
On  a,  d'autre  |)art, 


Les  surfaces   A  =  const.   sont   donc  des  cônes  de   révolu- 
tion autour  de  l'axe  des  z. 
Enfin 

y 

—  ■=:  taili;-  [J.. 
X 

Les  surfaces  iji.  =  const.  sont  donc  des  plans  passant  j>ar 
l'axe  des  z. 

Ces  trois  systèmes  de  surfaces  se  coupent  évidemment  à 
angle  droit. 

En  faisant  varier  /•  de  o  à  ce,  À  de  o  à  t:,  et  a  de  o  à  2—, 
on  obtiendra  tous  les  ])oints  de  l'espace,  chacun  une  seule 
fois.  (On  doit  excepter  les  points  de  l'axe  des  z  pour  les- 
quels ij.  est  indéterminé.  A  l'origine,  k  est  également  indé- 
terminé.) 
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On  a 

=  sin-X  cos-  [j.  —  cos-X  ces-  [x  -r-  sin-  [J-  =  i , 

=:  r-  cos-X  cos-ijL  -h  r-  cos-X  sin-;x  -4-  /-  sin-X  r—.  r-, 

:=  r-  sin-X  sin"-;x  —  /•-  sin-X  cos-;x  =:  r- sin-X 

et,  par  suite, 

ds-  =  dr-  -r-  /■-  r/X-  -+-  /-  sln- X  di).-, 
d\  =  r-  sin  X  dr  dl.  d<x. 

L'emploi  des  coordonnées  polaires  est  surtout  avantageux 
dans  les  questions  relatives  à  la  sphère  ou  au\  surfaces  de 
révolution. 

o32.  Coordonnées  semi-polaires.  —  Pour  les  cylindres 
droits,  on  emploie  de  préférence  les  coordonnées  semi- 
polaires 

œ  z:^  r  cosfjL, 

y  =  r  sin  fx, 


Les  surfaces  z  =  const.  représentent  ici  des  plans  paral- 
lèles au  plan  des  xy;  les  surfaces  r  =  const.  des  cylindres 
x-  -hv^  =  r-  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z;  les  surfaces 

u.  =  const.  des  plans  —  ^  tang;-'-  '!"•  prissent  par  cet  axe.  Ces 

surfaces  se  coupent  à  angle  droit,  et  Ton  obtiendra  tous  les 
points  de  l'espace,  une  fois  chacun,  en  faisant  varier  /•  de 
0  à  yj,  !J.  de  0  à  a-rr,  z  de  —  a;  à  -f-  00  (  sauf  pour  l'axe  des  z, 
où  UL  est  indéterminé). 
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On  a  ici 

Mj  :::=  COS^  [x  H-  siri"  [JL  :=  I , 

M2  =  r-  sin-  [X  H-  r^  cos-  (i.  =  /'-, 


et,  par  suite, 


dV  =  /■  f//'  âfa  dz. 


533.   Coordonnées  eilipLiques.  —  Les  surfaces 
X2  Y^  Z2     _ 

où   )v   est  un  paramètre  variable,   forment   un  système  de 
surfaces  Jwmofocales  du  second  degré. 

Par  chaque  point  .r,  y,  z  de  l'espace  passent  trois  surfaces 
du  système,  dont  les  paramètres  seront  les  racines  de  l'équa- 
tion 

du  troisième  degré  en  \. 

o3i.  Cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles,  et  respec- 
tivement comprises  entre  — •  A  et  —  B,  entre  —  ^  et  —  C. 
entre — -Ce^-i-oo(en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  qu'on 
ait  A>B>C). 

En  effet,  posons  )x  =  —  A+  e,  z  étant  une  quantité  posi- 
tive   infiniment   petite,   le    premier   membre    de  l'équation 

deviendra 

x^  r'^  z^ 

s         B  —  A  —  E       C  —  A-i-£ 

.7.2 
Le  premier  terme  '- —  est  positif  et    infiniment    grand.    11 

l'emportera  sur  les   autres,  qui  sont  finis.   Le  résultat  de  la 
substitution  sera  donc  positif. 
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Si  Ton  posail  A  =  —  B  —  £,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion  deviendrait 


B  —  £       —  £       C  —  B  — 


I, 


et  serait  négatif,  le  second  terme -^  ?  qui  est  négatif  et  in- 
fini, l'emportant  sur  tous  les  autres. 

Donc,  le  premier  membre  de  l'équation  change  de  signe 
entre  À  =  —  A -h  s  et  ).  =  —  B  —  t.  Or,  il  est  évidemment 
continu  dans  cet  intervalle.  Donc,  il  s'annulera  entre  ces 
limites. 

On  voit,  de  même,  que  A  =  —  B  -h  s  donnera  un  résultat 
positif;  }.  =  —  G — î  un  résultat  négatif.  Donc,  il  v  a  une 
seconde  racine  réelle  dans  cet  intervalle. 

Enfin,  À  =  —  C-^£  donne  un  résultat  positif;  a^=:-!-oc 
un  résultat  négatif.  Donc,  il  y  a  une  troisième  racine  réelle, 
supérieure  à  —  C. 

Lorsque  X  est  «<  —  A,  A  H-À,  B  --  À,  G  -h  X  étant  néga- 
tifs, la  surface  représentée  par  l'équation  (lo)  sera  imagi- 
naire. 

Si  A>  —  A  et  <  —  B,  A-f-A  étant  positif  et  B -^  A. 
G  H- X  négatifs,  la  surface  sera  un  hjperboloïde  à  deux 
nappes. 

Si  ).  >>  —  B<; —  G,  ce  sera  un  hjperboloïde  à  une  naj)j)e. 

Enfin,  si  A  >  —  G,  ce  sera  un  ellipsoïde. 

Donc,  en  chaque  point  de  l'espace  se  croisent  i/ois  sut- 
faces  du  système,  à  savoir  :  un  hyperboloYde  à  une  nappe, 
un  hyperboloïde  îi  deux  nappes  et  un  ellipsoïde. 

o3o.  Ces  surfaces  se  coupent  à  angle  droit.  —  Soient, 
en  effet, 

X-  Y^  J/J      _ 

Ah-X,       b -i-X,  "^  G-t-À,  "~   ' 


J.  -  I.  34 


A  -H  /,       B  +  ).,       G  -^-  À, 


53o 
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deux  de  ces  surfaces  qui  se  coupent  au  point  [x,  y,  z).  Leurs 
plans  tangents  ayant  respectivement  pour  coefficients 

^  y  ^ 

A-hX,'     B+Xi'     G-^X,' 

OC  V  Z 

ÂT^ÔT,'    bTIT'    C^^' 


la  condition  de  l'orthogonalité  sera 


(lO 


(A^À,)(Ah-X.,)    '    (B+Xi)(B+X,)    '■    (G+X,)(G+X2) 


o. 


Or  cette  équation  s'obtient  immédiatement  en  letranchant 
l'une  de  l'autre  les  deux  équations 


A-r-Xi        B^Xi        G -h  À, 


+ 


A  +  X,       B  —  X,    '    G  —  >.,  ~ 
et  supprimant  le  facteur  commun  )w  —  *>*>)• 

536.  Prenons  maintenant  pour  nouvelles  coordonnées  d'un  ï 

point  (jc,j^,  ;)  les  trois  racines  A,  ,A2'^-:i  f'e  l'équation  (lo).  I 

Elles  seront  liées  à  x,  y,  z  par  les  relations 


A-i-X,        B-i-Xi        G-t-X, 


■^ — h 


y- 


B  +  X2       G4-X, 

y-  z- 


=  1, 


=  1. 


Ah-Xj    '    B-T-X3       G-f-Xs 
Des  deux  premières,  on  déduit,  par  l'élimination  de  :;-, 
/C-i-X^       G+XA     „      /G+X,       G  +  X,\ 


APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    DE    LA    SÉRIE    DE    TAYLOR.  53 1 

OH,  en  réduisant  et  supprimant  le  facteur  commun  \j  — À,, 

A-C  „  B-C 

y-=i. 


y--i, 


On  trouvera,  de  même, 

A— C  ,  B— C 

( A  -+-  X,)  ( A  4-  X3)  •^' "^  ("B"^X7hB  +  X3) 

Eliminons  y-,  il  viendra 

A-C/B+X3       B-XA 

A  +  X.  I^aT^tx;  -  Â"-m; -^  -  ^^^~  ^^ 

ou,  en  réduisant  et  supprimant  le  facteur  ).;(  —  Âo, 

(A-G)(A-B) 
^A  +  X,)(A  +  X3)(A+X3) 

,_(A-f-X,)(A  +  X,)(A  +  X3) 
(A-B)iA-G) 

On  trouvera,  de  même, 

,._  (B-f-Xi)(B-f-X,)(B-i-X3) 
'^""~  (B  — A)(B  — C) 

,_(Gh-X,)(C-+-X,)(C  +  X3) 
(C-A)(G-B) 

Les  coordonnées  ^,.7,  -  n'élant  déterminées  que  par  leurs 
carrés,  à  chaque  système  de  valeurs  de  A),X2,  A3  correspon- 
dront huit  points,  dont  un  seul  situé  dans  le  trièdre  des  coor- 
données positives. 

537.  Pour  calculer  l'élément  de  l'arc  c/s  en  fonction  de  ).,, 
>*>2i  ^^3>  prenons  les  dérivées  lo^^arithmiqucs  des  deux  mem- 
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bres  des  équations  précédentes.  Il  viendra 


'^    oc        A+X,    ■    A-T-X2        A  H- X3 
dy d\^  dl^  dl^ 

^  y  —  B^TYi  ^  B  +  X2  ^  B  +  X3' 

dz d}.i  dlg  dl^ 

z        C -h  Xi       G-hXj       Ch-Xj' 


d'où 


ds^—dx^--^dy''+dz- 

dli  c/X, 


fx' 


+  ij'- 


dl^ 

A  +  X,    '    A  -t-  >.2    '    A  -F  X3 

ofX,  <iX,  d).. 

h 


B-f-X,        B-^X,        B-+-X3 
dli 


d\.2  dl^ 


G -i- Xi    '    G -r- X2       G -i- X 

(A  +  X3r  "'■(B:^x3r  +  (G-x,)^J- 

Les  autres  termes  se  détruiront  en  vertu  de  l'équation  (11) 
et  de  ses  analogues. 

538.  Reste  à  calculer  la  somme 


1  r       X- 


-f- 


r" 


ï  +  77^ 


y     (B  +  xo^      (G  +  x,)^ 


et  ses  analogues. 


Substituant  les  valeurs  de  x^,  y-,  z-,  celte  somme  devient 

I  r         (A-f-X2)(A-HX3)  ,  (B4-X,)(B  +  X3) 

4L(A-B)(A-G)(A-hX,)"^(B-A)(B-G)(B  +  Xi) 

(G-f-X2)(G--X3) 


H- 


(G-A) 


-À.)(G-^X3) 1 

(G-B)(G+X0J' 
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elle  est  égale  à 

1  (X,-X,)(>..-X3) 

4  (A  +  X,)(B  +  X,)(C-+->..)' 

On  peut  le  vérifier  immédiatement  en  appliquant  à  cette 
dernière  expression,  considér('e  comme  fraction  rationnelle 
en  A,,  la  règle  connue  pour  la  décomposition  en  fractions 
simples. 

Donc,  en  désignant  par  M,  cette  fraction  et  par  IVL,  M;, 
deux  fractions  analogues  qu'on  obtiendrait  en  permutant  cir- 
culairement  X,.  "ko,  X^j  on  aura 

(12)  ds''  =  M ,  ^X i  4-  M,  dl i  4-  -M3  cD. l , 


^  =  V/Mi  M2  M3  ^.1  ^X2  ^/3. 

539.  Théorème  de  Dupin.  —  Si  trois  systèmes  de  sur- 
faces 

F(a^,  K,  ^)=  const.,     '1>(^,  j,  5)  =  const.,     W{x, y,  z)-=icons,l. 

forment  un  système  orthogonal,  elles  se  coupent  mutuel- 
lement suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

SoientF(.r,  y-,  ^)  —  c  =  o,  ^[x^ y,  z)  —  C)  =  o  deux  sur- 
faces quelconques  prises  dans  les  deux  premiers  systèmes. 
Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point  quelconque 
de  leur  intersection;  pour  jdans  coordonnés  les  plans  tan- 
gents à  ces  surfaces  et  à  la  surface  W^x^^y^  z)  —  c?  =  o  du 
troisième  système  qui  les  croise  en  ce  point. 

Le  plan  des  xy  étant  langent  à  la  surface  F —  c,  on  aura, 
pour  ^  =  o,  j'  =  o,  5  =  o, 

On  aura,  d'ailleurs,  ^  r^o,  sinon  l'origine  serait  un  point 
singulier  sur  la  surface  F  —  c,  hypothèse  que  nous  excluons. 
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Le  plan  des yz  étanl  langent  à  la  surface  <ï>  —  c,,  on  aura, 
de  même,  pour  x  =y  =  z  ^  o, 

à'i*  d'P 

dy  dz 

mais 

Enfin  le  plan  des  za;  étant  tangent  à  la  surface  W  —  Co, 
on  aura,  toujours  pour  x  :=y=  z  =  o, 


àw 

dW 

dw 

Ci 

■  f\ 

dz  ""    ' 

dx-    ' 

ày 

Cela  posé,  les  trois  systèmes  étant  orthogonaux,  on  aura 
identiquement 

dx  àx       ày  ây    '    dz  dz 
d'P  dw       ^*  dw       d<i'  dw  _ 
àx  àx       ày  ày       dz    àz 

àwàF       àWàF^àwàF_ 
àx  àx        ày  ày     '     àz  àz 

Prenons  la  dérivée  de  la  première  équation   par  rapport 
à  y,  il  viendra 

à^F     à^       àF    à^^         à'-F  à^ 


àx  ày  àx       dx  àx  ày       ày-   ày 

àF  à""^         à'F    à^       àF    à-<P   _ 
()y  ()y2        àzày  àz        àz  àz  ày 

à  F     àF    d'P     ^K» 
A.  l'origine  des  coordonnées,   où  -r-'   "^- '  -p- '   ^t"    s'an- 
^  ^  dx     dy     ày     àz 

nulent,  cette  équation  se  réduit  à 

à'F     (M>        àF  jP^   _ 
àx  ày  àx       àz  àzày 

Prenant  de  même  la  dérivée  de  la  deuxième  équation  par 
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rapport  à  z,  celle  de  la  Iroisièiiie  par  rapport  à  x,  et  faisant 
ensuite  x  =y  =i  z  =  o,  on  trouvera  les  deu\  équations  ana- 
logues 

df  dz  dy    '    djc  dx  dz         ' 

:=0. 


âz  dx  dz        dy  dy  Ox 

r     .     ■    '         ■         ^■    ■   ■  ,  >  d'-F       d^^ 

L.es  trois  équations,  linéaires  ethomogrenes  en  -r —  -  ,  -; — ;-  , 
^  '  °  dxdv   dy  dz 

d-W 

-T — 7-)  montrent  que  ces  quantités  s'annulent,  car  le  déter- 
dz  dx  '  '  ' 

.   ,  ,         •  ,  ,     ,  .      dF  d^  dW  . 

minant  de  ces  équations,  étant  égal  a  2  —       -  -r— ?  est  ^  o. 

(J  %Ay        (J'X/       xJy 

On  aura  donc,  à  l'origine  des  coordonnées,  non  seulement 

^  dF  dF  .  d^F 

r  —  c  =  O,  -r—  =  o,   c—  =  o,  mais  encore         ..—  =  o. 
dx  dy  dx  dy 

Cela  posé,  soient,  pour  abréger,  A,  B,  C,  .  .  .   les  valeurs 

dF    i  d-F     i  d^F 
de  -7— 5  -    ..—  -3  -  -c— V  '  •■•  pour  l'origine.  La  série   de  Mac- 
dz     2  dx-     2  dy- 

laurin  donnera 


o=:F  —  c  —  A5  +  Ba;2H-  C  v'^  -^ . . . , 
d'où 

2— —  -r-  x^—  —  y- H-.... 
A  A  *^ 

Ce  développement  ne  contenant  pas  de  terme  en  xy,  les 
plans  coordonnés  seront  les  sections  principales  de  la  sur- 
face F  —  c.  Donc,  l'axe  des  y^  qui  est  tangent  à  l'intersec- 
tion des  deux  surfaces  F  —  c,  <I>  — C|,  sera  en  même  temps 
tangent  à  l'une  des  sections  principales. 

Mais  l'origine  est  un  |)()inl  (pieleoiupie  de  1  interseclion 
des  deux  surfaces  F — c  et<I>^Ci;  cette  courbe  sera  donc 
tangente  en  chaque  point  à  l'une  des  sections  principales,  ce 
(pii  est  l'une  des  pro[)riétés  caractérislicjues  de  la  ligne  de 
courbure. 
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540.  Corollaire.  —  Les  lignes  de  courbure  d'une  qua- 
drique  sont  ses  intersections  avec  les  quadriques  honiofo- 
cales. 

Car  les  ellipsoïdes  et  les  hvperboloïdes  homofocaux  à  la 
quadrique  considérée  forment  un  système  orthogonal. 
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t 

CHAPITRE  Y. 

COURBES  PLANES  ALGÉBRIQUES. 


L        Coordonnées  homogènes. 

541.  Considérons  un  plan  dont  les  points  soient  caracté- 
risés par  deux  coordonnées  cartésiennes  X,  Y.  Si  nous  sup- 
posons que  l'une  des  deux  coordonnées  X,  Y,  ou  toutes 
deux  à  la  fois,  croissent  indéfiniment,  de  telle  sorte  que  l'un 

au  moins  des  deux  rapports  :^,  :rr  tende  vers  une  limite  finie 

A      I 

et  déterminée,  nous  conviendrons  de  dire  que  le  point  (X,Y) 
tend  vers  un  point  déterminé,  défini  par  cette  limite,  lequel 
point  est  situé  à  l'infini,  et  sera  regardé  comme  appartenant 
au  plan. 
Posons 

(0  X=f,  Y=f, 

x,y-  z  étant  trois  nouvelles  variables,  assujetties  à  la  condi- 
tion de  rester  finies  et  de  ne  pas  s'annuler  à  la  fois.  A  chaque 
point  du  plan  (com[)lété  par  l'adjonction  des  points  à  l'in- 
fini) correspond  un  système  de  valeurs  déterminé  pour  les 
rapports  mutuels  de  x,  jk,  ^,  et  réciproquement. 

Soit  F(X,  Y)  =:  o  l'équation  d'une  courbe  d'ordre  n.  Rem- 
plaçant X,  Y  par  leurs  valeurs  (i)  et  chassant  les  dénomina- 
teurs, il  viendra 

/étant  un  polvnômc  liomogène  de  dcgn''  n. 
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En  particulier,  une  ligne  droite  sera  représentée  par  l'équa- 
tion générale  du  premier  degré 

ux  H-  vy  -I-  wz  =  o. 

Les  points  à  l'infini  sont  donnés  par  l'équation 

s  :=  o, 

qui  est  un  cas  particulier  de  celle-là.  Le  lieu  de  ces  points 
peut  donc  être  assimilé  à  une  droite. 

542.    Posons 

/    ^   =  X^      -f-  [J.Y1       +  vÇ, 

^,  r,,  V,  H,  H  étant  de  nouvelles  variables,  et  A,  a,  v,  ...  des 
constantes  dont  le  déterminant  D  ne  soit  pas  nul.  Soient  L. 
M,  N,  . . .  les  mineurs  de  D;  ces  équations,  résolues  par  rap- 
port à  ç,  r, ,  ^,  donneront 

/     _  L^-4-L'.r-+-L"5 
(3) 


s 

D 

= 

M.r  -H 

M'.r 

+  M"^ 

Tl 

D 

c 



N:r-+- 

N'.y  - 

-\-W'z 

et  X,  Y  seront  liés  à  3,  II  par  les  relations 

IY__      X  S -j- ij. Il -h  V  __   À'2 -f- fx'H -t- v' 

'    ~  X"S-i-;i."H-+-v"'  ~  p2  +  |x"PI-+-v"' 

'"''''"  MX -i- M'Y -K  M" 


^NX  +  N'Y^-N"  i\x  +  N'Y4-N" 

Ces  équations,  cpii  définissent  sans  ambiguïté  les  rapports 
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miUiiels  de  ç.  7, ,  Z  en  fonction  de  ceux  de  .r,  v,  z  et  récipro- 
quement, peuvent  être  interprétées  de  deux  manières  : 

1°  On  peut  considérer  a:,  y,  z  et  ;,  y,,  ^  comme  deux 
systèmes  de  coordonnées  différents  représentant  un  même 
point.  Dans  ce  cas,  \  représente,  à  un  facteur  constant  près, 
la  distance  de  ce  point  à  la  droite 

o  =  ^  =  L^  -H  L'j  -f-  L";  r=  ^(LX  +  L'Y  4-  L"), 

et  de  même  pour  r,  et  v.  Le  point  est  ainsi  caractérisé  par 
les  rapports  de  ses  distances  aux  trois  droites  ;  nz  o.  r,  ^=.  o, 
ÎÇ  =  o.  Ces  droites  forment  un  triangle  qu'on  nomme  triangle 
de  référence  ;  ;,  y,,  X^  seront  des  coordonnées  Irilinéaires. 

La  courbe  /:=  o,  rapportée  à  ces  nouvelles  coordonnées, 
aura  pour  équation 

/(/.;  — !J.r.  ^v^,  ....  ..  .)— o 

dont  le  premier  membre  est  encore  homogène  cl  de  degré  n. 
2°  Considérons  au  contraire  ;,  y,,  't  comme  des  coordon- 
nées de  même  nature  que  x,  )',  z.  A  chaf|ue  point  (  x,  j',  z), 
les  équations  (2)  feront  correspondre  un  autre  point  (ç,  y,,  Ç) 
généralement  diCférent,  et  quon  nomme  son  transformé 
homofiraphique.  La  courbe /(xjj',  ^^  =  o  aura  pour  trans- 
formée la  courbe 

/(>--:-+-  ;-i-^  — vr,  ...,  ...):^o 

En  particulier,  la  droite  à  1  inlini  c  =:^  o  aura  p(jur  trans- 
formée la  droite 

et  la  droite 

N^  +  N'y-t-.\"-  =  o 

aura  pour  transformée  la  droite  à  Tinlini  !^  ^  o. 

543.  Soit  (  \,  \  j  un  point  du  plan,  situé  à  dislancc  rinie. 
ainsi  que  son  transformé  homographique  (H,  H);  on  aura, 
d'après  cette  hypothèse, 

)."Z  -  ;jL"iI  -\-  v"> o.         .NX  4-  N'Y  -1-  N"^ o. 
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Soient  (X|,  Y,)  et  (X,-i-AX,,  Y,-hAY,)  deux  points 
(|iielconques  infiniment  voisins  de  (X,  Y):  (E,,  H,)  et 
(^H,-+-AHi,  H,-i- AH|)  leurs  transformés;  l'écart  {AX,  [  —  |  AY,  | 
des  deux  premiers  points  sera  du  même  ordre  de  grandeur 
que  l'écart  |  AS,  I  +  |  AH,  |  de  leurs  transformés. 

Ou  a,  en  effcl, 

AA]  — 


zz:PAHi+QaH,, 

P  et  Q   tendant  vers  des  limites   finies   lorsque  AH,   et  AH, 
tendent  vers  zéro.  On  aura  donc 

I  AX,  U I  P  I  I  AS,  I -^  1  Q  I  !  AH,  I  =R[|  AS.  1  +  I  AH,  11, 

R  étant  une  quantité  finie. 

On  trouvera,  pour  j  AY,  |,  une  limite  analogue.  Donc  le  rap- 
port de  I  AX,  1  -h  I  AY,  |  à  |  AE,  |  +  |  AH,  |  ne  peut  surpasser 
un  nombre  fixe.  Et  comme  on  peut  faire  le  même  raisonne- 
ment sur  son  inverse,  on  voit  que  les  deux  écarts  considérés 
sont  du  même  ordre  de  grandeur. 

Il  résulte  évidemment  de  là  que,  si  deux  courbes  F=  o, 
F,  =  o  ont  un  contact  d'ordre  m  au  point  (X,  Y),  leurs 
transformées  $  =  o,  <[>,  r=r  o  auront  le  même  contact  au 
point  (S,  H). 

Nous  avons  admis,  dans  la  démonstration,  que  (X,  Y) 
et  (S,  H)  étaient  tous  deux  à  distance  finie.  Mais  le  contact 
de  deux  courbes  en  un  point  à  l'infini  n'a  été,  jusqu'à  pré- 
sent, l'objet  d'aucune  définition.  Nous  dirons  donc  que  deux 
courbes  ont  un  contact  d'ordre  m  en  un  semblable  point 
lorsque,  ce  point  étant  ramené  à  distance  finie  par  une  trans- 
formation homographique,  les  courbes  transformées  ont  un 
conlacl  de  cet  ordre.  Cette  convention  permettra  d'énoncer 
le  tbéorème  sans  restriction. 

54-4.    Covariants.  —   Soit 
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un  poljnùme  homogt-ne  de  degré  /?,  dont  les  coelliclenls 
soient  des  constantes  indéterminées.  Par  la  transformalion 
liomographique  (2),  nous  obtiendrons  un  nouveau  polvmune 

de  même  degré,  et  dont  les  coefficients  Ax^y  seront  des  fonc- 
tions linéaires  des  «aSy. 

Cela  posé,  soit  P(x,  y,  z,  .. .,  «a^y?  •  •  •)  wn  polynôme  en- 
tier et  homogène  en  x^  j',  :;  d'une  part,  et  par  rapport  aux 
coefficients  «a^y  d'autre  part.  Si,  en  substituant  pour  ç,  r,,  "C 
leurs  valeurs  (3)  en  .r,  ^,  z  et  pour  A^^y,  ...  leurs  valeurs 
en  «a^y»  •••»  on  a  identiquement 

(5)  P(;,  T.,  r,  ...,  A.^y,  ...)  =  MP{jc,y,z,  . .  . ,  a,.Sy,  ■ .  ■), 

M  désignant  un  facteur  convenable,  on  dira  que  P  est  un 
cova/iant  de/.  Ce  sera  un  invariant  si  x,y,  z  n'y  figurent 
pas. 

11  est  aisé  de  déterminer  la  nature  du  facteur  M.  En  efTet. 
le  premier  membre  de  l'équation  (5)  est  du  même  degré  que 
P(a:,  y,  z,  ...,  «a^y»  •••)'  ''^"'-  P^''  rapport  aux  variables  .r^ 
y,  z  que  par  rapport  aux  coefficients  f/a,Sy.  Le  cjuotient  M 
sera  donc  une  fonction   de   A,   u,  v,  ...  seulement,   laquelle 

sera  d'ailleurs   rationnelle  et  de  la   forme -p^,  Q  désignani 

un  polvnôme  entier. 

En  appliquant,  d'autre  part,  aux  fonctions  'f  (H,  /■,,  ^)  el 
P(ç,  T,,  Z,  . . .,  Ax^y.  . .  )  la  transformation  horaographique  (3) 
inverse  de  la  [)récédcnte,  on  reviendrait  évidemment  à  la 
fonction  primitive  y(^^jc,  y,  ^)  et  la  condition  d'invariance 
donnerait 

(6)  P(.r,  r,  c,  ...,a.^r^^,  ...)  :^M,P(i:,  r.,  ^:  ■•-,  A^^sy,  •••). 

le  facteur  M)  =  ^   se  déduisant  de  M  par  le  cliuigcnuiil   de 

I     L'     I  " 
),a,v,   ...cn^,^,^,.... 
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La  comparaison  des  é(]iiations  (5)  et  (6)  donne 

1 

car  les  déterminants  D,  D|  sont  réciproques.  D'ailleurs,  L, 
L',  L'',  . . .  D  sont  des  fonctions  entières  de  X,  |jt.,  v,  ...  ;  donc 

L      L'  ,  R 

Q),   qui   est   entier  en    ^)    j-^    ■  •  •  ■,    sera  de  la   forme  =:— , 

R  étant  un  j)olvnôme  entier  en  ).,  [Ji,  v,  ....  Donc,  j)Our  que 
l'on  ait  QQ)  =  I,  il  faudra  que  Q  divise  D<^  et,  par  suite,  se 
réduise  à  une  puissance  de  D.  Donc,  enfin,  M  sera  une  puis- 
sance de  D,  positive  ou  négative,  telle  que  D*. 

Pour  déterminer  l'exposant  /c,  considérons  la  transforma- 
tion particulière 

(  7  )  5'  —  X^,         Y  =  AT, ,         z  —  IZ, 

pour  laquelle  D  =  A''. 

La  Ibnction  f  étant  de  degré  7i,  cette  substitution  multi- 
pliera tous  les  coefficients  par  )/'.  On  aura  donc,  si  P  est  de 
degré  m  par  rapport  aux  variables  et  de  degré  p  par  rapport 
aux  coefficients, 

PCç,r„  l,    ...,  Aa^y,    ...)  =  P(^,  f ,  y,   •••,  À«aapy,    • 


et,  par  suite, 

—  m  -h  np 

Ce  nombre  doit  être  entier;  s'il  ne  Tétait  pas,  il  faudrait 
en  conclure  l'impossibilité  de  l'existence  d'un  covariant  P 
de  l'espèce  supposée. 

545.  Les  covariants  satisfont  à  un  système  d'équations 
différenlielles  qu'il  est  aisé  de  former. 

Faisons,  en  efifet,  la  transformation  particulière  de  déter- 
minant I 

(8)  x—\-\-tr^,  J  =  vi,  -=C, 
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d'où 

^  =  07  —  £  r,         r,  —y,         ç  =  -  ; 
on  aura 

/(^  +  sr„  r,,  l)  z=:  ^«^^..(^  -|-  £r,)^r.?rY 

OU,   en   développant  et  négligeant  le  carré  de   rinfiniincnl 
petit  3 

/(?+î^M  -^n  ^)  =  Sa^iîy  ï^'r.fi  !:Y4-  s  sa  «^o^,^  ;■''-'  7.?-+-'  ^Y. 

Changeons,  dans  la  seconde  somme,  a  en  an- 1  et  ,3  en  [j—  i 
et  réunissons-la  à  la  première  :  il  viendra 

f{\  -  £r,,  r,,  r)  ^  V  [;«,^^,.^  3(,^  +  I)  «a-.,  P-,,  y]  ç^'V^  Tï 

et,  par  suite, 

Aa,Sy=««3yH-  3  (  x  H-  l)«a+i,  3-i,  y 

(le  second  terme  n'existant  pas  si  ^  =  o). 

Cela  posé,  l'équation  (5)  se  réduira,  dans  ce  cas  particu- 
lier, à 

V{x  —  ty,  y,  z,  .  .  .,  aa|3y+s(«-ri)fl'a+i,  p-,,y,  ...) 
=iY*{x,  y,  z, aapy,  .  ..) 

ou,  en   développant  suivant  les  puissances  de  s,  négligeant 
encore  son  carré  et  supprimant  le  facteurs, 

la  sommation   s'étendant  à    toutes    les    valeurs    des    indices 
pour  lesquelles  a  -h  |i  -H  y  =  /i  et  j3  >>  o. 

En  permutant  les  variables  ^,  J',  z  et  en  même  temps  les 
indices  a,  [ii,  v,  on  obtiendra  cin(|  autres  équations  ana- 
logues, exprimant  que  la  condition  de  covariance  est  satis- 
faite pour  chacune  des  suljstitulions  [)articulières 

■r  —  ?,  Jt=-fl-h£Ç,  -  =  Ç, 

(9)         {  ^=^?>  y==^  +  £^,       -  =  S, 

x  —  k,  y='ï,  z—i-^t'i, 
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Réciproqucinent,  tout  polviiônie  homogène  qui  satisfait  à  ce 
système  d'équations  différentielles  est  un  covariant.  En  effet, 
en  vertu  de  l'homogénéité,  il  satisfait  à  la  condition  de  co- 
variance  pour  la  substitution  (^),  et  l'on  peut  s'assurer  aisé- 
ment que  toute  substitution  homographique  s'obtient  par  la 
combinaison  de  substitutions  successives  des  espèces  (7), 
(8),  (9)- 

546.  Pour  mettre  en  lumière  l'importance  de  la  notion  des 
covariants,  nous  remarquerons  qu'une  propriété  particulière 
de  la  courbe 

■  o  =/(-a?>  y,  -■)  =  ^ay,^y.7:'-^f?zy 

est  généralement  caractéiisée  par  une  ou  plusieurs  relations 
entre  ses  coefficients. 

Admettons  qu'une  certaine  propriété  soit  représentée  par 
un  système  d'équations 

Ci  =  C2^=. .  .=3  o, 

les  c  étant  les  coefficients  d'un  covariant  P.  Cette  propriété 
sera  commune  à  toutes  les  transformées  homographiques 
de/. 

Soit,  en  effet, 


/(X^  +  j^r.  +v^,   ......  .)  3r.^A,^4='r,? 


Ky 


l'une  de  ces  transformées;  on   a  identiquement,  par  hjpo- 
tlièse, 

0  —  F{a:,y,z,  .  .  .,  a^^^y,  .  .  .)  =  P(X^-i-.xr,  +  vÇ ,  «x?y,  •  •  •): 

et,  en  vertu  de  l'équation  (6),  on  aura  de  même  identique- 
ment 

P(;,r.,  C,   ...,  K^y,   ..  .)=0. 

Ces  propriétés  communes  à  une  courbe  et  à  ses  transfor- 
mées se  nomment  propriétés  projcctives.  On  appelle  pro- 
priétés métriques  celles  qui  sont  au  contraire  altérées  par 
une  transformation  homographique. 
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Nous  allons  passer  en  revue  quelques-uns  des  covariants 
les  plus  simples. 

547.  Discriminant.  —  Il  est  généralenicnl  impossible  de 
déterminer  les  rapjiorls  de  x,  y,  z  de  manière  à  satisfaire 
simultanément  aux  trois  équations 

àf  df  df 

-Y-=o,         -i-=o,         x-=o. 
ajs  dy  dz 

L'élimination  de  ces  rapports  donnera,  en  effet,  une  équa- 
tion de  condition 

A  — o. 

Le  polynôme  A  se  nomme  le  discriminant  de  f.  C'est  un 
Invariant.  Soit,  en  effet, 

(.0)  /(X^  4- j^^^4_vC,  ....... )  =  cp(^,r,,0 

une  transformée  homographique  de  /",  et  soit  A,  son  discri- 
minant.  La  condition   nécessaire   et   suffisante   pour   qu'on 

puisse  annuler  simultanément  les  dérivées  partielles  -^1  ~, 

— ^  sera  A,  =  o. 

Mais  si  nous  prenons  les  dérivées  partielles  de  l'écj na- 
tion (10)  par  rapport  à  i,  r),  J^,  il  viendra 

l  d^  dy  dz  d\^ 

,     ^                       ]  àf  ,df  „df  do 

\  âx  dy  dz  di] 

I  df  ,  df  „  df  do 

\  da;  dy  dz  d^ 

Si  d^nc  on  peut  annuler  à  la  fois  -r^)  ~i  --,  on   poiina 
'  dx     dy     dz  ' 

,       ,    .     c  .     do     do     do  ,   .  I V  I 

annuler  a  la   lois  -r^-j  -^  )  -ré.  y  et  recii)ro(niciiu'iil.  JJoiic  les 
dl     dri     d^  ' 

deux  équations  A  =  o  et  A,  =  o  sont  é(|uivalcntes,  et  A,  A, 

J.  —  I.  3.j 
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ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  indépendant  des  coef- 
ficients de  f. 

5i8.   Ilessien.  —  On  nomme  hessien  de  /  le  déterminant 


H 


dx' 

d\f 
dx  dy 

d\f 

dx  dz 

dV 

dy  dx 

d-f 

ày' 

d\f 
dy  dz 

d\f 

à\f 

d\f 

dz  dx     dz  dy       dz'^ 


Ce  n'est  autre  chose  que  le  jacobien  des  fonctions  -r^» 
^  ''  dx 

df     df  u  .  ..... 

-^,  -~-\   et  n=o  exprime,   comme  on  sait,    la  condition 
dy     dz'  ^  ' 

nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  une  relation  linéaire 

,df      ,df      ,df 
entre  a----,  d-^-,  a—-- 
dx        dy        dz 

Soit  H,  le  hessien  de  es;    H,  =  o  sera  la  condition  pour 

qu'il  existe  une  relation  linéaire  entre  les  différentielles  de 

r  '   i   '  Ir  *  ^^^^  ^^^  équations  (i  i)  différentiées  permettent 

^, 
dx 


d'exprimer  linéairement  ces  différentielles  par  celles  de 

-—■)  -^)  et  réciproquement.  Si  donc  il  y  a  une  relation  entre 

ces  dernières  différentielles,  il  j  en  aura  une  entre  les  pre- 
mières,  et  réciproquement.   Les   équations    H  =  o,   H)  ^  o 
sont  donc  équivalentes  et  ne  peuvent  différer  que   par  un 
facteur  indépendant  des  coefficients. 
Le  hessien  est  donc  un  covariant. 


549.  Polaires.  —  Soient  .r,  j^,  z  et  .r',  y\  z'  deux  séries 
de  variables,  assujetties  à  une  même  substitution  homogra- 
phique 

\   X  z=\\   -\-  [i.r,   -+-  vC,  .  .  . , 


(12) 
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On  aura  évidemment 

^  -f-  ^'=z  X(?  -i-  \')  -H  [jl(t.  -+-  r/)  +  v(Ç  4-  ^'), 

Cela  posé,  soit /"(^ ./',)■,  z)  un  poljnomc  qui,  par  la  substi- 
tution ci-dessus,  se  change  en 

fi^x  +  x\  y  -h  v^,  V  -f-  3')  se  changera  évidemment  en 

Développant  les  deux  membres  de  l'égalité 

suivant  la  série  de  Tajlor,  il  viendra 

-f  ^V  i:^-^^'  Tv'^^  ôiF'^  T72 •^-^• 


^         .       -'     ^         .       V'-^Vj      ■  '      '^^  '     <?Y1     "       ^     (?Ç 


/ï'I   ^r'  "^    -4-!:'  "^ 


.,'  <^^    '    '  âr,       ^  ()!;;•    '  1.2  '   ■  ■ 

égalité  qui  deviendra  identique  si  l'on  y  remplace  x^  y,  z, 
x',  y\  z'  par  leurs  valeurs  (12).  En  égalant  séparément  les 
termes  d'un  même  degré  m  par  rapport  à  ;',  r/,  ^',  il  viendra 

JJonc  l'expression 

est  un  covariant  de  /,  pourvu  (jue  x' ,  y',  z'  y  soient  soumis 
à  la  même  transformation  liomographique  que  x^  y,  z. 

Ce  covariant  se  nomme  la  m"'""'  polai/r  de  /  par  r.q>porl 
au  point  [x' ,r',  z'). 
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550.   Points  simples  et  points  multiples.  —  Soit 

l'équation  en  coordonnées  trilinéaires  d'une  courbe  d'ordre 
n  ;  et  soit  (^,J',  -:;)  un  de  ses  points.  Cherchons  son  ordre  de 
midtiplicité. 

Une  droite  menée  par  ce  point  et  par  un  autre  point  arbi- 
traire («,  b,  c)  est  évidemment  représentée  par  l'équation 


œ' 

■a? 

a 

y' 

y 

b 

„/ 

z 

c 

ou  par  le  système  équivalent 

/  x'  =:  xt  -[-  as, 

(i3)  .  y—yt-\-bs, 

\  z'  =^  zt  -\-  es, 

x'^  y,  Z-'  étant  les  coordonnées  courantes  et  t,  s  deux  para- 
mètres, dont  le  rapport  caractérise  les  points  de  la  droite. 

s 
Les  valeurs  de  ce  rapport  -,  pour  les  points  d'intersection 

de  la  droite  avec  la  courbe,  seront  données  par  l'équation 
G=:  f{xt  -h  as, yt  -h  bs,  zt  ^  es ) 
=  t'^nx,r,z)-^t'^-^s{a^-^b^-^e%)-^... 


(«4)   { 


1 .2. .  .m  \    ax 


c    àf     df    df  .  1     ^   I     r  •  1 

Si  ^j   -7—5   -f-  ne  sont  pas  nuls  a  la  lois,  on  n  aura,  en 
ax     ôy     Oz  ' 

général,  qu'une  racine  nulle;  le  point  sera  simple. 

La  racine  nulle  sera  double  si  a,  b,  c  sont  déterminés  de 

telle  sorte  qu'on  ait 

\    ox         ay         ôi 
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Substituons,  dans  cette  équation,  les  valeurs  de  «s,  bs,  es 
tirées  des  formules  (i3)  et  remarquons  que  l'on  a,  d'après 
une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes, 

à/  à/         df  . 

dx      -^  dy         âz        '' 

il  viendra,  pour  l'équation  de  la  tangente, 

,àf         ,df         ,df 

dx      -^    dy  dz 

Supposons,  au  conlraire,  que  /"  et  toutes  ses  dérivées 
successives,  jusqu'à  l'ordre  m — -i  inclusivement,  s'annulent. 
L'équation  (i4)  aura  m  racines  nulles  et  le  point  {x^y,z) 
sera  multiple  d'ordre  m. 

On  aura  plus  de  m  racines  nulles  si  a,  b,  c  sont  choisis  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

à        ,  d  à  Y' 

""j^-^^Jy-^'Tz)   •^==^- 

Cette  équation,  jointe  aux  équations  (i3),  caractérise  les 
tangentes  au  point  multiple.  Il  est  aisé  d'éliminer  les  quan- 
tités auxiliaires  a,  b,  c  Nous  venons  de  voir,  en  effet,  que/ 
étant  homogène  et  s'annulant  au  point  {x,y,  z),  on  a 

/     àf      ,  âf         df\         ,df         ,df        ,df 

\    dx         a  y         ozj  Ox      ^    a  y  dy 

Cette  nouvelle  fonction  étant  elle-même  homogène  en  x^  y, 
z  et  s'annulant  au  point  x,  y^  s,  on  aura,  par  la  répétition 
de  la  même  opération, 

J      d         ,    d  àV-  .      f    ,  d  ,  d  ,  dV- 

''^dx    -  ^d^-^'d-z)  -^^^i"  dx  -'-•>-  dy  -^'  d-z)  •^' 


et  enfin 


a  -t 


d  d  àV"  ._  /    ,  d  ,  d  ,  d 


dx  dy         dzj    '^       \      de      -^    dy 


dy         dz      •'       \      dr      -^   dy  dz  I    '' 
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Le  faisceau  des  tangentes  cherchées  aura  donc  pour  équa- 
tion 

<-  (>'r.-/é.-'â)"'/=o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  un  covariant. 
Pour  vérifier  qu'il  se  décompose  en  un  produit  de  facteurs 
linéaires,  nous  pourrons  supposer  qu'on  ail  pris  le  point 
(x,  y,z)  pour  l'un  des  sommets  du  triangle  de  référence  ;  on 
aura,  dans  ce  cas  particulier,  x=  o,  j^=  o,  et  réquation(i5) 
se  réduira  à 

,  à  ,  d  Y  . 

,^^^-^^^>J    '^==°' 

car  toutes  celles  des  dérivées  d'ordre  m  où  figure  une  dériva- 

lion  par  rapport  à  z  sont  nulles.   Soit,  en  effet,   '-^ 

^        ,r^  -  .  '  '   Ox""  dy^  dzy 

lune  d'elles;  c'est  la  dérivée  par  rapport  à  :;  de  la  dérivée 
d'ordre  m  —  i 


I 


dx^'àr^àzy- 


laquelle  est  homogène  de  degré  n  — •  m  —  i  et  s'annule  pour 
a;  =  y  =  o.  On  aura  donc  l'identité 

dl  dl  01       , 

ax      -^  oy  az 

,,   .      .  dl 
qui  se  réduira  a  -y^  =  o  au  point  x  =^  o^  r  =  o. 

ooi.  Points  cV inflexion.  —  Ce  sont,  par  définition,  les 
points  simples  où  la  tangente  a  avec  la  courbe  un  contact 
d'ordre  supérieur  au  premier.  Si  donc  (  .r,  r,  z)  est  un  de 
ces  points  et  qu'on  choisisse  le  point  (a,  6,  c)  dune  manière 
quelconque  sur  la  tangente,  l'équation  'i4)  devra  admettre 
trois  racines  nulles;  on  aura  donc  non  seulement 

àf       j  df  df 

ox  ay         az 


COURBES    PLANES    ALGÉBRIQUES. 


55l 


mais  encore 


d         .    d  âV  . 

,«3 O  ^ HC-r-/=0. 

■ji\    ojc  oy  dz  ) 


Cette  dernière  équation  devant  être  une  conséquence  de 
la  précédente,  son  prennier  membre,  qui  est  un  polynôme 
du  second  degré  en  a,  6,  c,  se  décomposera  en  un  produit 
de  deux  facteurs,  dont  l'un  sera  précisément 


àf         ,àf  ùf 

ox  oy  az 


La  condition  pour  qu'une  décomposition  en  deux  facteurs 
soit  possible  est,  comme  on  sait,  que  le  déterminant  de  cette 
forme  quadratique 


d^f 

àV 

àV 

dx' 

âxdy 

dx  dz 

H=i: 

ây  ôx 

dy- 

dy  dz 

à'f 

àV 

àV 

dz  âx 

dz  ây 

dz'' 

soit  égal  à  zéro. 

Réciproquement,  si  H  =  o,  on  aura  affaire  à  un  point 
d'inflexion.  On  pourra,  en  elTct,  déterminer  trois  nombres 
a,  b,  c  de  telle  sorte  qu'on  ait 


dx- 
d\f 


à\f 
dx  d  V 


dy  dx  dy- 


dz  dx 


dzdy 


d'-f 
dx  dz 

d'-f 

-+-  c  -r-~   =  O, 

dy  dz 

d'f 
dz- 


Ajoutant   ces    équations    respectivcincnl    niiiltiplit'cs    [lar 
X  y 

n  —  I     n  —  I     II 


et   tenant   coniplc  de   1  boinogéiK'ilc  de 
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df       df      df     .,       .         , 

-V- >  V-'  ^   '  i'  Viendra 

df       ,df  df 

ax         oy         az 

Le  point  (a,  Z?,  c)  est  donc  sur  la  tangente. 

D'autre  part,  les  mêmes  équations,  multipliées  par  a.  b.  c, 
et  ajoutées  ensemble,  donnent 

d         ,    d  dV- 

La   tangente  a  donc   un    contact  du   second   ordre  avec    la 
courbe. 

Les  points  d'inflexion  seront  donc  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  f^  o  avec  sa  hessienne  H  ^  o.  Cette  der- 
nière courbe  étant  d'ordre  3(n  — -a),  on  aura,  en  général, 
3n{ji  —  2)  points  d'inflexion. 

Ce  nombre  s'abaisse  dans  le  cas  particulier  où  la  courbe 
f=  o  a  des  points  multiples.  En  effet,  on  a,  en  chacun  de 
ces  points, 

àf  df  df 

ax  ây  oz 

ou,  à  cause  de  l'homogénéité. 


=ro, 


à°-f 
az  ox  Oz  oy  az- 

et,  comme  oc^y^  z  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  le  déterminant 
H  de  ces  équations  doit  être  nul. 

Les  points  multiples  de  f  figurent  donc,  chacun  avec  un 
certain  ordre  de  multiplicité,  parmi  les  intersections  àe  f  et 
de  H.  Mais  ce  ne  sont  pas  des  points  d'inflexion,  d'après  la 
d('finition  de  ceux-ci,  qui  doivent  être  des  points  simples 
àr.  f. 
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o32.  Classe.  —  On  nomme  classe  d'une  courbe  /  le 
nombre  v  des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  un  point 
arbitraire  (^',  j-',  z'). 

Soit  (x,y,z)  le  point  de  contact  d'une  de  ces  tangentes; 
on  aura 

(i6)  f{x,y,z)  -o; 

et  la  tangente  en  ce  point  passant  par  (x'.y',  z') 

,àf         ,df         ,df 
dx      -'   dy  az 

Les  deux  courbes  (i6)  et  (17),  de  degrés  /i  et  /?  —  1,  se 
coupent  en  n{n  —  i)  points.  On  a  donc,  en  général, 

^  =:  n{n  —  I  ) . 

Toutefois,  si  la  courbe  f  a  des  points  multiples,  leurs 
coordonnées  satisferont  identiquement  aux  deux  équations 
ci-dessus,  quels  que  soient  x',  y',  z'.  La  droite  qui  joint  un 
de  ces  points  multiples  au  point  arbitraire  {x',y,  z'),  bien 
que  coupant  la  courbe  en  deux  points  coïncidents,  n'est 
pourtant  pas  une  tangente  au  sens  propre  de  ce  mot.  On 
devra  donc,  dans  l'évaluation  de  la  classe,  supprimer  ces 
solutions  étrangères. 

553.  Coordonnées  tangenlielles.  —  L'équation  générale 
d'une  droite  est  de  la  forme 

iix  -^  vy  -k-  wz  =z  o. 

Les  coefficients  u,  v,  w  (ou  plutôt  leurs  rapports)  se  nom- 
ment les  coordonnées  tangenlielles  de  la  droite. 

Les  diverses  droites  qui  passent  par  un  point  (a,  b,  c) 
satisfont  à  l'équation 

ua  -f-  vb  -r-  wc  =  o, 

qu'on  peut  considérer  comme  représenlaut  ce  point. 

Plus  généralement,  les  droites  qui  satisfont  à  une  équa- 
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tion  homogène  et  de  degré  v  en  m.  ç,  w 

F(«,  V,  iv)  =  o 

enveloppent  une  courbe,  dont  nous  dirons  que   l'équation 
précédente  est  Véqiiation  tangenticUe. 

Celte  courbe  sera  de  classe  v,  car,  si  l'on  veul  déter- 
miner celles  de  ses  tangentes  qui  passent  par  un  point  arbi- 
traire (rt,  ^,  c),  il  faudra  associer  les  deux  équations 


F(  «,  V,  w)  -=.  o, 


vb 


wc 


o. 


Tirant  de  la  seconde  équation  la  valeur  de  l'une  des  incon- 
nues «,  V,  iv,  pour  la  substituer  dans  la  première,  on  aura 
une  équation  de  degré  v  pour  déterminer  le  rapport  des 
deux  autres. 

Deux  courbes  F  :=  o,  <ï>  =  o,  des  classes  pi  et  v,  auront 
av  tangentes  communes,  dont  les  coordonnées  seront  défi- 
nies par  les  équations  F  =  o,  $  r=^  o. 

554.  On  peut  distinguer  des  tangentes  simples  ou  mul- 
tiples, par  des  considérations  calquées  sur  celles  qui  nous 
ont  servi  à  l'étude  des  points  multiples. 

Soient,  en  effet,  F[ii,v,w)  =  o  l'équation  tangentielle 
d'une  courbe  de  classe  v;  {u,v,w)  l'une  de  ses  tangentes. 
Son  intersection  avec  une  autre  droite  arbitraire  (a,  6,  c) 
sera  représentée  par  l'équation 

II'     u     a 
v'      V      b 

w'     w     c 

ou  par  le  système  équivalent 

u'  z=i  ut  H-  as,         v'  =  vt  -h  bs,         w'  =  wl  -t-  es. 


Les  valeurs  de  -  pour  les  tangentes  menées  de  ce  point  à 


\ 


COURBES    PLANES    ALGÉBRIQUES.  555 

la  courbe  sont  données  par  l'équation 

o    -  Fi  ut  -4-  as,  vt  -^  hs,  wt  ~r  es) 

r  r  ¥{u,  V,  w)  -  t"-'s(a  ^  --b^  -r-c  — ')  --  .  .  .  . 
\    au  Oi'         Ow  I 

^.  d¥    ÔV     d?  ,     «   ,     r  • 

Ï51  -^—-i  -T- 1   -T—  ne  sont  pas  nuls  a  la  lois,  on  n  aura,  en 
au     av      c/ir  ' 

général,  qu'une  racine  nulle;  une  seule  des  tangentes  me- 
nées par  le  point  considéré  coïncidera  donc  avec  (m,  f,  w). 
Toutefois,  si  la  droite  (a,  6,  c)  passe  par  le  point  de  con- 

fd¥    dY    d¥\    ,    ,  ,  , 

tact     -r— )  -^~,  -V-     de  la  tangente  (u,  v,  «■),  deux  tangentes 

au  moins  coïncideront  avec  (w,  v,  w). 

^.      dF        d¥        dF  .       .      \  ,  I         •       -  1         17 

oi  -^--t   -V- )   ^r-   et,  en  gênerai,  toutes  les  dérivées   de  r 
au     av     dw  ^ 

d'ordre  -<  m  s'annulent,  on  aura  toujours  ni  racines  nulles, 

et    nous    dirons    que    (i^,  v^  w)    est   une    tangente    multiple 

d'ordre  m.  Le  nombre  des  racines  nulles  s'élèvera  d'ailleurs 

au-dessus  de  m  si  «,  b.  c  satisfont  à  l'équation 

au  av  aw  j 

laquelle  se  décomposera  en  un  produit  de  ni  facteurs 
linéaires,   dont  chacun  représente   un   point  de  contact. 

555.  Il  est  aisé  de  passer  de  l'équation  dune  courbe  en 
coordonnées  ponctuelles  à  son  équation  en  coordonnées  lan- 
gentielles,  et  réciproquement. 

Soient,  en  efifet,  («,  v^  w)  les  coefficients  de  la  tangente  en 
un  point  (^,jK)  ^)  tls  la  courbe  f[x,y,  z)  =  o.  Cette  droite 
passant  par  les  deux  points  (x^v,z)  el  {x-\-dx , y-{-d\\  z-^dz)^ 
on  aura 


ux 


d'où 


u  :  r 


vy  -r-  wy  =  0,         u  dx  4-  c  dy  -h  wdz  =z  o, 
V  ::  y  dz  —  z  dy  \  z  dx  —  x  dz  :  x  dy  —  )■  dx. 
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Mais  on  a  d'autre  part 

dx      -   dy         dz        -' 
df  ,         df  ,        df  , 


d'où 


-^  '.  -T-  '.  ^  y.  y  dz  —  z  dy  '.  z  dx  —  x  dz  \  x  dy  —  y  dx. 
âx    dy    dz      -^  -^  j       j 


Donc 


df     df    df 
Il  '  ('  I  (V  *  I  — —  *  — ^—  '  -^  " 
"  dx  '  dy  '  dz 


Éliminant  x,  y,  z  entre  ces  équations  et  l'équation  y  =  o, 
on  aura  l'équation  tangentielle  cherchée 

F(«,  (',  w)  =r  O. 

Réciproquement,  soient  {x,y^  z)  les  coordonnées  du  point 
de  contact  de  la  tangente  [u,  v^  w)  avec  son  enveloppe  F  =  o. 
On  aura 

ux  -\-  vy  ~\-  ivz  ■=  o,         X  du  -h  y  dv  -h  z  dw  =  o, 
d'où 

X  '.  y  :  z  :  :  »■  dw  —  w  dv  :  w  du  —  u  d\v  ;  u  dv  —  t' du. 

Mais,  d'autre  part, 

dY  d¥  d'P 

u^ \-  V  -^ h  tv  -T—  =  V  i<  =  o, 

du  dv  dw 

dF    .         dF  ,        dF    , 

-r—  du  -+-  -r—  d\>  H — r—  dw  =:  o, 
du  dv  dw 

d'où 

dF  ^dF  ^dV  ^    .       ;  ^     .      ^  ^ 

-T—  :  -—  :   -     :  :  i'  dw  —  w  dv  .  w  du  —  u  dw  :  u  dv  —  V  du. 
du     dv     dw 

Donc 

dF     dF     dY 
^  du     dv     dw 
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Eliminant  m,  t^,  w  entre  ces  équations  et  F  =  o,  on  i-etom- 
bera  sur  l'équation  ponctuelle/(jr,  j',  z)  =  o. 

5o6.   Un  polynôme  homogène  et  de  degré  n 

contient  un  terme  en  x",  deux  termes  en  x"  ' ,  ...,  n  +  i 
termes  indépendants  de  x,  soit,  en  tout, 

I  -H  2  4-. .  .-i-  (/i  -hi)  =  ^ ^^ termes. 

2 

On    peut   donc   assujettir    ses   coefficients   à    satisfaire    à 

(n  -t-i)(rt-h2)  ,     .  r    .   •  ,    , 

I    relations   linéaires   et   homogènes,    f[ui 

détermineront  leurs  rapports.  Le  polynôme  sera  ainsi  déter- 
miné à  un  facteur  constant  près.  Toutefois  si  le  déterminant 
des  équations  de  condition  est  nul,  il  restera  plusieurs  coef- 
ficients indéterminés. 

On  obtient  une  relation  de  l'espèce  considérée  en  assujet- 
tissant la  courbe  y=  o  à  passer  par  un  point  donné 
(Xi,  y^,  Zi).    Pour    exprimer    que   le    point    est    multiple 

, ,      ,                      ,          .      ,     .       /??  (  /7^  -h  1  )  , .  .  , 

ci  ordre  m,  on  devrait  écrire  conditions  de  même 

nature,  exprimant  que  les  dérivées  partielles  d'ordre  m  —  i 
de  y  s'annulent  toutes  en  ce  point. 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes,  car  y'et  ses  dé- 
rivées partielles  d'oi'dre  moindre  s'annuleront  aussi.  Soit, 
en  effet,  I  l'une  quelconque  des  dérivées  d'ordre  m  —  2  ;  on 
aura,  d'après  le  théorème  des  (onctions  homogènes, 

d\  d\  d\ 

pui.s(|uc  les  dérivées  d'ordre  m  —  1  (pii  figurent  dans  le 
second  membre  sont  toutes  nulles,  par  hypothèse. 

Les  dérivées  d'ordre  m —  >  étant  toutes  nulles,  celles 
d'ordre  m  —  3  le  seront  aussi,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  y. 
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Nous  obtenons  donc  la  proposition  suivante  : 

On  peut  toujours  déterminer,  et  en  général  dUine  seule 

,      ,,       ,                                  (n-l-i)(«-4-2) 
manière,  une  courbe  a  ordre  n passant  par i 

points  donnés. 

Cet  énoncé  subsistera,  si  l'on  remplace  la  condition  de 

ni(m-j-i)        .  j         ,  Il       7, 

passer  par  points  donnes  par  celle  d  avoir  un 

point  multiple  d'ordre  m  donné  de  position. 

c-i  I         1  •  1  ,      ,     .    in  -^  \)  { n  -\-  i) 

l5i  le  nombre  des  points  donnes  était —  2 

2 

seulement,  les  coefficients  seraient  déterminés  en  fonction 
linéaire  de  deux  d'entre  eux,  c,  c^ ,  qui  resteraient  arbitraires, 
et  l'équation  de  la  courbe  cherchée  serait  de  la  forme 

cM  +  c,  Mi=i--  o, 

M,  M,  étant  des  polynômes  déterminés,  d'ordre  n.  En  fai- 
sant varier  le  rapport  -^  on  obtiendra  un  faisceau  de  courbes, 

passant  toutes  par  les  points   donnés;    mais  elles  passeront 

aussi  par  les  autres  points  d'intersection  de  M  avec  Mj. 

^         .      .      .        ,,     ,                      ,          ,    {n -T- \)  (n -\- 1) 
On  voit  ainsi  qu  a  cliaque  système  de i 

points  pris  arbitrairement  dans  le  plan,   est  associé  un 

I       o        (n  -hi)  {n  ^  2)  .  , 

autre  système  de  n- h  2  points  tels  que 

toute  courbe  d'ordre  n  qui  passe  par  les  premiers  points 
passe  aussi  par  les  autres. 


557.  Les  considérations  qui  précédent  permettent  d'ob- 
tenir aisément  une  limite  supérieure  du  nombre  des  points 
multiples  que  peut  présenter  une  courbe  donnée  d'ordre  /?, 
f=o. 

Supposons  d'abord  que  le  polvnôme  f  ne  soit  pas  décom- 
posable  en  un  produit  de  facteurs  rationnels.  Soient/^, ,  p2j  ■  ■■ 
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les  points  multiples,  jx,,  [jl2,  •••  leurs  ordres  de  multiplicité  : 

1  J  1  i'-iil^i  —  0  •  -        I    ■ 

chacun  des  nombres  ■ — ^^^ sera  au  moins  ej^al  a   i . 

2  ^ 

La  somme  \  -^— -^- -,  étendue  à  tous  les  points  mul 

.    ,                                                («  — i)(n  — 2) 
tiples,  ne  pourra  surpasser 

Supposons,  en  efl'et,  qu'elle  surpasse  ce  nombre. 

Parmi  les  points  multiples,  choisissons-en  un  certain 
nombre/?!,  ....  pk  en  nombre  strictement  nécessaire  pour 
que  la  somme 


S/.= 


,  ,  (  rt  —  I  )  (  /l  —  2  ) 

soit  plus  grande  que ■ 

Deux  cas  seront  à  distinguer  ici  : 

i"   bi  b/i  ; I ,  on  pourra  déterminer  une  courbe  es 

d'ordre  n  —  i  admettant  les  points/?, pk  comme  points 

multiples  d'ordre   a,  —  i,    ....    jxa — i,   et  passant  en  outre 

n{n  -h  i)  j^         •    .       u    •  •         1  •.     •  »  r 

par  — ^ I  —  oa  pomts  choisis  arbitrairement  sur  /; 

car  cet  ensemble  de  conditions  donne  bien  les  — —  i 

2 

relations  linéaires  et  homogènes  auxquelles  on  peut  assu- 
jettir les  coefficients  de  -j. 

Cherchons  le  nombre  N  des  points  d'intersection  de  /'  et 
de  ■^. 

Ainsi  que  nous  le  démoiilrerons  plus  tard,  un  poiut  com- 
mun à  deux  courbes,  et  dont  les  degrés  de  multiplicité  sur 
ces  deux  courbes  sont  respectivement  a  et  v,  compte  en  gé- 
néral pour  jxv  intersections.  Le  nombre  des  intersections 
correspondantes  aux  points  multiples  sera  donc 

A 
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On  aura  donc 


N  >2Sa--+-- — I  — S;;-, 

n{n  -h  i) 


"2 


(n  —  j)  (n  —  2)        n{n  -\-  i) 

>■ i —  I  >>  «  (  /i  —  I  ) . 

2  2 

Ce  résultat  est  absurde,  car  deux  courbes  de  degré  n  el  n  —  i 
ne  peuvent  avoir  plus  de  n(n  —  i)  points  communs  si  elles 
n'ont  pas  de  partie  commune,  ce  qui  n'est  pas  le  cas,  la 
courbe  /  étant  indécomposable,  par  hypothèse. 

2°  supposons,  au  contraire,  ok^- —  i.  boit  p  le 

plus  grand  entier  tel  que  l'on  ait  encore 


On  pourra  déterminer  une  courbe  o  de  degré  n  —  i  admet- 
tant les  points/?,,  ...,  />a_hj  Pa  avec  des  ordres  de  multi- 
plicité !J.,  —  I,  . . .,  [J./,_(  ■ —  I,  p.  Le  nombre  N  de  ses  point? 
d'intersection  avec /"sera  au  moins  égal  à 

A-l 
\      [X,(|i.,-—  l)   -h    p[X/,, 

1 
et,  comme  ix^^  p  H-  i  et  que,  d'autre  part, 

V  H-((^—  i)    ,    (?  +  i)p 


N>2 


2 
n(  n  +  1) 

2 

n(n  -H  I ) 

est  par  hypothèse  ^ i ,  on  aura 


[     >>  /î  (  /i  —  I  ) . 


La  conséquence  sera  la  même  que  dans  le  premier  cas. 
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Enlin,  si /  est  un  produit  de  facteurs /"ij/o-  •••i  les  points 
multiples  de  /  seront  évidemment  :  i"  ceux  des  courbes/,, 
f>.  ...  considérées  isolément;  2"  leurs  points  d'intersection 
deux  à  deux.  Les  uns  et  les  autres  sont  en  nombre  limité  (si 
nous  excluons  le  cas  où/' admettrait  un  fadeur  multiple). 

II.  —  Cycles. 

008.  Un  cycle  ayant  pour  origine  le  point  (Xq,  Yo)  est 
généralement  défini  par  deux  équations  de  la  forme 

(l)      X  =X„-r-a,^-i- a.r--|-.  .  .,  Y  —  Y^ -f-  ?,  / -h  3,  f2  _4_  _  _  ^ 

OU,  en  coordonnées  homogènes,  par  les  proportions 

j-  :  ,r  :  c  :  :  X„  ^  a,  /  — . . .  :  V„  -r-  s,  /  h-  . . .  :  i , 

ou  enfin,  en  multipliant  les  seconds  termes  des  proj)ortions 
par  un  même  facteur  de  la  forme  z^^-k-  c  y  t  ^  c  ^t-  -^ . .  . .  où  z^ 
n'est  pas  nul,  ])ar  des  relations  de  la  forme 

(r^)  .r:r:-:T,:T,:T„ 

où 

T,  ^  JCo -h  «1  ^  -r-  (72  ^^ -f-  .  .  .  , 

T,  =  r^  -h  6,  /  -T-  62  ^-  -T- . . . , 
T3  =  ^0 -^  c,  ^  -4-  c. /- -i- 

z^  n'étant  pas  nul. 

Un  cycle  dont  l'origine  serait  à  l'infini  serait  représenté 
par  des  relations  analogues,  où  z^  serait  nul,  mais  ^0  oi' J'o 
différent  de  zéro. 

Réciprocpiement,  un  système  de  relations  tel  que  (■>)  dé- 
finit un  cycle,  car,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  c^'^^N 

T  ^       T. 

\  ^  =^  et  Y  ^  =^  seront    dévcloppablcs    suivant  les  puis- 

sauces  entières  et  positives  de  /. 

539.   Nous    supposerons   que   le    paramètre   l   corresjjond 
unilbrmémcnt  au\  points  du  cycle.  S'il  en  csl  ainsi,  cl  si  la 
.1.  -  1  0(3 


(4) 
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tangente  au  cycle  est  une  droite 

Y-Y„=a(X-Xo), 
non  parallèle  à  l'axe  des  Y,  on  pourra,  en  posant 

t  =^liU  -i-loU-  -r- . . . , 

déterminer  les  coefficients  X  de  telle  sorte  que  les  équations 
du  cycle  prennent  la  forme  canonique 

(3)  X=:Xo4-«'",         Y  =  Yo -h  a«'"-i- «0 «'■»  +  •• -, 

7",  ;"o,  ...  étant  une  suite  d'entiers  croissants  sans  autre  divi- 
seur commun  que  l'unité. 

Dans  le  cas  exceptionnel  où  X  —  Xq  ^  o  serait  tangente, 
on  aurait  une  forme  canonique  analogue 

X  =  Xq  -r  «0  W'o  -f- . .  . ,  Y  =  Yo  -r-  u''. 

Pour  une   valeur    donnée   de  X  —  Xq,   les  équations  (3) 
fourniront  r  valeurs  r,Q,  r,,,   ...,  r^r-t   de  \,  donnée  parles 

formules  suivantes,  où  (X — Xq)'"  désigne  l'une  quelconque 

lui 

des  racines  r"^^""-'^  de  X  —  Xq,  et  h  rcxponcnlielle  e  '' 

r,o  rrz  Y„  -+-  «(X  —  X„)  +  ao(X  -  Xo)'-  -  a,  (X  —  Xo)'-  + .  .  . , 

r.„  =  Yo  -^  a  ( X  -  Xo)  -+-  a,  0'V«  ( X  -  X» )  '"  +  «,  6'-.'«  (X  -  X») '"  - 

Le  cycle  pourra  d'ailleurs  cire  exprimé,  sans  l'intervention 
d'un  paramètre,  par  l'équation 

(5)  P(X,  Y)  =  (Y-7,,)...(Y-T,._,)=o, 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  en  Y,  ayant  pour 
coefficients  des  séries  de  puissances  entières  et  positives  de 

X-Xo. 

5G0.   Picvenons  à  la  forme  générale  (2)  des  équations  du 
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cycle.  Les  paramètres  des  points  dintersection  d'une  droite 

liCC  +  lof  -f-  I3Z  3=0 

avec  le  cycle  sont  donnés  par  l'équation 

(6)  >iT,4-}.,T,-i->.3T3=o. 

Si  la  droite  passe  par  le  point  {Xo,  yo,  ^o)  origine  du 
cycle,  on  aura 

et  si  ar,  br,  Cr  est  la  première  colonne  de  coefficients  qui  ne 
soient  pas  proportionnels  à  x^,  jKo?  ^oj  le  premier  membre 
de  (6)  sera  de  la  forme 

L'équation  aura  donc  /■  racines  nulles,  qui  se  changeraient 
d'ailleurs  en  racines  infiniment  petites  pour  une  autre  droite, 
infiniment  voisine  de  la  précédente,  mais  ne  passant  pas  par 
l'origine  du  cycle.  La  droite  et  le  cycle  doivent  donc  être 
considérés  comme  ayant  /■  points  d'intersection  concentrés 
à  l'origine. 

Ce  nombre  sera  accru  si  l'on  a  encore 

auquel  cas  Téquatiou  de  la  droite  sera 


«Iv  iX   Q  Ci  1» 

Z        Zi\         Cr 


=  O. 


Cette  droite  sera  donc  la  langenle  au  cycle,  et  l'on  aiiia 

A, T,  -i-  ÀoT., -V-  X;,T3=  (Xi rt,.^p  +  l,  br^p  4-  X3C,.+p)  ^''^P -f- .  . . , 

iff+çi,  br+p,  Cr^ç,  étant  la  première  colonne  de  coeflicicnls  Ici  le; 
f[uc  Ton  ait 

d^y       Or       ilr 
Jo        br       br^p 


Cr 


Vrp 


564  PREMIÈRE    PAUTllî.    —    CHAPITRE    V. 

Le  nombre  des  intersections  de  la  tangente  avec  le  cycle 
au  point  (xojj'oi  ^o)  sera  donc  /•  H-  p. 

Les  nombres  r  et  p  se  nomment  Vordre  et  la  classe  du 
cycle. 

Un  cycle  dont  les  équations  ont  été  mises  sous  la  forme 
canonique  (3)  a  évidemment  pour  ordre  ;■,  pour  classe /o  —  /', 
et  pour  tangente  la  droite  Y  —  Y„  =  «(X  —  Xo)- 

561.  Soient  c  et  G  deux  cycles  ayant  même  origine.  Pro- 
posons-nous de  déterminer  le  nombre  de  leurs  intersections 
confondues  avec  l'origine. 

Comme  il  est  évident  qu'une  transformation  homogra- 
phique  change  un  cycle  en  un  autre  cycle,  il  est  permis  d'ad- 
mettre que  le  triangle  de  référence  ait  été  choisi  de  telle 
sorte  que  l'origine  commune  des  cycles  ne  soit  pas  sur  la 
droite  ^  =  o,  et  que  le  point  x  =  5  =  o  ne  soit  pas  sur  les 
tangentes  aux  cycles.  La  droite  X  =  Xo  (ou  x  =  1s.qz)  ne 
sera  donc  pas  tangente  aux  cycles,  et  l'on  pourra  donner  aux 
équations  de  c  la  forme  canonique  (3).  Ses  branches  yiq,  .  • ., 
'ftr-i  seront  fournies  par  les  formules  (4),  et  le  cycle  sera  re- 
présenté, après  l'élimination  du  paramètre,  par  l'équa- 
tion (5).  Quant  au  cycle  C,  on  pourra  mettre  ses  équations 
sous  une  forme  analogue 

X  =  Xo+  0\        Y  =  Yo  +  A^«  +  k,t^' 4-  . .  . , 

el  il  aura  R.  branches  Hq?  H, ,  .... 

Les  valeurs  de  t  correspondantes  aux  points  d'intersection 
des  deux  cycles  seront  données  par  l'équation 

P  (Xo  +  l'\  Yo  +  A  ^"  -H  A„  ^i'.  4-  . .  .  )  =  o. 

Le  nombre  des  racines  nulles  [lesquelles  se  changeraient  en 
racines  infiniment  petites  pour  un  autre  cycle 

P(\,  Y)-hBP,(X,Y)r=0 

iufiuiment  voisin  de  c  el  ne  passant  [)luspar  l'origine  X^,  \(,] 
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sera  éj^al  à  l'ordre  O  du  premier  membre  par  rapport  à  Tin- 
finimenl  petit  /. 

Or,  si  Ton  remplace,  dans  cette  expression,  t  par 

277J7Ct  1 

e'S-(X-X„)«, 
auquel  cas  elle  se  réduira  à 

P(x,  n,„), 

il  est  clair  que  son  ordre  en  X  —  Xq  sera  devenu  t--  Donc  O 
est  égal  à  R  fois  l'ordre  par  rapport  à  X  —  Xq  de  la  quantité 

P(X,II,„)=(H,„-r,o)...(IÏ„,--ri,_,) 
OU  à  l'ordre  du  produit 

w  =  u  —  1 

JJ    P(X,  !!„,)-=  f[  (11,.--^.,,). 

m^^a  m,  n 

Si  les  cycles  c  et  C  n'ont  pas  même  tangente,  a  et  A  seront 
différents,  et,  chacune  des  différences  H,„ — /]„  étant  de  la 
forme  (A  —  «)  (X  —  Xo)  +  ...,  l'ordre  O  du  produit  sera 
égal  au  nombre  R/'  des  facteurs  qui  le  composent. 

Mais  cet  ordre  s'élèvera  si  les  cycles  ont  même  tangente, 
car  l'ordre  de  chacun  des  facteurs  sera  >>  i.  Pour  l'obtenir, 
dans  ce  cas,  il  suffira  d'évaluer  l'ordre  du  produit 

(IIo-r,„)...(Ho-r;,_,) 

et  de  le  multiplier  par  R. 

562.    Soit,  pour  (i\er  les  idées, 

•Oo-- Yo+a(X  — X„)  -{-«-«(X  — \'o)~  + 

celui  des  développements /jo> '/"il  >  •••  qui  ;•,  audcbul,  le  j)Uis 
grand  nombre  de  termes  communs  avec  Hq.  Supposons  que 
la  coïncidence  se  maiutienne  jusqu'au  terme 

(7)  a;,(X-Xo)-^'=A^(X-Xo)-if, 
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les  deux  termes  suivants  différant  soit  par  l'exposant,  soit 
au  moins  par  le  coefficient.   La  différence  Hq  —  r,o  sera  de 

l'ordre  /,  /  désignant  le  plus  petit  des  deux  nombres  — — ' 

R[JL-I-1 

~R~* 

Ceux  des  développements  r^f,l  qui  coïncident  avec  r,o  jus- 
qu'au terme  (7)  inclusivement,  donnent  également  des  diffé- 
rences Ho  —  r^m  d'ordre  /.  Il  est  aisé  d'en  trouver  le  nombre. 
En  effet,  771  doit  être  tel  que  Ton  ait 


O'"'"o=l,  0'"''.=:l 


,  •  •  •  5 


d'où 


ou 


m7'Q^o,         /«/'lEEso,  ...,         m/'ji^  o  mod/' 


r7id^  o  mod/', 


d  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /q,  •  ■  •  ,  /'u.. 
Cette  congruence  admet  o^,  solutions,  0^  étant  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  /■  et  de  d,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  r,  7-0,  . . . ,  ;v- 

Considérons,  en  second  lieu,  les  développements  7,,„  qui 

coïncident  avec  r,o  jusqu'au  terme  «),_i  (X  —  Xq)  '"  inclusi- 
vement, mais  s'en  séparent  au  terme  suivant,  A  étant  l'un 
quelconque  des  nombres  i,  2,  ...,  ui. 

11  existe,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  0),_,  développe- 
ments ■/]„,,  où  la  coïncidence  a  lieu  jusqu'à  ce  terme;  mais 
on  doit  en  exclure  ox  pour  lesquels  la  coïncidence  subsiste- 
rait j)0ur  le  terme  suivant;  il  en  reste  donc  0),_)  —  O).,  pour 

chacun  desquels  Ha  —  'r,,n  est  d'ordre  —  • 
^  /• 

Enfin  il  existera  r  —  Oq  développements  pour  lesquels  la 

séparation    a  lieu    immédiatement   après  le   premier  terme 

aÇK  — Xo)  et  pour  chacun  d'eux,  Hq  —  'ri„i  sera  d'ordre  —  • 
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Nous  obtenons  ainsi  la  formule  suivante 


Oz=R 


(/•-So)y>^(5>-.-ô).)7-o,/ 


563.  Les  mêmes  considérations  donnent  la  solution  du 
problème  suivant  : 

Trouver  l'ordre  Q^par  rapport  à  X  —  Xq  du  produit 

étendu  aux  diverses  branches  r,o,    ...,  '/,,_,    d'un  même 
cycle  c. 

Les  deux  difTérences  7,,„  —  y,„  et  r,„,^A — ■^,«+/;j  ne  difTi'Tant 
que  par  le  changement  de  X  —  Xp  en  0*(X  —  X,,),  seront  du 
même  ordre;  Q  sera  donc  égal  à  r  fois  l'ordre  du  produit 

Or,  parmi  les  différences  ci-dessus,  il  en  existe,  comme  on 
Ta  vu,  /■  — •  Oo  qui  sont  d'ordre  -^5  et  généralement  ox_i  —  ox 

qui  sont  d'ordre  —  •  On  aura  donc 


Q  =  (  /•  —  2o  )  /'o  +  \   (  2>._i  —  0),  )  /■>,. 
1 

Cette  suite  s'arrêtera  d'ailleurs  d'elle-même  au  bout  d'un 
certain  nombre  de  termes,  caries  entiers  /■,  ;"o,  /^ ,  r^,  ... 
ayant  pour  plus  grand  commun  diviseur  lunité,  les  entiers  0 
finiront  par  devenir  tous  égaux  à  l'unité. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que,  les  seuls  parmi  les  expo- 
sants /'o,  /'i ....  qui  figurent  effectivement  dans  cette  somme, 
sont  ceux  cpii  ne  sont  pas  divisibles  par  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  précédents  et  de  /•  (car,  poiu*  les  autres, 
Ox_(  =  Ox).  On  leur  donne  le  nom  A' exposants  caracté- 
ristiques. 
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o6i.    Soit  encore  C  un  cycle  ayant  pour  équations 

et  pour  origine  le  point  (a:o,j>'oi  ^o)-  Soil,  d'autre  part, 
/{x^y,  5)=o  une  courbe  algébrique.  Les  intersections  de 
la  courbe  et  du  cycle  seront  données  par  l'équation 

/(T,,T„T3)  =  o, 

et  le  noml)re  de  celles  qui  sont  concentrées  au  point  (j:"(,,jKoî^o) 
sera  égal  au  nombre  des  racines  nulles  de  cette  équation, 
c'est-à-dire  à  l'ordre  dey"(T(,  To,  Tj)  par  rapport  à  l'infîni- 
ment  petit  t.  Ce  nombre  N  se  nomme  V ordre  de /(j:,j,  z) 
par  rapport  à  C;  il  sera  nul,  si  la  courbe  ne  passe  pas  par  le 
point  (xo,  j^o>  ^o)-  Dans  le  cas  contraire,  cherchons  à  le  dé- 
terminer. 

Soient  c,,  c-2'  •  •  ■  ceux  des  cycles  de /'qui  ont  leur  origine 
en  (xq,  j'oj  ^o)-  Nous  pouvons  évidemment  admettre  que  ce 
point  n'est  pas  sur  la  droite  :;  =  o,  et  que  le  point  ,r  =  ;  =  o 
n'est  pas  sur  les  tangentes  aux  cycles  c^,  Co,  ...  et  C.  Les 
cycles  C|,  Co,  . . .  pourront  être  représentés  par  des  équations 
de  la  forme 

P.(X,  Y)^o,         P,(X,  Y)  =  o,         ..., 

et  l'on  aura 

f{j:,y,  z)  =  z"/^\,  Y,  ,)  =  z'M  P.(X,  Y)  P,(X,  Y).  .  .. 

M  étant  une  série  de  puissances  de  X  et  de  Y  qui  ne  s'an- 
nule plus  à  l'origine  du  cycle. 

L'ordre  de  z  et  celui  de  M  par  rapport  à  C  étant  évidem- 
ment nuls,  l'ordre  de  y  sera  égal  à  la  somme  0  des  ordres  O), 
Oo,  ...  des  cycles  Cj,  c>,  ■■•  par  rapport  à  C.  Nous  avons 
indiqué  le  moyen  de  les  calculer  (o61-562).  En  particulier, 
si  aucun  de  ces  cycles  n'a  même  tangente  que  C,  ces  nombres 
seront  égauxàR/'i,  R/'o,  •.-,  R,  f'i,  /'2?  •••  étant  les  ordres 
respectifs  des  cycles  C,  C|,  Co,  ....  Leur  somme  sera 
R(/-,  + /^  H- . . .)  =  R/n,  m  étant  l'ordre  de  multiplicité  du 
point  (xq,  Vf),  z^))  sur  la  courbe/. 
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060.  Soient  enfin  deux  courbes  algébriques y(j:,  y,  z-)=^  o 
et  F{x,y,z)=zo  se  coupant  en  un  point  {jOo-,  Voi  '-o)- 
Soient  c, ,  C21  ...  ceux  des  cycles  de  /,  et  Ci ,  G2,  . . .  ceux 
des  cycles  de  F  qui  ont  ce  point  pour  origine.  Le  nombre 
des  intersections  de  y  avec  F  en  ce  point  est  évidemment  la 
somme  des  nombres  Q(,  0,,  ...  de  ses  intersections  avec  les 
cycles  C|,  Go,  ..  -,  c'est-à-dire  la  somme  dos  ordres  dey" par 
rapport  à  ces  cycles.  En  la  décomposant  en  éléments  plus 
simples,  il  sera  égal  à  ^a.fiOap,  0»^  désignant  le  nombre 
des  intersections  du  cycle  Ca  avec  le  cycle  C3.  Si  ces  cycles 
n'ont  pas  de  tangente  commune,  Oa^  sera  égal  au  produit 
de  leurs  ordres  R^,  r^.  Le  nombre  total  des  intersections 
sera  donc,  dans  ce  cas, 

SRj(/-^rr  zR^:î:/o=i  Mm, 

M  et  m  étant  les  ordres   de  multiplicité   re?pectils  du   jjoint 
(xq,  y^f,  ^o)  sur  les  deux  courbes. 

0G6.  Appliquons  les  principes  qui  précèdent  à  la  recherche 
de  l'abaissement  produit  dans  la  classe  d'une  courbe  /  par 
la  présence  d'un  point  mulliple  A.  Xoiis  aurons  à  évaluer 
Tordre  de  midtiplicité  de  A  comme  interserlion  de  /'et  de  la 

polaire 

0/    ,    .àf  0/ 

Ox  Oy  (Jz 

où  a,  |5l,  "  sont  des  arbitraires. 

Supposons  encore  :  1°  que  A  ne  soit  pas  sur  la  droite 
z=zo;  2°  que  les  tangentes  à  y  en  A  ne  passent  pas  par  le 
sommet  x  =:  z  =  o.  Les  coordonnées  (X,,,  Yq)  du  point  A 
auront  des  valeurs  finies,  et  les  cycles  C(,  Co,  .  .  .  de  /'(pii 
ont  leur  origine  en  ce  poiut,  n'ayant  pas  X  —  X„  pour  tan- 
gente, leurs  diverses  branches  auront  des  d('veloppements 
de  la  forme 

'■.1 
(8)  r,  =  Yo-l-  a(X  -  \o)  4-  «o(X  -  Xo)'- -h. .  . . 
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Posons  maintenant 

^=X,  ^^=Y,         /(X,  Y,  i)  =  F(X,  Y). 

On  aura 

/(^,y,  ^)  =  ^«F(X,  Y) 

et,  en  dérivant, 

Substituant  dans  es   et  mettant  5""'  en  facteur  commun, 

il  viendra 

cf(x,  j,  c)  =  ^"-'*(X,Y), 

où 

*(X,Y)=:(a-7X)^+(?-TY)^+ynF. 

Il  faut  trouver  la  somme  des  ordres  de  cp  par  rapport  aux 
cycles  Ci,C2,  ....  Or  ces  ordres  sont  nuls  pour  le  facteur:;""', 
la  droite  ^  =  o  ne  passant  pas  par  l'origine  du  cycle.  Quant 
au  second  facteur,  cette  somme  sera  égale,  ainsi  que  nous 
l'avons  vu,  à  l'ordre  en  X —  X^,  du  produit 

où  Y,o,  T,(,    ...    sont  les    diverses   branches   des   cycles    Ci, 

Co, 

On  a  d'ailleurs 

F(X,  Y)=:M(Y--r.o)(Y-T,i)..., 

M    étant  un  facteur    qui   ne    s'annule    plus    pour   X=X(,, 
Y  =  Yq.  On  en  déduit,  pour  Y  =  tiq,  par  exemple, 

'  ^  ~  —  Mo(r,o— -riijC-^o  — "^a)  •  •  •^' 
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xMq  ne   saniiiilanl  pas  pour  X  =  Xo-  En  subsliluant  ces  va- 
leurs dans  l'expression  de  $,  il  viendra 


'l'(X,r.„) 


i'!^  —  '■')  ^  -^  ?~'r>"    ^loC^o  — -^.i)(-u  — ^.2)--- 


Or  le  facteur  entre  parenthèses  est  de  degré  zéro,  car,  d'a- 
près la  forme  (8)  du  développement  de  r,Q,  ni  cette  expres- 
sion, ni  sa  dérivée  ne  contiennent  de  puissances  négatives  de 
X —  Xq,  et  le  coefficient  du  terme  de  degré  zéro,  contenant 
l'arbitraire  Jj,  ne  s'annule  pas  en  général;  Mq  est  aussi  de 
degré  zéro.  L'ordre  de  <I>(X,  r,„)  est  donc  celui  du  produit 
(7,0  —  '''ii)(''^io  —  'ffi)----  Raisonnant  de  même  sur  chacun 
des  autres  facteurs  'Ï^(X,  7,1),  .  .  ,,  on  trouve  que  l'ordre  de 
multiplicité   cherché   est   celui    du    produit   des   dilTérences 

Considérons  celles  de  ces  différences  où  r,/  appartient  à 
un  cycle  Ca  et  r,^  à  un  autre  cycle  cp.  L'ordi'e  Oa^  de  leur 
produit  a  été  déterminé  plus  haut.  Celles  où  Tj/  appartient  à 
cp  et  r,A  à  Ca  donneront  encore  un  produit  d'ordre  Orj,^.  Enfin 
celles  de  ces  différences  où  7,/  elr^^  appartiennent  à  un  même 
cycle  C'x  ont  un  produit  dont  l'ordre  Q-^  a  été  également  dé- 
terminé. 

Le  degré  de  multiplicité  cherché  sera  donc 

Dans  le  cas  particulier  où  tous  les  cycles  sont  d'ordre  i, 
et  où  leurs  tangentes  sont  distinctes,  les  Qa  seront  nuls  et 
les  Oa^  égaux  à  l'unité.  L'expression  ci-dessus  deviendra 
donc  î7i(m  —  i),  m  désignant  le  nombre  des  cycles  ou  le 
degré  de  mulli[)licité  du  point  considéré. 

567.  La  somme  des  ordres  d  un  polynôme  homogène 
'■o[x,y,  z)  de  degré  m  par  rapport  à  tous  les  cycles  d'une 
courbe  de  degré  n  est  évidemment  égale  à  m/i^  nombre  total 
des  intersections  des  courbesy  et  o. 

L'ordre  du  quotient  de  deux  polynômes  étant  la  différence 


J7  2 
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de  leurs  ordres,  le  ihéorcme  s'étend  immédiatement  au  cas 
où  o  est  une  fraction  rationnelle  homogène. 

En  particulier,  une  fonction  cp  rationnelle  en  X,  \,  étant 
rationnelle  et  homogène  de  degré  zéro  en  x^  y,  z,  la  somme 
de  ses  ordres  sera  nulle. 

Enfin  ce  résultat  s'étend  encore  au  cas  où  '^  contiendrait. 

outre  X,  Y,  les  dérivées-^?  77\1^  '  '  '  ■>  ^^^i  ^"  dérivant  ïv- 

(|uationy'(X,  Y,  i^r^o,  on  obtient  pour  ^^5  •••  des  expres- 
sions rationnelles  en  X,  Y. 


^X 


068.  Ce  résultat,  appliqué  à  la  dérivée  -tt-t^  ,  va  nous  con- 
duire à  la  détermination  précise  du  nombre  des  inflexions 
d'une  courbe  donnée  y. 

Les  coordonnées  x,  r,  ^,  dans  les  équations  d'un  cycle, 
étant  exprimées  au  moven  d'une  variable  auxiliaire  t,  nous 

d-Y 
devons  tout  d'abord  exprimer  yr-,  en  fonction  des  dérivées 


x',  y,  :■',  x",y",  z",  prises  par  rapport  à  t. 


On  a  tout  d'abord 


pui 


dX"' 


v/ Y" Y'  V" 


X 


Y=^, 


X' 

Y' 


-.>' 


X"  = 
Y'  = 


zy"—  y: 


.,  -y 


et,  en  substituant, 


d'Y  _  :■■'  I ) 

dX'-  ~  {zx'—xzy  ' 


D  désignant  le  déterminant 


X       X        X 

y  y   f 
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Calculons  la  somme  des  ordres  de  celle  expression. 

Pour  le  facteur  c"",  celle  somme  est  3/î,  n  désignant  le 
degré  de  y. 

Soit,  d'autre  part,  c  un  c}cle  deyd  ordre  /■  et  de  classe  o. 
On  pourra,  à  cause  de  la  symétrie  de  D  par  rapporl  aux  coor- 
données, admettre  que  ses  équations  sont  réductibles  à  la 
(orme  canonique 

( 9 )        jr  :  y  :  z  ::\^~-  r:\\-\-  av -h  ao  f-^'? -r . . .  :  i . 

Les  seconds  membres,  substitues  dans  D,  donneront  un  ré- 
-lultal  de  la  foruic 

l'ordre  de  D  par  rapport  à  c  sera  donc  2/"  -^  o  —  .j. 

569.  Cbercbons  enfin  Tordre  de  (:-x' —  xz'y.  On  a,  pour 
le  cvcle  c, 

yz'  —  zy'  ^  —  a/7'-'  —  •  .  • , 

z.r'  —  xz'  =.  rf-^ , 

xy'  —  fx'  =  ( a Xo  —  Yo )  rt>- '  -i- 

La  plus  baute  puissance  de  t  qui  entre  en  facteur  commun 
dans  ces  trois  quanlilés  sera  /'""'.  La  symétrie  du  système  de 
ces  expressions  par  rapport  aux  coordonnées  montre  que  ce 
résultat  subsiste  pour  tout  cycle  dey.  Car  ceux  qui  ne  sont 
pas  réductibles  à  la  forme  canonique  (9)  le  seraient  à  une 
formé  analogue  où  les  variables  seraient  seulement  permu- 
tées. On  a  donc,  quel  que  soit  le  cycle  considéré 

yz'  —  zy'=f-^ei,       zx'—j:z'=l'-^kù,,      xj'  —  yw' =  f'^e^, 

(-),,  (•)■>,  03  étant  des  séries  de  [)uissances  de  /,  dont  lune  au 
moins  n'est  pas  privée  de  terme  constant;  et  Tordre  de 
zx'  —  xz'  sera  égal  à  /• —  i  -f-  w-i»  ^'^2  désignant  Tordre  de  O^. 

L'ordre  de ; — rr  F^^''  rapport  à  c  sera  donc 

{zx' —  xz  y^  ^         '  ' 

2/'-i-p  —  3    —  3(/'  —  l  ^  lo^)  =:  p  —  /■  —  3  ojj. 
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d-Y 
La  somme  des  ordres  de  -r^  par  rapport  à  tous  les  cycles 

cl\. 

de  f  étant  nulle,  on  aura 

(10)  o  =  3«  +  :s(p  — /•)  — SSw,, 

les  sommations  étant  étendues  à  tous  ces  cvcles. 

570.  Il  reste  à  déterminer  la  somme  Scoo-  Pour  cela,  con- 
sidérons la  courbe  '^,  polaire  réciproque  de  f,  dont  chaque 
point  [u,  V,  w)  est  lié  au  point  (j:,  y,  z)  par  les  relations 

.      .        .    <V  .   àf  .  df 
ux     ày     oz 

Cl  111  ^      j^   ^f    <^f    àf 

bur  chaque  cycle  c  de  Ja  courbe/,  -r— 5  j-  5  ^  seront  propor- 
tionnels àj';;'  —  zx' ^  zx'  —  xz\  xy'  —  yx'  et,  par  suite,  à  0(, 
02,  63.  x\u  cycle  c  correspondra  donc  sur  cp  le  cycle  y  défini 
par  les  équations 

u  :  v\  iv  ::  e,  :  ©2  :  ©3 

et  032  représente  le  nombre  des  intersections  de  ce  cycle  avec 
la  droite  r  =  o.  La  somme  Sw2est  donc  égale  au  nombre  total 
des  intersections  de  v  et  de  <I>,  soit  au  degré  de  cette  dernière 
courbe  ou  enfin  à  la  classe  v  de  /. 

Nous  aurons  donc,  en  remplaçant  '^lo.,  par  sa  valeur  dans 
l'équation  (10), 

o  =  3  «  -T-  -  (  p  —  /')  —  3  V 

ou,  en  décomposant  la  somme  2i](o  —  /■)  en  deux  autres, 
l'une  S'  relative  aux  cycles  des  points  multiples,  l'autre  S' 
relative  à  ceux  des  points  simples,  et  remarquant  que,  pour 
ces  derniers,  /'  =  i 

(11)  S"(p-i)  =  3(v-n)-^'(p-/-). 

Or,  pour  un  point  simple,  p  représente  évidemment  l'ordre 
de  contact  de  la  courbe  avec  sa  tangente  ;  les  points  d'inllexion 
sont  ceux  011  cet  ordre  est  >»  i.  Si  donc  nous  convenons  de 
considérer  ceux  où  ce  contact  est  d'ordre  u.  -h  i  comme  re- 
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présentant  jo.  inflexions  confondues,  la  somme  S''(p  —  i)  ne 
sera  autre  chose  que  le  nombre  des  inflexions,  et  ce  nombre 
sera  donne  par  la  formule  (i  i). 

III.  —  Transformations  birationnelles  du  plan. 

oTl.  Les  transformations  homoyrapiiiqucs  sont  un  cas 
particulier  de  transformations  plus  générales,  étudiées  par 
M.  Cremona,  et  dont  nous  allons  dire  quelques  mots. 

Considérons  les  courbes  d'ordre  n  assujetties  à  avoir  a, 
points  simples,  ao  points  doubles,  ...,  enfin  a,„  points  mul- 
tiples d'ordre  /??,  donnés  de  position,  et  dits  points  fonda- 
mentaux, les  entiers  ai,  ..  .,  a,„  satisfaisant  aux  deux  équa- 
tions de  condition 

>   1 ^'A-^  1 o, 


\   k'^y./^Tzz  n- —  I . 
1 
La  sujétion  d'avoir  un  point  n  donné  de  multiplicité  k 

s  exprimant  jiar équations  linéaires  et  homogènes 

par  rapport  aux  coefficients,  les  courbes  cherchées  contien- 

,  n(n--hi)         [n{n-\-i)        „1         „  „„   . 

dront   encore   —     —  ô  \  ^^  o    coeilicients 

2  L        2     .        .    J 

arbitraires,  dont  elles  dépendent  linéairement.  Leur  équa- 
tion sera  donc  de  la  forme 

Ci/i+Cî/î-^Ca/s^o, 

f^ifi)  fi  *^lyii''  ti'ois  courbes  particulières  du  réseau.  Nous 
admettrons  que  les  [)olvnoines  y") ,  /"j,  f-^  n'aient  pas  de  fac- 
teur commun. 
Posons 

Ù  -îl-îl 

x\  y\  z'  désignant  des  indéterminées. 
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Les  polynômes  /", ,  /"j,  /:,  étant  d'ordre  /?,  les  deux  courbes 

li^îi,       A  =  à 

x'      y        x'      z' 

se  couperont  eu  n-  points;  mais  un  seul  de  ces  points  variera 
avec  x'^y,  z'.  En  effet,  soit  p  l'un  des  aA  points  fondamen- 
taux d'ordre  k.  Etant  multiple  d'ordre  A"  sur  chacune  des 
deux  courbes,  il  repr(''sente  k^  intersections.  Le  nombre  des 

intersections  fixes  de  position  sera  donc  \  A-a^  ou  /i- — i. 

Soit  (x,y,  z)  le  dernier  point  d'intersection,  variable  avec 

.x',y^  z' ;  ses  coordonnées  —■,  —  s'exprimeront  rationnelle- 

x^     v' 
ment  en  — ^,  ^  par  des  fractions  qu'on  peut  réduire  au  même 

dénominateur;  on  aura,  par  suitr, 

X  :  y  :  z  ::  Çi  :  o.  :  ^j, 

o,,  'i_,,  'J:t  étant  des  polynjmes  homogènes  en  x\  y,  z'  et  de 
même  degré. 

Nous  obtenons  ainsi  une  liaison  birationnelle 

^':y:z'::A:A:A 

qui,  à  chaque  point  (x,y,z)^  fait  correspondre  un  autre 
point  (x',  y,  z'),  et  réciproquement. 

572.  Il  y  a  une  exception  pour  les  points  fondamentaux; 
cary,,  f.j,  fi  s'y  annulant,  les  rapports  de  x' ^  r',  :;'  ne  sont 
|)as  déterminés.  A  l'un  de  ces  points  correspond  une  courbe, 
à\{.e  fondamentale,  de  la  manière  suivante  : 

(Considérons  un  point 

X  ^z  a  -\-  h,         y  ^  h  -j-  k,         z  ^=  c, 

infiniment  voisin  du  point  fondamental  («,  6,  c).  Soit /l'ordre 
de  nudlij>licité  de  celui-ci  :  /i,/>,  fz  et  leurs  dérivées  par- 
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lielles,  jusqu'à  Tordre  i — i  inclusivement,   s'y  annuleront: 
on  aura  donc 

et  de  même  pouryo,/3.  Si  donc  h,  k  tendent  vers  zéro,  de 

telle  sorte  que  leurs  rapports  tendent  vers  un  nombre  fixe  -  > 

les  quantités  x\  y',  z',  proportionnelles  à/,  ,/j,/3,  le  de- 
viendront à  la  limite  à 

Le  point  (x',  j^',  3')  ainsi  obtenu  dépendra  du  rapport  -• 

En  faisant  varier  celui-ci,   il  décrira   la   courbe  fondamen- 
tale. Cette  courbe  est  d'ordre  /,  car  elle  coupe  une  droite 

aj;'4- ,3j^'-i- Y^'=  o    en    l   points,    dont    les    paramètres    - 

sont  définis  par  léquation  de  degré  / 


Chaque  point  de  lu  courbe  fondamentale  correspond, 
comme  on  le  voit,  au  point  (a,  6,  c),  et  à  une  direction  par- 
ticulière issue  de  ce  point. 

Aux  points  { x' ,  y',  :;'),  communs  aux  trois  courbes  'i,  =:  o, 
■j.,=zo,  '^:!=:l(),  Correspondront  de  même  une  infinité  de 
points  {x,y,  z)  formant  une  courbe. 

o73.   Un  cvcle  C,  défini  par  les  équations 
X  :  y  :  z  :  :  r „  -j-  «i  ^  h-  .  .  .  :  r,,  4-  Z»,  ^  -+- .  .  .  :  ;;„  4-  c,  ^  -i-  .  .  . . 
aura  j)our  transform  '■  un  cycle  C  de  la  forme 

^   •  J    •"    -  •  ^  i  •  ^  1  •  ^  ij 
où 

T,  =/,  (  jTo  -+-  a,  ^  -+-...,  7o  +  ^i  ^  -+-...,  -0  +  C,  ^  -+-...  i 

=  /i^-^o,.yo,  =0)  +  ^,^4-. . . 

J.  -  I.  37 
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Le  cycle  C  aura  pour  origine  le  point  transformé  de 
(^oO^oj-^o)»  à  moins  que  ce  dernier  point  ne  soit  fonda- 
mental. 

Dans  ce  cas,  /^^  /^2, ./:!  s'annulant  en  ce  point,  les  fonc- 
tions T,,  To,  T3  contiendront,  en  facteur  commun,  une 
puissance  de  t,  qu'on  devra  supprimer  pour  avoir  les  vérita- 
bles équations  du  cycle  C 

574-.  Nous  allons  faire  quelques  applications  de  cette 
théorie. 

Supposons  d'abord  qne/ij/oj/s  soient  des  fonctions  du 
premier  degré  :  il  n'y  aura  pas  de  point  fondamental,  et  la 
transformation 

ce'  :  y  :  z'  ::  a^  +  Pj4-  y^  :  a'x  -\-  fi'/4- y'-:  «"^  +  !^"j+  f^ 

sera  liomographique. 

Un  cycle  C,  ayant  pour  équations 

a^  '  y  '.  z  '.'.  Xq  -T-  /!'■  :  Yo  -i-  al''  ■+-  a^  V"  -f- .  .  .  :  i , 

aura  pour  transformé  le  cycle  C,  défini  par  les  équations 

-t-     .  J    .   ^    .  .    11.    1^2   •    ■'■S) 

où 

T,  =  a  Xo  H-  p  Yo  +■  Y  H-  (  se  +  ^  a )  ^'' 4-  [B  «0  f"  +  .  .  . , 

T,=  a'Xo+ p' Yo-H  t' +  (a' +  ?'«)^''-i- P'«o^'"''-H- •  • , 
T3  =  a"X,  4-  p"  Yo  -h  '["  +  (  a"  -h  p"«  )  ^'•+  P"«o  t'"  +  .... 

Ce  cycle  sera  d'ordre  /•,  comme  G,  et  sa  tangente 

a;'     aXy+pYo-f-Y      a-t-pal 

/     a'XoH-P'Yo  +  Y'      a'+l^'^     =0 

z'      a"Xo4-!3"Yo+Y"      a" -H  [3"a  | 

sera  la  transformée  de  la  tangente  à  C. 

Substituons,  en  effet,  à  x'-,y',  s' les  quantités  proportion- 
nelles ax  H-  [3j  -t-  ys ,   ol'x  -+-  [^'7  +  y' -s ,  3c";r  -f-  '^"y  4-  '/'^. 
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Le  déterminant  ainsi  obtenu  sera  le  produit  du  déterminant 

a       ?       Y     ! 

^'      P'      T'   h 
a"      p"      y"  I 

qui  n'est  pas  nul.  par  le  déterminant 

œ     Xo      I 

z       I       o 

qui  n'est  autre  que  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
tangente  à  C. 

11  résulte  de  là  qu'à  tout  point  p  d'une  courbe  d'où  par- 
tent un  certain  nombre  de  cjcles  C,  C| ,  . . .  d'ordres  /■,  /', ,  ... 
correspond,  dans  la  transformée,  un  point  p'  d'où  partent 
autant  de  cycles,  également  d'ordres  /•,  /-,,  ....  De  plus,  si 
les  tangentes  à  quelques-uns  des  pi'cmiers  cycles  coïncident, 
il  en  sera  de  même  pour  les  cycles  transformés. 

La  classe  de  G'  est  aussi  égale  à  i\)  —  /•,  comme  celle  de  C  ; 
car  le  déterminant 

I   a  XqH-  p  Yo-f-  Y       a  -+-  ^  a     ;i    a^ 

a"Xo+?"Yo+T"      a"-i-?"«      p"ao 
n'est  pas  nul. 

575.  Nous  allons  enfin  établir  que  C  a  les  mômes  expo- 
sants caractéristiques  que  C. 

Soient,  en  effet,  5  = /•„.  l'un  de  ces  derniers;  0  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  /•,  /•(,,  .  .  .,  /•jj_).  Si  nous  met- 
tons à  part  d  ins  la  suite  al''  -\-  a^^fo  -^  . .  .  les  termes  dont 
l'exposant  est  divisible  par  0,  on  pourra  la  mettre  sous  la 
forme 

af  -h  «0 1-'"  -!-•••  +  «(j.  <'V  -I- .  .  . 


a 

P 

T 

=  «0 

a' 

P' 

y 

-" 

?" 

T 
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A,  -A,  étant  égaux  à  «,  a^^cl  les  autres  coefficients  A,,  Ao, 
pouvant  être  nuls,  en  tout  ou  en  partie. 

Le  cycle  C,  transformé  de  C.  a  pour  équations 

^      ,  J       .-      •  •     '^  l    •     '^  î    '    ^  3t 

OÙ 

T,  =  .r'o  +  B  r-  +  Bi  f-^^  + .  .  .  -Mil)  ^^-  +  .  .  . . 

T^rr:  v'o  -^  C  f -j-  Cif^^  +  .  .  . -\-  3  t'  +..., 

T3  =  ;„  -+-Df  \-  D,  ^'-+3  -^  . .  .  +  cO  ^^  +  .  .  . . 
en  posant,  pour  abréger, 

^■;  —  7.X0  +  3  Yo  +Y, 

B  =a  +  «.\,         C  =x'  +  ?'A,         D  =:x"  +  ;3"A, 
B,  =  ?A,,  C,:^3'A„  D.  =::i".\„ 


liÎ3 


;3.l,, 


O    —    J   via, 


Le  déterminant 

a  Xo  +  3  Yo  +  V  a 

a'Xo-h3'Yo^7'  a 

a"X„+?"Yo  +  Y"  « 

sera  d'ailleurs  ^o,  car   l,  =  a^  n'est  pas  nul. 

En  outre,   l'un   au  moins  des  nombres  x[^,  y'^  ,  z\^  n'est 
pas  nul.  Soit,  par  exemple,  ^(,<o.  Posons 


•^0 

B 

\il, 

ro 

C 

0 

*-• ,, 

D 

CD 

(0  =.3",,l, 

> 

« 

?  -^ 

p.l. 

a 

? 

Y 

3' A 

^'.l, 

=z 

a' 

?' 

T 

0//  i 

3".^ 

:t" 

?" 

7 

■^     Y' 


r  _ 


=  Y', 


■      —  -^  0  ' 


ro 


Y' 

*  0' 


et  cherchons  à  développer  les  expressions  X'  —  X^,  Y' —  Y'„ 
suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 
Posons,  pour  abréger, 

cc'^  -H  B  f  -h  B,  l'-^^  -h . .  .  :^  \L 
1)5,/'  -h. . .—  M', 

(Of*-h..  .:=  N'. 
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On  aura 


■M  N  -  MN^ 

i\(N4-N')  ' 


W         x'  M  z    '^x 

Le  développement  de  ^^ -î'  =  '- — '~:^, ^  est  de  la 

forme 

où  le  premier  coefficient  E  est  éyal  à 

Br'  -D.r' 


M'X  —  MN' 
Celui  de  ^rr-^^^ ^rrrr  est  de  la  forme 

N(.\  -\-  X  ) 


ou 


11!';,',  —  cDj:,' 


On  a  donc 

x'-x;:=rEr-  +  E,r^5 

On  trouvera  de  même 

Y'-Y;  =  Fr  4-F,r-^- 


-i-  i"  ^'  -f- 


-\-7H' 


ou 


C<-Dj:. 

'     —  r^ ' 

Le  déterminant 


<or: 


z'      D     cO 


est  d'ailleurs  ^o. 

Ainsi,  dans  les  développements  de  X'  —  X'^  et  de  Y'  —  Y,,, 
5  est  le  plus  petit  exposant  non  divisible  par  o,  et  le  déter- 
minant E.î  —  >lF  n'est  pas  nul. 

Nous  allons  voir  que  ces  conditions  sont  suffisantes  j)oiir 
que  5  soit  un  exposant  caractéristique  pour  le  cvcle  C. 
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En  effet,  l'iin  nu  moins  des  coeflicients  E,  F,  par  exemple 
E,  n'est  pas  nul.  Posons,  pour  ramener  les  équations  du 
cjcle  à  la  forme  canonique 

Kl'-  -^. .  .-h  Cl'-^..  .  =  1"', 

i'  étant  un  nouveau  paramètre;  et  faisons 

_i 
/  =  E    'l'O. 

L'équalion  précédente  deviendra  après  division  par  l''' 

r  4-  3 

>    =r  I  . 

-i-      cvT'- 1''-'-¥  +...   ) 

Dans  le  développement  de  0  tiré  de  cette  équation,  mettons 
en  évidence  les  termes  dont  l'exposant  est  divisible  paro; 
on  pourra  écrire 

0  z=  1  +  Gi/'S  -h  G,r-^  + . . .  +  g^'^  -+- . . . 

et,  m  étant  un  entier  quelconque,  on  en  déduira  un  dévelop- 
pement de  la  forme 

0'"  riz  I -+- II,  ^'5  _^-  II,  ^'^2  _^.  ,  .  +  mÇt"'-{- 

Substituons  ces  valeurs  de  0  et  de  ses  puissances  dans  l'équa- 
tion précédente,  nous  en  déduirons  les  valeurs  de  t  et  de  d'- 
En effet,  le  premier  terme  du  développement  de 

dont  l'exposant  ne   soit  pas  divisible  par  o  sera  r(Jl''^.  Dans 
celui  de 

le  premier  terme  de  ce  genre  sera  CJL  '' t'^~''.  Ces  deux  termes 
devant  se  détruire,  on  aura 

cr.— 5— /•,  /-Crr— CE~^ 
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On  aura  donc,  pour  /,  une  expression  de  la  forme 

où  (j'est  défini  comme  ci-dessus. 

Substituons  cette  valeur  dans  l'expression  deli'  —  \„.  Le 
premier  terme  d'exposant  non  divisible  par  o  dans  le  déve- 
loppement de 

F /'•-[- F,  f '--S -|_... 

sera 

-i-i 

FE-H"rgt'^—-=-FCE       'l''. 

s 

Dans  celui  de  J^^  -I-.  .  . ,  ce  sera  JE  '' t'^. 
Ces  deux   termes  réunis  donneront  un  terme  en  z'^,  dont 
le  coefficient 

sera  difTérent  de  zéro. 

On  aura  donc  avec  le  paramètre  l',  pour  X'  —  X'^  et 
\'  —  \'q,  des  expressions  de  la  forme 

Y'  —  y;  =  1 1"-  -f- 1,  ^"-^5  + . . .  _^  .3  ;'.  _^. . . . . 

Donc  s  sera   un    exposant  caractéristique   pour  le  cycle  C. 
Comme  on  peut  d'ailleurs  revenir  de  C  à  (j  par  une  sub- 
stitution homograpliique,  on  voit  que,  réciprof[uement,  tout 
exposant  caractéristique  de  C  le  sera  aussi  pour  C. 

576.  Passons  à  l'examen  des  transformations  dites  qua- 
dratiques, où  /,,  y*2,  fi  sont  des  courbes  du  second  degré. 
On  aura  trois  points  fondamentaux.  Soient  A=o,  B  =  o, 
C  =  o  les  équations  des  droites  qui  les  joignent  deux  à  deux  ; 
fi)  fi.1  fi  seront  des  fonctions  linéaires  des  produits  AH, 
BC,  CA. 
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Soil 

/, -^a,BCH-p,CA  -+-Y,AB, 

/•,  =  a,BC  +  ^jCA  +  Y2AB, 

/,  z^a^BC-l-PaCA  +  YaAB. 

I^a   transformation  considérée 

résulte  évidemnienl  de  la  composition  des  trois  transforma- 
tions suivantes  : 

::  ^  :  r  ::  A  :  B  :G, 

'*/•      f  *   y  '  »  »      y  »  y^   %  ^ 
Ç    .'ti    .   ^.    .  .  ■'■jt  .  -^   .  ^'fi, 

OC  .  y  .  -■  . .  aj  ,  -h  pi  ^   -H  Yi  ^  •  ^2  Ç  -1-  p2  '^1  -T-  Y2  S:  .  ^a-  -H  ps t,  -t-  Y3  ^^  , 

dont  la  première  et  la  dernière  sont  homograpluques  ;  quant 
à  la  seconde,  c'est  une  transformation  quadratique  parlicu- 
llère,  que  nous  allons  étudier. 

577.   Remplaçons,  pour  revenir  au\  notations  liabiluelles, 

^,  -fn  ^)  Ç',  V,  ^'  par  -r^y,  z,  x' ,  y' ,  z' ]  nous  aurons 

.r'  :  r'  :  z'  ::  yz  :  z,i-  :  j^y. 

On  en  déduit  sans  peine 

X  '.  y'.  zW  y'  z'  :  z'  x'  '.  x'  y' . 

I^a  relation  entre  les  deu'^  séries  de  variables  est  donc  réci- 
proque. 

Les  points  fondamentaux  sont  les  sommets  du  triangle  de 
référence.  A  chacun  d'eux  correspond,  comme  ligne  fonda- 
mentale, le  côté  opposé  du  triangle.  Supposons,  en  elTel,  que 

X     .r' 
y  et  z   tendent  vers  zéro,  leur  rapport  tendant  vers  -  ;  '—-, 

^  tendront  respectivement  vers  o  et  y*  I-'G  lieu  des  points 
limites    i)our  les  diverses  valeurs  de  -  sera  donc  la  droite 

IX 

x'  =  o. 
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Un  cycle  C  ayant  pour  équations 

^r  : }  :  z  \:  x,-,  -h  /'■  :  Y,,  -+-  ai.''  -^0^1''-^...  :  i 

aura  pour  transformé  le  cycle  CJ  défini  par  les  t'quations 

^':/:^'::T,  :T,:T„ 
où 

T,  =  Y„  -h  aV  -}-  a^f<'  -t- .  . . , 

To  =  Xo  +  l'\ 

T3  =  (X„-^/'-)(Yo +«/'•  +  ...) 

=r  XoY.j  +(Yo  -i-aXo)/''  -4-  al-''  4-.  .  .+  floXo^'''  -f- 

Réciproquement  C  sera  le  transformé  de  C 

578.  Pour  la  discussion  que  nous  allons  faire,  nous  distin- 
guerons cinq  sortes  de  cycles  : 

1°  Cycles  C  dont  l'origine  nest  pas  sur  le  triangle  de 
référence.  —  On  a,  dans  ce  cas,  Xq^o,  Yq^o.  Le  cycle 
transformé  C,  ayant  son  origine  au  point  (Y^,  Xq.  X^Yq"), 
qui  n'est  pas  sur  le  triangle,  sera  de  la  même  sorte.  11  est 
aussi  d'ordre  /■,  et  a  pour  tangente  la  droite 


X-         1q  a 

::'      XoY,     Y,+  aX„ 


2"  Cycles  C  dont  l'origine  est  sur  un  côté  du  triangle 
(x  ^  o  par  exemple),  mais  n'ont  pas  ce  côté  pour  tan- 
gente. —  On  a  dans  ce  cas 

Xo=o,         Yo<o, 
et  le  transformé  C  aura  pour  équations  canoniques 


œ'  ~~  T.  ~  ^'"' 


^  =  ^  =:  t'-[Y,  -h  af  ^  a,  f.  -H  .  .  . ]- 
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Il  a  pour  origine  le  point  y'=z'=o,  et  pour  tangente  la 
droite  z'=Yoy,  qui  n'est  pas  un  côté  du  triangle.  Son 
ordre  est/*;  sa  classe  est  également  r,  si  «^o,  /'o,  si  a  =  o; 
mais,  en  aucun  cas,  elle  ne  sera  moindre  cjiie  /•. 

Enfin,  si  /'^  est  un  exposant  caractéristique  de  C,  c'est- 
à-dire  tel  qu'il  ne  soit  pas  divisible  par  le  plus  grand  commun 

diviseur  o  de  /',  /y,  /•, ,  ...,  /■jj._, ,  le  premier  terme  du  dévelop- 

)-'  ...  ^ 

pcment  de  —7  dont  l'exposant  n'est  pas  divisible  par  0  sera 

—  —  ^'"1'-+'';  a  forLiori,  r,i,-\- r  ne  sera  pas  divisible   par  le 

plus  grand  commun  diviseur  des  exposants  précédents;  ce 
sera  donc  un  exposant  caractéristique  pour  G'. 

3"  Cycles  G  dont  L'origine  est  sur  un  côté  du  triangle 
( j^  =z  o  par  exemple)  qui  leur  est  tangent.  —  On  a,  dans 
ce  cas, 

Yo=a  =  o,         Xo>o, 

T,=  «0^0-1-.   .  ., 

T,^{X,-^V){a,t':+...). 

L'origine  de  G'  est  au  sommet  x'=zz'^=^o.  Une  droite 
z' — Xa;'=o  passant  par  ce  sommet  coupera  le  cycle  aux 
points  définis  par  Téquation 

(X„+i'-— X)(«o^'"''+---)=o, 

laquelle  a  /•(,  racines  nulles  et  en  acquiert  /■,)-[-/•  si  À=zXn. 
L'oi'dre  du  cjcle  est  donc  /■„,  sa  classe  /•  est  moindre  que  son 
ordre,  et  il  a  pour  tangente  la  droite -s'  —  Xoa.''=  o,  qui  n'est 
pas  un  coté  du  triangle. 

4°  Cycles  G  dont  l'origine  est  à  un  sommet  (x  =^y=  o) 
du  triangle,  les  cotés  n'étant  pas  tangents.  — •  G'est  le 
cas  où  Xo  =  Yo=o,  rt^o.  Les  polynômes  T|,  T^,  T3  de- 
viennent, après  suppression  du  facteur  commun  /', 

Ti—  a   +aoi'"o-'-  +  .  .  ., 

T^zzrl, 
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L'origine  du  cycle  C  sera  au  point  («,  i,  o)  sur  le  coté 
^'=o  du  triangle,  et  deux  cas  seront  à  distinguer  suivant 
que  la  classe  /■„ — /•  du  cycle  C  sera  au  moins  égale  à  son 
ordre  /%  ou  moindre  que  /•. 

Dans  le  premier  cas,  C  sera  d'ordre  /•  et  aura  pour  tan- 
gente la  droite 


x' 

a 

«0 

y 

I 

o 

-1 

o 

a 

a"- y'. 


SI     J\— r 


f\ 


ou  la  droite 


a     o 

I      o  =  ax' 

o     a 


a-y 


r>  r 


Ces  droites  ne  sont  pas  des  côtés  du  triangle  :  C  sera  donc 
de  l'espèce  2. 

Remarquons  encore  que,  si  /•„.  est  un  exposant  "caractéris- 
tique de  G,  /'ijs, —  r  sera  un  exposant  caractéristique  de  C 
Car  /',  /'o,  .  .  . ,  /'u._i  avant  un  plus  grand  commun  diviseur  0 
qui  ne  divise  pas  r^,  le  premier  exposant  non  divisible  par  0, 
dans  les  développements  de  Ti  —  a  et  T3,  sera  r^ —  /'• 

En  outre,  les  coefficients  de  ^'■•<*~'' dans  ces  développements 
seront  respectivement  «„.,  o  et  ne  sont  pas  proportionnels  à 
ceux  des  termes  de  moindre  degré  en  t,  qui  sont 

«0,     «,      si     rQ—r  =  r, 
o,      a,      si     /'o —  /•  >  r. 

Donc  /jx —  '■  srra  un  exposant  caractéristique  (575). 

Passons  au  second  cas,  oiî  /'o —  /'  •<  /"•  L'ordre  de  C  sera 
/'o —  /",  moindre  que  l'ordre  de  C,  et  la  tangente  sera  le  côté 
^'^  o  du  triangle  :  C  sera  donc  de  l'espèce  3. 


5°  Cycles  C  clo/H  l'origine  est  en  an  sommet  {x  =y  =  o) 
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et  ayant  un  côté  (r  =  o)  pour  tangente.  —  C'est  le  cas  où 
X(,  =:  V,,  =  a  =  o.  Le  cycle  C  aura  son  origine  au  sommet 
.r'^5'^0;  son  ordre  sera  /„  —  /•  et  c'=o  sa  tangente.  Il 
sera  donc  lui  aussi  de  l'espèce  5. 

o79.  De  ce  qui  précède  résulte  la  possibilité  de  changer 
une  courbe  quelconque  k,  par  une  suite  de  transformations 
quadratiques,  en  une  autre  courbe  n'avanl  que  des  cycles  du 
premier  ordre,  et  dont  les  tangentes  aux  points  multiples 
soient  toutes  distinctes. 

Soit,  en  efifel,  p  un  poiut  de  la  courbe,  qui  soit  l'origine 
de  cycles  d'ordre  supérieur  à  i.  Considérons  un  triangle 
;=o,  r,  ^  o,  JI  =  o,  dont  le  sommet  (ç  =  o,  y,  =  o)  soit 
en  /?,  les  autres  sommets  n'étant  pas  sur  /»•,  et  dont  les  côtés 
ne  passent  par  aucun  autre  point  multiple  de  k  et  ne  soient 
pas  tangents  à  cette  courbe.  On  peut,  par  une  substitu- 
tion homographique,  transformer  respectivement  les  droites 
ç  ^  o,  r,  =  o,  V  =  o  en  ^  :^  o,  )'  ^  o,  z  ^  o. 

Les  cycles  de  la  courbe  k\,  transformée  de  Â",  auront  res- 
pectivement les  mûmes  ordres  et  les  mêmes  coïncidences 
d'origine  et  de  tangente  que  ceux  dont  ils  sont  transformés, 
et  /i,  aura  avec  les  côtés  x  ^=  o,  y  =  o,  ^  =  o  les  mêmes  re- 
lations que  k  avec  q  =:  o,  y,  ^  o,  X  =  o. 

ElTectuons  maintenant  sur  /.,  la  transformation  quadra- 
tique particulicie  que  nous  venons  d'étudier.  Un  point  q 
de  /»•,  non  situé  sur  les  côtés  du  triangle  sera  transformé  en 
un  autre  point  où  passent  le  môme  nombre  de  cycles,  du 
même  ordre,  et  avec  les  mêmes  coïncidences  entre  leurs  tan- 
gentes. Il  n'y  a  donc  rien  de  changé  de  ce  côté. 

Considérons  en  second  lieu  les  cycles  dont  l'origine  est 
sur  un  des  côtés  du  triangle,  sur  x  =  o  par  exemple.  Ils  sont 
par  hypothèse  du  premier  ordre  et,  leurs  origines  étant  difTé- 
rentes,  les  quantités  Y^,  .  .  .  correspondant  à  ces  divers 
cycles  sont  distinctes.  Enfin,  ils  ne  sont  pas  tangents  à 
X  ^  o;  leur  ordre  ne  sera  donc  pas  altéré  par  la  transforma- 
tion; leurs  transformés  seront  du  premier  ordre;  ils  ont  tous 
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leur  origine  en  y  =  o,  ;  ^  o,  mais  leurs  tangentes 

-Y,,v'+c'=o,      ... 
M)nL  distinctes. 

On  introduit  ainsi  un  nouveau  point  nuilliple.  niais  à 
cycles  d'ordre  i   et  à  tangentes  séparées. 

Passons  enfin  aux.  cycles  C  dont  l'origine  est  au  sommet 
./■^j'=  o;  chacun  d'eux  est  transformé  en  un  cycle  ayant 
-^on  origine  sur  ^  =  o  ;  ceux  dont  les  tangentes  sont  distinctes 
auront  d'ailleurs  des  transformés  d'origine  distincte.  Si  la 
classe  /•(, —  /•  du  cycle  C  est  moindre  que  son  ordre  /•, 
celui-ci  sera  abaissé  par  la  transformation.  Dans  le  cas  con- 
traire. Tordre  se  maintiendra;  mais  une  autre  simplification 
-!•  produit  :  les  exposants  caractéristicpies  du  cvcle  sont  tous 
diminués  de  /"parla  transfociiiation,  ainsi  que  nous  l'avons  vu. 

08O.  En  soumettant  l.i  courbe/.',  transformée  de  />■,,  à  des 
opérations  analogues,  on  ])ourra  donc,  sans  accroître  l'ordre 
daucun  des  cycles,  ni  introduire  aucune  nouvelle  coïnci- 
dence simultanée  d'origine  et  de  tangente,  abaisser  progres- 
sivement les  exposants  caractéristiques  du  cycle  choisi,  jus- 
qu'au moment  où,  ceux-ci  ne  pouvant  décroître  indéfiniment, 
l'abaissement  portera  sur  l'ordre  du  cycle.  Poursuivant  en- 
core, on  finira  par  rendre  celui-ci  égal  à  l'unité. 

On  choisira  ensuite  un  des  cvcles  restants,  pour  le  réduire 
de  même,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  n'ait  plus  que 
des  cycles  d'ordre  i . 

581.  A  ce  moment,  on  pourra  encore  avoir  des  cycles 
ayant  à  la  fois  même  origine  et  même  tangente;  mais  la  con- 
tinuation des  opérations  fera  disparaître  ces  coïncidences. 

Soit,  en  eflet,  C  un  cyole  d'ordre  i,  dont  l'origine  soit  en 
X  =  J^  =  o  et  qui  ne  soit  [)as  tangent  à  j:  i=  o  ni  à  j'  =  u. 

Ses  équations  seront 

X  = /,  \  ~  Cii  -h  c.a--\-  C3  '■+-... 

ou 

Y  =  c,  X  -t-  C2  X-  -+-... . 
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Un  aulrc  cycle  D  d'ordre  i  et  de  même  origine  aura  pour 
équation 

Ils  auront  même  tangente  si  <:/,  =C|,  et,  en  général,  un 
contact  d'ordre  /??,  si 

(r)  «,^C|,  •••7  " /«  -  -  f  «M  "«;-t-l<  ^/«-t-l* 

Si  C  et  D  ont  un  contact  d'ordre  m,  les  transformés  par 
la  substitution  quadratique  que  nous  considérons  auront 
encore  même  origine,  mais  un  contact  d'ordre  m  —  i  seule- 
ment. 

On  a,  en  cfTet,  pour  le  transformé  de  C, 

I  .       I  .  ^1  ..  ^     .ry     .J 

Tir=:  CiH- C,^  H-.  .  .,  To  =  I  ,  T3  =  Cj  ^  +  C2  ^^  ...,___  ^ 

d'où,  en  posant  — ^  =  X',  -j  =^  Z', 

X'=z  Cl  +  c,  Z  4- .  .  . ,  Z'—  Cl  t  M-  c,  ^2  _;_  .  .    . 

Résolvons  la  dernière  équation  par  rapport  à  t;  il  viendra 

et  l'on  déterminera  les  coefficients  ).  en  substituant  cette 
valeur  dans  l'équation 

Z'=  Cl/  -r-  Cj^"  -H  .  .  .  , 

et  identifiant  les  deux  ntembrcs.  Les  [x  premières  équations, 
qui  déterminent  X,^  ....  Ajj.,  ne  contiennent  que  les  ij.  coeffi- 
cients Cf,  .  .,  C|j  ;  Al-.  •  ■  ••  \j.  en  dépendront  donc  exclusive- 
ment. 

Substituant  la  valeur  de  /  dans  l'expression  de  X',  il 
viendra 

X'=  c,  +  Al  Z'  + . . .  +  A,„ .. ,  Z""-'  -t-  (  .V„,  +  c,,^,  X'i")  Z"«  + .  .  . , 

les  coefficients  A,,  ...,  A,„  ne  dépendant  que  de  c,,  ...,  c,„. 
Si  l'on  opérait  de  même  sur  le  transformé  de  D,  on  obtien- 
drait pour  X'  un  développement  analogue  coïncidant  avec  le 
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précédent  en  vertu  des  relations  (i)  jnsquaux  termes  d'ordre 
m  —  I,  mais  différant  par  le  terme  d'ordre  m. 

On  pourra  donc  abaisser  progressivement  l'ordre  dt.-s  con- 
i.icts  entre  les  cycles  jusqu'à  les  faire  disparaître  totalement. 

o82.   Démontrons  encore  le  tliéorème  suivant  : 

Toute  iiansformation  de  Cremona  résulte  de  la  com- 
position de  transformations  quadratiques. 

Soit  S  une  semblable  transformation,  définie  par  les  rela- 
tions 

^' :/-'::/.  :/.:/.> 

où  y,,  y^,  fi  sont  des  fonctions  d'ordre  n  en  x,  j',  z. 

Considérons  trois  points  quelconques  /;  =  (a,  a',  a"), 
p'  =  (|3,  ,S',  ji"),  p"  =  (y,  y',  Y)  ^'^"  *^^  ligne  droite,  et  com- 
posons la  transformation  S  avec  la  transformation  homogra- 
phiquc 

(  2  )    a;:r:z::  a?.  +  ^r,  -^yz.:  y^'c-^  ?'  r,  +  y'  r  :  a"  ?.  --  ^"r,  +  y"  i. 

La  transformation  résultante  sera 

/ .    ./ ._'...,    .  „    . 

où   'wi  =  fi  (a;  -h  |j/,  -r  Y^,   .  •  • ,  •  •  •),  •  • .  sont  de  degré  n  en 

r     .       "^ 
?  >    '^n   ^  • 

Composons  cette  nouvelle  transformation  avec  la  suivante 

(3)  V.-r,:z,::r,'i':Z'c':c,'r/. 

La  résultante  Sj  sera 

'i/,  ^cp,(r/!^',  ^'ç',  c'y/),  ...   étant  de  degré  an  en  ^',  y/,  JT'. 

l^e  degré  de  cette  transformation  s'abaissera  toutefois  si 
l'un  des  points  p,  />',  p"  est  un  point  fondamental  de  la 
transformation  S. 

Supposons,  par  exemple,  que  p  soit  im  point  de  mulii- 
|)licité  /,  commun  aux  courbes yi , /o?  ,A  !  ^'^^  correspondant 
r,  :=  V  =  o  sera  multiple  d'ordre  i  sur  les  courbes  ci,,  Oj,  'j;,. 
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Donc  tous  les  termes  de  cp,.  'Ç!^,  'j^  seront  de  degré  au  moins 
égal  à  /par  rapport  à  r;,  'Ç  Donc  tous  les  termes  de  <]>(,  t|>o, 
tj/jj  seront  divisibles  par  ^''.  Ils  seront  de  même  divisibles 
par  t/'',  J^''"  si  p\  p"  sont  fondamentaux  et  de  multiplicité 
/',  i".  Après  suppression  de  ces  facteurs  communs,  le  degré 
de  ces  fonctions  ne  sera  plus  que  2/1  —  i  —  /'  —  /". 
On  déduit  de  la  relation  (s) 

::r.  :;::  A:B:C, 

A,  B,  C  étant  linéaires  en  x,  y,  z,   puis  de  la  relation  (3) 

(4)  ^'  :  r/  :  r'  :  :  r,^  :  !:^  :  ^r.  :  :  bc  :  C\  :  .VB. 

La  transformation  S  résulte  donc  de  la  composition  de  S) 
avec  la  transformation  quadratique  (4)- 

Le  théorème  sera  donc  établi  si  nous  montrons  qu'il  existe, 
dans  toute  transformation  S,  trois  points  fondamentaux  non 
en  ligne  droite  et  dont  les  ordres  de  multiplicité  /,  i',  f', 
aient  une  somme  >  n.  Car  la  démonstration  du  théorème 
pour  S  sera  ramonée  à  sa  démonstration  pour  S,  qui  est 
une  transformation  de  degré  moindre. 

583.  Or,  soit  a^  le  nombre  des  points  fondamcnlaux  de 
multiplicité  /.■  ;  on  a,    comme  nous  laNons  vu,   les  relations 

(D)  2 ^'■'=- -. ^' 

(6)  \  Â-a/,.  =r  /i- —  I  , 

dont  la  combinaison  donne  la  suivanle 

(7)  -A'îC/,.  zr^  on  —  J. 

D'ailleurs,  la  somme  des  multi|)licilés  de  deuN.  j)oints  fon- 
damentaux quelconques  ne  peut  surpasser  /?  ;  autrement, 
les  courbes  y,,  f^,  fi  coupant  en  plus  de  n  points  la  droite 
à  =  o  qui  les  joint,  y,,  f.,^  f-^  contiendraient  A  en  facteur 
commun,  conirairement  à   notre   hypothèse.  Mais,  si  /^  >>  1, 
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on  a  /<  <;  3/7  —  3.  Donc  il  y  a  au  moins  trois  points  fonda- 
mentaux. 

Soient  p,  p',  p"  les  trois  points  fondamentaux  dont  les 
ordres  de  multiplicité  sont  les  plus  élevés;  soient  i,  i',  i"  ces 
ordres  et  supposons  iyi' y  i" •  Les  équations  (6)  et  (7)  pour- 
ront s'écrire,  en  mettant  ces  termes  en  évidence, 

Z  /.  -  a^.       :  «2  —  I  —  i'2  —  t'2  —  f"2, 
E  A'  a/t  =1::  3  n  —  3  —  /  —  f'  —  i", 

les   nouvelles    sommes    étant    restreintes   aux  autres    points 
fondamentaux. 

On  déduit  de  ces  relations 

,i2  _^   ,_  ^2  _    //2  _  ^/^2  _    ^^(  3  ,^  __-_/_   ^'  _   ^) 
=r:SA-(/x--«")a;l.-0, 

car  /,•  —  i!'  est  toujours  ^o. 

Donc  n  ne  peut  surpasser  la  plus  grande  racine  de  l'éfj na- 
tion 

x'-^i  —  P  —  l''  —  i"'  —  /"  (  3 ^  —  3  —  i  —  i'  -  i"  ), 

laquelle  est  égale  à 

3  i"  /Qt"2 

—  -+-  1/  ^  -n  t-  -^  «■'='  +  I  -  3  i"   -  ii"  -  -i'  i". 

La  quantité  sous  le  radical  peut  s'écrire 

+-  2  i"'^  —  2  il'  —  3  i"  -h  I . 


Mais  iyi' ^  i"  y  i  •  Elle  est  donc  moindre  que  (  i  --  i' ] 

et  l'on  a 

3  /"  i" 

n  <  — •  -+-  /  -t-  i' <«'-+-  i'  -r-  i". 

2  2 

Enfin  les  trois  points/;,  //,  p"  ne  sont  pas  (;n  ligne  dioile; 
car  s'ils  étaient  sur  une  même  droite  A  =  o,  celle-ci  conpani 
les  courbes/), /"a, /:,  en  plus  de /i  points, /,, /o,  _/;,  auraient 
le  facteur  commun  A. 

J.  -  I.  38 
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IV.  —  Transformations  birationnelles  d'une  courbe. 
584.   Posons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait, 

(1)  ^'i/:^'::/.  :/2:/3, 

Jii  f-ij  f%  étant  des  polynômes  homogènes  d'un  même  degré  / 
en  x^  jKi  -3,  et  sans  facteur  commun. 

Supposons  ^,  J',  z  assujettis  à  la  relation 

(2)  F(a^,  j,  s)=o. 

L'élimination  de  .r,  y^  z  entre  les  équations  précédentes 
donnera  une  équation 

(3)  V'{x',y',z')^o, 

exprimant  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  rapports 
x' '.  y '.  z'  pour  qu'il  existe  un  système  de  valeurs  des  rap- 
ports X  \  y  ',  z  pour  lequel  les  équations  (i)  et  (2)  soient  sa- 
tisfaites simultanément. 

Le  plus  habituellement,  cette  solution  commune  sera 
unique  (sauf,  peut-être,  pour  certaines  valeurs  particulières 
des  rapports  x' '.  y' l  z').  On  sait,  dans  ce  cas,  qu'elle  sera 
donnée  par  des  équations  de  la  forme 

X     ^  fx'    y'\         ■^^  _d  f-^'    y' 


R,  R,   étant  des  fractions  rationnelles  qu'on  peut  supposer 
réduites  au  même  dénominateur. 

Chassant   les    dénominateurs,  ces  équations   pourront  se 
mettre  sous  la  forme 

(4)  ^:/:^::/;:./';  :/;- 

f     /*.,,   /".'i   étant  des   polynômes  homogènes  et  d'un  même 
degré  /'  en  x',  y'.  :■'. 

A  chaque  point  x,  y,  z  de  la  courbe  F  correspond  donc 
un   point  x' ,  y',  z'  de  la   courbe  F'  et  réciproquement,  les 
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points  correspondants  étant  liés  par  les  deux  systèmes  de 
relations  (i)  et  (4). 

Ces  deux  systèmes  ne  seraient  pas  équivalents  pour  des 
valeurs  quelconques  de  jc,  y,  z,  x\  j',  :;'  [à  moins  que  la 
transformation  (i)  ne  fût  une  transformation  de  Crcmona]; 
mais  ils  le  sont,  et  cela  nous  suffit,  pour  celles  de  ces  valeurs 
qui  satisfont  aux  équations  (2)  et  (3). 

Nous  dirons  que  les  équations  (i)  et  (4)  établissent  une 
correspondance  uniforme,  ou  birationnelle,  entre  les 
courbes  F  et  F'. 

585.   A  un  cycle  C  de  F 

a?  :  j)  :  :;  :  :  Ti  :  T,  :  Tj 

correspondra  un  cycle  C  de  F' 

X  .y  .  ^   ..  ij.  ij.  I3, 
T, ,  T.,.  T'3  représentant  les  fonctions 

/i(T„T„T3),    /,(Ti,T„T3),    /3(T„T„T3), 

débarrassées  toutefois,  s'il  y  a  lieu,  de  la  puissance  de  t 
qu'elles  pourraient  contenir  toutes  trois  en  facteur  commun. 
Les  points  de  G',  correspondant  uniformément  à  ceux  de  C, 
correspondront  uniform'''ment,  comme  ceux-ci,  aux  valeurs 
du  paramètre  t. 

Si  C  est  d'ordre  /■  et  a  pour  origine  le  point  (xo,  jKoi  -0), 
on  aura 

Ti  =  a:o'naf-i-.  .  .,     T.,  =  jo -^  ^^'" -+-••■  »     T^  — Zo-\- ci''-^ .  . . 

et,  |)ar  suite, 

/,(T„T,,T3)-^/.(xo,7o,--o)-H(a|^  +  6|^^-Hc^)r+..., 

Le  cycle  C  aura  donc,  en  général,  pour  origine  le   point 
correspondant  à  (xq,  jKo»  ^0)»  6t  son  ordre  sera  /•. 
Toutefois,  cet  ordre  s'élèvera  si 

y  1  (-^o»  ^0)  *'o))     /îi-^O)  ,/o>  ^0);     Jzi-^or  yo>  •'0)1 
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sans  èli'e  nuls  sinuilliiiirinent ,  sont  proporlionnels  à 

àf^        j  0/,  df, 

a  -f-i-  -h  b  <—  -T-c-f^  H 

OJCç)  avo  ozq 

Enfin,  si  ces  trois  quantités  s'annulent  à  la  fois,  auquel 
cas  les  équations  (i)  cessent  de  définir  les  rapports  x'  '.y  '.  z'^ 
on  aura  à  supprimer  la  puissance  de  t  qui  figure  en  facteur 
commun  dans  f^[T^,  T^,  T3),  ....  Le  cycle  C  aura  pour 
origine  un  point  (^J,,  y'^,  z'^).  que  nous  considérerons  comme 
le  correspondant  de  [xq,  y^^  Cq). 

Enfin,  si  le  point  (a^o,  j^oi  ^o)j  ^^fi-tf^i/s  s'annulent,  est 
l'origine  de  plusieurs  cycles  C,  C,,  ...  de  F,  ils  auront  pour 
correspondants  des  cycles  C,  C, ,  .  .  .,  ayant  pour  origines 

des  points  «,  jé» -^o)'  (^oi»  /oi  ' -oi  )'  •••;  ^^  ^^  Point 
(•^oOoî^o)  correspondra  à  l'un  ou  à  l'autre  de  ces  points, 
suivant  qu'on  le  considère  comme  limite  de  points  situés 
sur  C,  ou  sur  G^,  .... 

Il  peut  donc  exister  sur  F  des  points  ayant  plusieurs  cor- 
respondants sur  F'.  Mais  ces  points  devront  être  multiples 
sur  F,  et  situés  sur  f\,  /■:>■,  fn  '■,  leur  nombre  est  donc  limité. 

Réciproquement,  un  point  multiple  de  F',  situé  sur/,, 
fi^fii  aurait  plusieurs  correspondants  sur  F. 

586.  L'existence  d'un  élément  invariant  par  toute  trans- 
formation birationnelle  peut  s'établir  comme  il  suit  : 

Les  deux  courbes  F  et  F'  étant  supposées  liées  par  la  rela- 
tion (i),  posons 

Y  _  -^       ^r—  y      Y/  —  ^'  —  f^^^^y^^)  _  .A(^>  Y>0 

z  z  z'         f.i{x,y,z)        /3(X,  ^,1) 

Cela  posé, 

d\'  _dX!_       dX'  dX 
dX  ~ 'dX  ^  ~âY  dX 

étant  une  fonction  de  X,  Y  et  -yrr»  la  somme  de  ses  ordres 

a\ 

par  rapport  à  t,  pour  tous  les  cycles  de  F,  est  nulle. 
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'dt 


La    somme   des    ordres  de    la  fonction   -7   »   pour   la 


dX.' 
courbe  F,  est  donc  égale  à  la  somme  correspondante,  —j-  ? 

pour  la  courbe  F'. 

L'existence  de  cet  invariant  étant  établie    son  expression 
est  aisée  à  trouver.  On  a,  en  efTet, 

dx  dz 

dX       ^'dt  ~~^  dt 


dt  z- 

Or  nous  avons  vu  (o69-570)  que  la  somme  des  ordres  du  nu- 
mérateur est  égale  à  2(/-  — ■  i  -^  too'  -—  v  -;-  ]S(r  —  i)  ;  celle  des 
ordres  du  dénominateur  sera  in.   L'invariant  cherché  sera 

donc 

V  4-  S ( /•  —  I )  —  in. 

Posons 

v-f-S(r  —  i)  —  nn  =.2p  —  2. 

Le  nouvel  invariant/)  ainsi  défini  se  nomme  le  genre  de 
la  courbe  F.  C'est  un  nombre  entier,  qui  ne  peut  être  néga- 
tif si  F  est  indécomposable. 

En  effet,  toute  courbe  F  pouvant  être  changée,  par  des 
transformations  quadratiques  qui  n'altèrent  pas  le  genre,  en 
une  courbe  F'  nayant  que  des  cycles  simples  à  tangentes 
séparées,  il  suffit  d'établir  la  proposition  pour  cette  dernière. 
Dans  ce  cas,  S(/-  —  i)  est  nul  et,  a^  désignant  le  nombre  des 
points  de  multiplicité  A",  on  a 

V  z=.  n{n  —  i)  —  Sa/,A-(/.-  -  -  i) 
et,  par  suite, 

(n  —  i)(n  —  2)      V      k(k'-i) 

nomlji'e  évidemment  entier  et  (|ui  n'est  pas  négatif  (5o7). 

.^87.  Soit  F  une  courbe  indécomposable,  d'ordre  /i , 
n'ayant  que  des  cycles  simples  à  tangentes  séparées.  Si  l'on 
suppose  le  triangle  de  référence  choisi  de  telle  sorte  que  le 
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sommet  x  ^=  z  -^  o  ne  soit  pas  sur  la  courbe,  celle-ci  aura 
une  équation  de  la  forme 

F  =  AY«  -I-  Al  Y«-i  4- .  .  .  +  A„  =  G, 

A  étant  une  constante  dififérente  de  zéro,  et  A, ,  . . .,  A„  des 
polynômes  en  X,  de  degrés  i,  .  . .,  n  respectivement. 
Si  nous  posons,  pour  abréger, 

>  a,^ =  d, 

^^  2 

le  genre  /?  de  F  sera  donné  (numéro  précédent)  par  la  for- 
mule 

2 

Soit 

une  autre  courbe  d'ordre  m.  Proposons-nous  de  déterminer 
ses  coefficients  de  telle  sorte  que,  parmi  ses  mn  points  d'in- 
tersection avec  F,  il  y  en  ait  le  plus  grand  nombre  possible 
qui  occupent  des  positions  choisies  d'avance.  Vovons  d'abord 
de  combien  d'indéterminées  nous  pouvons  disposer  pour 
cela. 

EfFectuons  la  division  de  y*  par  F;  il  viendra 

/=QF-fR, 

Q  et  R  étaat  deux  polynômes  entiers,  dont  le  dernier  est  de 

degré  m  en  X,  Y,  mais  de  degré  n  —  i  seulement  en  Y.  Or 

il  est  clair  que  les  points  d'intersection  de  y  avec  F  sont  les 

mêmes  que  ceux  de  R  avec  F.  Nous  pouvons  donc  nous 

borner  à  considérer  parmi  les  courbes  d'ordre  m  celles  dont 

l'équation  ne  contient  Y  qu'au  degré  n  —  i . 

Supposons  d'abord  m  ^  n  —  3.  L'équation  de  la  courbey 

,      («  —  i)n  ,      ,        ,  _  , 

contiendra —  termes  de  degré  ^n  —  !>.,  plus  n  termes 

de  chacun  des  degrés  n  —  i ,  n,  ...,  /?i.  Le  nombre  total  de 
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ces  termes  sera  donc 

-ma  —  p  —  d  -\-\, 

et  l'on  pourra  déterminer  les  rapports  des  coefficients  de 
manière  à  faire  passer  f  par  mn  — p  —  d  points  fixés  d'a- 
vance; il  restera  donc /> -t- <i  points  d'intersection  dont  on 
ne  pourra  disposer. 

Si  w  ^  n  —  3,  le  nombre  des  termes  de  /  sera 

(/?H-  i)(m  -h  2)_ 

et  celui  des  points  d'intersection  dont  on  ne  pourra  disposer 

sera 

(m-|-i)(/n-i-2) 

mn  —    :— h  I. 

2 

En  particulier,  pour  m  =  n  —  3,  ce  nombre  se  réduira  à 

(«  — l)(«  —  2) 

nin  —  Z)— — f-  I  =  P  4-  0^  —  I . 

2  "' 

o88.   Les   nombres  précédents  peuvent  être   diminués  si 
l'on  fait  passer^par  les  points  multiples  de  F. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  remplace  pour  y  l'obligation 

de  passer  par  ^ points  fixes  de  F  par  celle  d'avoir  un 

point  de  multiplicité  /  à  un  endroit  où  F  a  elle-même  un 
point  de  multiplicité  k.  Le  nombre  de  conditions  sera  le 
même;  mais  le  nombre  des  points  d'intersection  dont  la  po- 

n      '  l^  I  iii-'r-l)  •        .,        r 

silion  est  iixee  par  la  ne  sera  plus  >  mais  ik.  Le  ré- 
sultat le  plus  avantageux  s'obtiendra  donc  en  donnant  à  i  la 

valeur  A^  —  i ,  qui  donne  à  ik sa  valeur  maximum 

^  2 

k{k-i) 

2 

Si  donc  m  est  assez  grand  pour  ([ue  le  nombre  des  coeffi- 
cients dont  on  dispose  permette  de  donner  à  f  un  point  imil- 
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tiple  d'ordre  k  —  i  partout  où  F  a  un  point  multiple  d'ordre  A' 
(auquel  cas  nous  dirons  que  T'est  une  courbe  adjointe  de  F), 
le  nombre  des  points  d'intersection  dont  on  ne  peut  disposer 

sera  diminué  de  la  quantité  \  a^ =  d.  Il  se  réduira 

donc  : 

1°  A  /?,  si         m  >•  /i  —  3; 

2°  Kp  —  I,         si         ni=in- — 3. 

589.  La  condition  d'être  adjointe  donnant  d  relations  li- 
néaires et  homogènes  entre  les  coefficients  de  y,  il  existera 
toujours  des  adjointes  si  m'^n  —  3.  Il  en  existera  égale- 
ment pour  /??  =  /i  —  3,  si/?  >>  o  (d'où  n  >>  2).  Le  nombre  [i. 
des  coefficients  qui  restent  arbitraires  dans  l'adjointe  la  plus 
générale  de  degré  m  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre 
des  adjointes  linéairement  distinctes  de  degré  m)  sera  donné 
par  les  formules  suivantes  : 

1°  Si  m  y-  n  —  3, 


[X  =  (  /?^  —  n  -i-  2)  n 


{  n  —  i)  n 


1 

r=  (m   —  rt  -i-  2  )  /i  -i-  />  H-  /i  —  I . 

2"  Si  in^=i  îi  —  3, 

(»- -l)(/^  — 2) 

2  "' 

Le  nombre  jj.  ainsi  calculé  devrait  être  augmenté  si  les  d 
équations  linéaires  auxquelles  doivent  satisfaire  les  adjointes 
n'étaient  pas  distinctes.  Il  nous  faut  donc  démontrer  que  ce 
cas  ne  peut  se  présenter. 

590.  Nous  nous  appuierons,  à  cet  effet,  sur  le  lemme  sui- 
vant, cas  particulier  d'un  théorème  célèbre  d'Abel,  que  nous 
démontrerons  dans  le  Calcul  intégral. 

Soit  '^(X,  Y,  Cl ,  C2,  ...):=  o  une  courbe  algébrique  quel- 
conque contenant  dans  son  équation  des  paramètres  c,, 
Ca,    ...    et    coupant    la    courbe   F(X,  Y)  :=  o    aux    points 
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(X|,  Y,),  ...,  (X/,  Y/),  ....  Si  nous  changeons  d ,  c\,-  ••• 
enCi4-^C|,  c.2-\-dc-2,  ....  nous  obtiendrons  une  autre  courbe 
infiniment  voisine,  coupant  F  aux  points 

{Xi-{-dXi,\\^d\\),      ..., 

d\f,  dY,,  ..  .  étant  donnés  par  les  formules  suivantes  : 

ôF  ôF 

^dX,-^^dY,=  o, 

^^X,+  ^rfl,-^r/c.  +  ...  =  0. 

Cela  posé,  soil/(X,  Y)  une  quelconque  des  adjointes  de 
degré  n  —  3  de  la  courbe  F;  on  aura 

V    /(X/,  Y, 


(>F(X,-,  Y,) 


dXi:=  O. 


591.  Cette  proposition  étant  admise,  supposons  que  pour 
un  certain  degré  in^ii  —  3  le  nombre  des  coefficients  indé- 
terminés qui  restent  dans  l'adjointe  soit  >•  fx.  En  assujettis- 
sant l'adjointe  à  passer  par  jj.  —  i  points  a^  ^  (X,,  Y,  ),  . . ., 
ajj. _,  =  (Xjj_i,  YjA_,)  choisis  à  volonté  sur  F,  elle  contiendra 
encore  plus  d'un  coefficient  indéterminé;  on  aura  donc  tout 
un  faisceau  d'adjointes  passant  par  ces  points.  Soit  C  l'une 
d'elles;  elle  coupera  encore  F  en  v  autres  points 

le  nombre  v  étant  <  ').\  car  nous  avons  vu  qu'il  est  égal  à  /?, 
si  m  ^  /i  —  3,  à  />  —  (  <i[  ni  =  /}  —  3. 

Cela  posé,  par  les  'x  —  i  points  «v+ti  •••^  ^'!J.+v  i-  on  peut 
faire  passer  un  faisceau  d'adjointes,  ayant  pour  équation 
générale 

C,cp,-4-  C.,'f2  +  .  .  .=:  o, 

et  C  sera  l'une  des  courbes  de  ce  faisceau.   On   aura  donc 
pour  des  valeurs  convenables  assignées  aux  paramètres  C), 

Co,   ... 

C  ^=:  c,  'f  1  +  C, 'fî  4-  .  .  .  ^  O. 
J.  -  I.  38. 
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Changeons  Cj,  Co,  ...  en  Cj  +  ^/C),  6-2-+- dco,  •••,  on  aura 
une  aulre  courbe  C,  coupant  F,  comme  (],  aux  poinls  mul- 
tiples et  aux  poinls  fixes  r/,;^,,  ...,  crjA^.v-i  et,  en  outre,  en 
des  points 

Or  on  sait  qu'il  existe  au  moins  p  adjointes  linéairement 
distinctes,  ft,  .  .  . .,  fpde  degré  n  —  3.  Appliquant  à  v  d'entre 
elles  le  théorème  d'Abel,  on  aura  v  équations 


d\i  =  0,         A"  =  I,  2,  . .  . ,  V. 


Ces  équations,  en  nombre  égal  à  celui  des  quantités  dX^i 
ne  pourraient  être  satisfaites  qu'en  supposant  que  les  cfKi 
sont  tous  nuls  ou  que  le  déterminant  des  coefficients  est 
nul. 

592.  La  première  hypothèse  doit  être  écartée.  En  eft'el. 
les  courbes  C  et  C  coupant  F  aux  mêmes  points,  il  en  serait 
de  même  de  la  courbe 

(5)  C"  =  (i?CiOi  +  f/co'f.2 +•  • -  =  0, 

quels  que  soient  les  rapports  de  c/c,,  dc-y,  •  •  .  •  En  les  déter- 
minant convenablement,  on  pourrait  faire  passer  cette  courbe 
par  un  nouveau  poiut  de  F.  Les  courbes  C"  et  F  auraient 
ainsi  plus  de  points  communs  que  n'en  comporte  leur  degré, 
et  devraient  avoir  une  partie  commune;  et  comme  F  est 
indécomposable,  on  devrait  avoir 

^  étant  un  polynôme  entier.  Ce  résultat  est  absurde,  C"  étant 
de  degré  moindre  que  F  par  rapport  à  la  variable  Y. 

o93.  La  seconde  hypothèse  ne  peut  être  vérifiée  en  général, 
mais    seulement    pour   certaines  positions  particulières   des 
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points  rt|,  ...,  «v,  qu'on  sera  libre  d'éviter,  puisqu'ils   font 

partie  de  la  suite  des  points  <7| .  . . .,  «[j._i ,  qu'on  peut  choisir 

arbitrairement  sur  F.  Tout  dabord,  si  ces  points  sont  pris  à 

dF 
distance   finie,  -r^  y  restera   fini.    Le   déterminant   qui    doit 

s'annuler  deviendra,  après  la  suppression  des  dénominateurs 

<?F(X,,Y,)  .  „  „ 

r »  •  •  •  (lui  iitjurent  en  lacteur  commun, 

/,(X,,Y,),      ....    /,(X,,Y,) 

/,(X.,Y,),     ...,    /v(Xv,Yv) 
Cette  expression  développée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M,/i(Xi,  Y, )  +  M,/, (X„  YO  + .  . .  =  o, 

M|,  Mo,  ...  étant  indépendants  de  X|,  \,.  Pour  que  celte 
équation  ait  lieu  pour  une  position  arbitraire  du  point 
(X),  Y,)  sur  F,  il  faudra  que  son  premier  membre  soit 
divisible  par  F(X4,  Y^,  ),  et  comme  il  est  de  degré  moindre 
que  F,  il  devra  être  identiquement  nul.  D'ailleurs  les  fonc- 
tions fi,  /■2')  •'•  sont  linéairement  distinctes;  donc  il  faut 
que  les  mineurs  M4 ,  Mo,  . .  •  soient  tous  nuls. 

D'ailleurs,  l'un  quelconque  de  ces  mineurs,  tel  queMi, 
peut  être  mis  sous  la  forme 

N2/2(X„Y,)+...+  N,/„(X,,Y,), 

et  ne  pourra  s'annuler,  pour  toute  position  du  point  (Xo,  Yo) 
sur  F,  que  si  les  mineurs  du  second  ordre  No,  . . . ,  Nv  sont 
nuls.  Continuant  ainsi,  on  voit  que  le  déterminant  ne  peut 
s'annuler  pour  toutes  les  positions  possibles  de  (X, ,  Y,  ),  . . ., 
(Xv_i,  Yv_))  que  si  le  point  (Xv,  Yv)  est  commun  à  F  et  à 
toutes  les  adjointes/*, ,  ...,/y. 

o9i.  Nous  aurons  en  particulier,  pour  m  =  n  —  t, 
p -h  n  —  I  adjointes  linéairement  distinctes,  rencontrant 
chacune  F  en  2/?  +  /i  —  2  points,  outre  les  points  multiples. 
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Celles  de  ces  adjointes  qui  passent  par  p  -\-  n  —  3  points 
lixes  <7,  =(X,,Y,),  ...,  ap^,i_3  formeront,  en  général,  un 
faisceau  à  deux  coefficients. 

Chacune  des  courbes  de  ce  faisceau  coupera  F  aux  points 
«1 ,  . . .,  «/j+«_3  et  en  />  H-  I  autres  points.  Si  n  >>  3,  ces  der- 
niers points  seront  toujours  différents  pour  deux  courbes 
différentes  du  faisceau  si  les  points  fixes  a,,  ...,  Up^n-s 
(dont  le  nombre  est  au  moins  égal  à  /?  +  i)  n'ont  pas  des 
positions  particulières. 

Supposons,  en  effet,  que  l'un  des  p  +  i  derniers  points 
d'intersection  fût  nécessairement  le  même  pour  deux  des 
courbes  du  faisceau  et,  par  suite,  pour  toutes  les  autres. 
Soient  C  une  courbe  particulière  du  faisceau  ;  «, ,  . . . ,  «2/»+«-2 
ses  points  de  rencontre  avec  F.  La  courbe  C  appartient  au 
faisceau  des  adjointes  d'ordre  n  —  2  qui  passent  par  les 
p -\- n  —  3  points  fixes  aj,_^2t  •••?  '^f^ip+n-2-  Si  ce  dernier 
faisceau  n'a  que  deux  coefficients,  toutes  ses  courbes  devront, 
d'après  notre  hypothèse,  avoir  encore  sur  F  un  point  com- 
mun, qui  sera  nécessairement  l'un  des  points  a,,  ...,  «/^^.i , 
par  exemple  a^^i .  Si,  au  contraire,  le  faisceau  a  plus  de  deux 
coefficients,  on  peut  déterminer  l'un  d'eux  en  fonction  des 
autres,  faire  en  sorte  que  la  courbe  correspondante  passe 
par  «;,+!.  Il  restera  encoi'C  au  moins  deux  coefficients  indé- 
terminés. Nous  obtenons  donc,  dans  tous  les  cas,  un  faisceau 
de  courbes  adjointes  passant  toutes  par  les  points  «/j+i  5  •  •  •, 
ci2p+n-2  et  dont  la  courbe  C  fera  partie. 

Appliquons  à  ce  faisceau  le  théorème  d'Abel  :  en  prenant 
successivement  les  p  adjointes  y, ,  ...,  /p  d'ordre  n  —  3, 
on  aura  les/?  équations 


p 

dXi  =  o         (A  =zf,2,  .  .  .,  p), 


qui  ne  peuvent  subsister  que  si  les  c/X/  sont  tous  nuls,  ou  si 
le  déterminant  de  leurs  coefficients  est  nul.  Mais  on  a   vu 
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que  la  première  hypothèse  est  inadmissible,  et  que  la  seconde 
ne  peut  être  vérifiée  que  pour  des  positions  particulières 
des  points  «, ,   .  . .,  ap. 

o9o.  Cela  posé^  considérons  les  adjointes  d'ordre  n  —  2, 
qui  passent  par  p -\-  n —  4  points  fixes  «,.  . .  .,  ap^n^;  pris 
arbitrairement  sur  F.  Elles  forment  un  faisceau  à  trois  coef- 
ficients 

Soit  a  =  (ii'O)  un  autre  point  pris  arbitrairement  sur  F. 
et  posons 

Eliminant  q,  -/j  entre  cette  équation  et 

(7)  F(^,r.)  =  o, 
nous  obtiendrons  entre  ç',  y/  une  équation 

(8)  F'(l',r/)  =  o, 

liée  à  F  par  la  transformation  (6).  Cette  transformation  sera, 
en  général,  birationnelle.  En  effet,  si  à  un  point  (^',  y|')  de  F' 
correspondaient,  en  vertu  des  équations  (6)  et  (7).  deux 
points  de  F,  a  =  (^,  -/i)  et  a,  =  (Ç, ,  yj,  ),  on  aurait 

~    ?3(^,7))     ~    <?3(^1,V1,)' 

de  sorte  que  les  deux  adjointes  d'ordre  n  —  2, 

qui  passent  par  les  /)  —  /i  —  3  points  «r/,,  .  .  .,  Op,^„_3,  a, 
passeraient  encore  ))ar  un  autre  point  a,  de  F,  ce  qui,  comme 
nous  l'avons  vu,  ne  peut  avoir  lieu  pour  des  positions  arbi- 
traires des  points  «, ,  . . .,  a. 
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596.   La   courbe   transformée   sera  donc  du  même  genre 
que  F.  Clierchons  à  déterminer  son  degré  n' . 
Posons,  pour  rétablir  rhomogénéité, 

La  courbe  F  aura  pour  écpialion  $  =z  o,  et  la  transforma- 
tion (6)  pourra  s'écrire 

4') 5  'l'^i'i's  étant  des  polynômes  d'ordre  n  —  2;  enfin  la  trans- 
formée aura  une  équation  de  la  forme 

Le  degré  clierché  est  le  nombre  d'intersections  de  la 
courbe  4>'  avec  la  droite  arbitraire 

Xl  J?'  4-  X2/'  +  ^sS'  =;  O. 

A  chacun  de  ces  points  correspond  sur  F  un  point  {x,y,  z) 
satisfaisant  aux  deux  relations 

Ces  deux  équations  simultanées,  de  degrés  n  —  2  et  n  res- 
pectivement, définissent  n(n—  2)  points,  dont  chacun  cor- 
respondra réciproquement  à  un  point  commun  à 

Xi^"'  -H  X,/' -f- X35' =  o,  ^'  =  0, 

pourvu  que  '!»<,  62?  '^3  ne  s'annulent  pas  à  la  fois. 

On  voit  donc  que  n'  est  égal  au  nombre  des  intersections 
des  deux  courbes  (9)  qui  sont  variables  avec  Xi,  ^^25  ^^3-  Ce 
nombre  est  /?  +  2.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Toute  courbe  de  genre  p  >>  o  peut  être  changée  par 
une  transformation  birationnelle  en  une  courbe  de  même 
genre,  et  de  degré  p  -\-  .i. 
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o97.  Il  nous  reste  à  étudier  les  courbes  de  genre  zéro, 
dites  courbes  unicui sales. 

Soient  F  =  G  une  semblal)le  courbe;  'c>\.,  'io  deux  de  ses 
adjointes,  d'un  même  degré  m  et  coupant  F,  la  première 
aux  points  <:/,,  ...,  <7[x_2<  '^■i  la  seconde  aux  points  rt|,  ..., 
au._2,  3.  Elles  n'auront  pas  d'autres  points  de  rencontre 
avec  F,   puisque  p  est  nul. 

Considérons  les  adjointes  du  faisceau 

Chacune  d'elles  coupera  F  aux  points  «i,  .  ..,  «ji.j,  et  en 

c 
un  autre  point  (ç,  t,)   varialde  avec  le  rapport  -'  =-  t.  Pour 

^\ 

obtenir  ;,  on  éliminera  r,  entre  les  équations  F  ;=  o, 
C\  cpi  -T-  Cofo  =  o,  et  l'on  supprimera,  dans  l'équation  finale, 
les  facteurs  correspondants  aux  racines  fixes;  il  restera  une 
équation  du  premier  degré,  doù  l'on  déduira  ç  =  R(^), 
R  désignant  une  fraction  rationnelle.  <  )n  trouvera  de  même 
T,  =  R,(n,  R|  étant  également  rationnel. 

L'équation  F  =  o  sera  donc  équivalente  au  système  des 
deux  suivantes  : 

ï  =  R(0,  iri=:R,(0. 

A  chaque  point  (i,  y,)  de  F  correspondra,  en  général,  une 
valeur  unique  de  t.  Car  si  deux  adjointes  différentes 
C\'^s  -i-Co'-Soi  ^1 '-?!  +'^'. 'fj  passent  par  le  point  (ç,  t,),  cp,  et 
C32  y  passeront  aussi;  (;,  /^i)  sera  donc  un  des  points  com- 
muns à  cp,,  'io,  F,  c'est-à-dire  un  point  multiple,  ou  l'un  des 
points  «,,  . .  .,  a^_2- 

Pour  obtenir  la  valeur  de  t  correspondante  à  l'un  de  ces 
points  particuliers  A,  on  supposera  que  le  point  (;,  yi), 
d'abord  différent  de  ce  point,  s'en  rapproche  indéfiniment, 
et  l'on  cherchera  la  valeur  limite  vers  hujuelle  tend  t.  Ce 
sera  celle  que  nous  ferons  correspondre  au  point   \. 

Si  ce  point  est  multiple  d'ordre  k,  on  pourra  supj)Oser 
successivement  le  point  (ç,  r{)  placé  sur  chacune  des  k  bran- 
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ches  de  F  qui  se  croisent  en  A;  on  obtiendra  ainsi  k  valeurs 
de  t  correspondantes  à  ce  point. 

598.  Considérons  réciproquement  une  courbe  F  définie 
par  les  équations 

R  et  R,  désignant  des  fractions  rationnelles.  Réduisant  ces 
fractions  au  même  dénominateur,  on  pourra  les  mettre  sous 
la  forme 

cp,,  cpo?  'fs  étant  trois  poljnômes  sans  facteur  commun. 

Cherchons  coml)ien  de  valeurs  du  paramètre  t  correspon- 
dent, en  général,  à  un  même  point  de  la  courbe.  Soit  t^  l'une 
d'elles;  les  valeurs  cherchées  seront  les  solutions  communes 
aux  deux  équations 

(lo)  R(0)-=R(;,),         R,(e)--=Ri(f,), 

ou 


(i>) 


I    P(0,^,)    =r(p,(0)o3(^,)-?3(0)9,(?i)=O, 

i   Pi(0,^,)  — cp2(6)'-p3(^l)-'^3(e)o,(^,)=o• 


Les  deux  polynômes  P  et  P,  sont  divisibles  par  0 — ^,  ; 
mais  ils  peuvent  avoir  d'autres  diviseurs  communs.  Soit  en 
général  D(9,  ^,)  leur  plus  grand  commun  diviseur;  on  aura 

P(0,  f,)-.D(6,  ;,)Q(0,f,), 
Pi(0,^,)-^I>(0,^i)Qi(0,;,)- 

Les  deux  équations  Q  ==  o,  Q,  =  o  ne  pourront  avoir  de 
racine  commune  que  pour  des  valeurs  particulières  de  t^. 
Les  solutions  communes  aux  deux  équations  (ii)  se  rédui- 
ront   donc   (lorsque   t^    reste    indéterminé)    aux  racines   de 

l'écpuilion 

D(0,^,)=o. 

Ces  racines  sont  généralement  distinctes,  car  une  racine 
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double  devrait  satisfaire  non  seulement  aux  éijuations  (lo), 
mais  à  leurs  dérivées 

R'(Ô)=o,         R',{0)  — o, 

équations  algébriques  qui  n'admettent  (|u'un  nombre  limité 
de  valeurs  de  0;  et  les  valeurs  correspondantes  de  ^,,  déduites 
des  équations  (lo),  seraient  également  en  nombre  limité. 
Soit  donc 

D(0,^):=:A(^,)0'"  +  A,(^,)0'"-'-H..-^A,„(^.^; 

les  équations  (lo)  admettront,  en  général,  m  racines  com- 
munes distinctes  ^,,  . .  .,  t„i^  solutions  de  l'équation 

D(0,  ^,)  — o. 

Si  l'on  permute  les  deux  variables  0  et  <,,  les  deux  polv- 
nômes  P  et  P,  changent  simplement  de  signe;  leur  plus 
grand  commun  diviseur  D  doit  donc  se  reproduire  à  une 
constante  près;  il  est  donc  du  degré  m  en  f,.  L'un  au  moins 
des  polynômes  A,  A, ,  . . .,  par  exemple  Aj;,,  sera  de  degré  m, 
les  autres  étant  de  degré  ,^  m.  En  particulier,  A  sera  de  degré 
inférieur  à  m;  car,  s'il  en  était  autrement,  D  ne  pourrait 
s'annuler  identiquement  pour  0  =  ;, ,  ainsi  que  cela  doit  être  ; 
car  0(^1,  ti)  contiendrait  un  terme  en  /i^'"',  qui  ne  pourrait 
se  réduire  avec  les  autres. 

D'autre  part,  ti  désignant  l'une  quelconque  des  racines 
<,,  .  . .,  t„i^  on  aura 

Les  équations 

R(6)=R(<,),         R.(0)--=R,(f,) 

seront  donc  équivalentes  aux  équations  (lo).  L'équation 
D(0,  ti),  qui  fournit  les  racines  communes  à  ces  équations, 
sera  donc  ('quivalcnte  à  D(0,  ^,  )  =  o.  On  aura,  par  suite, 
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Si  df)i)c  nous  posons 

"=A(7)- 

à  clia(|iie  valeur  de  ce  nouveau  paramètre  u  correspondront 
m  valeurs  de  t  et  précisément  celles  qui  correspondent  elles- 
mêmes  à  un  même  point  {\,  tj)  de  la  courbe  F;  et  ç,  r;  étant 
des  fonctions  algébriques  de  «,  qui  n'ont  qu'une  seule  valeur 
pour  chaque  valeur  de  u,  seront  rationnels  en  u. 

On  voit  ainsi  que,  si  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
courbe  sont  exprimables  en  fonction  rationnelle  d'un  para- 
mètre, on  pourra  toujours,  en  changeant  au  besoin  le  para- 
mètre, faire  en  sorte  qu'à  chaque  point  de  la  courbe  corres- 
ponde une  seule  valeur  du  paramètre. 

599.  Supposons  cette  condition  réalisée,  avec  le  para- 
mètre t,  pour  une  courbe  F  définie  par  les  équations 

^=uR(0,        •r,r=R,(0; 

nous  allons  établir  que  cette  courbe  est  unicursale. 

Les  fonctions  R(^),  ^((O  peuvent  être  supposées  réduites 
au  même  dénominateur.  Passant  aux  coordonnées  homo- 
gènes, en  posant  ^=:=  -?  71  =  ^  les  équations  de  la  courbe 
pourront  s'écrire 

^:r::;::T,  :T,:T„ 

T(,  T;>,  T.j  étant  des  |)oljnornes  en    V. 
Par  une  transformation  birationnelle 

^':/:3'::/,(.r,  j,  z)\f.{^,  y,  z):f.,{x,  v,  ::), 

nous  pouvons  changer  la  courbe  F  en  une  autre  F'  de  même 
genre  /:>,  n'ayant  f(ue  des  cycles  d'ordre  i.  Les  équations  de 
cette  nouvelle  courbe  seront  de  la  forme 

jc'  :r'  \  c;'  ::  01  :e.,  :03, 

0,,  02,  03  étant  de  nouveau v  polynômes  en  l. 

S.  chaque  point  ( x' .y' ,  z')  correspondra  d'ailleurs,  en  gé- 
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néral,  un  seul  point  ■  x,  y,  z),  et  par  suite  une  seule  valeur 
de  t. 

Soit  s  le  plus  grand  des  degrés  des  polynômes  (■),,  0-.  (r)^: 
on  pourra  écrire 

e.,=  bt'+  bit'-^-r-. .  ., 
63=  et''  4-  Cl  ^""-'4-. .  ., 

l'un    au    moins   des    trois    coefficients    a,   h,    c    étant   ^o. 
D'ailleurs,  si  /  croît  indéfiniment,  on  aura,  en  posant  t=  -,, 

^'  '. y'  '.  z'  y.  a  -h  a^  t'  -h  .  .  .  '.  b  -t-  bi  t'  ~r . . .  '.  c  -{-  c 1 1'  -r- .  ■ . . 

Ces  équations  définissent  un  cjcle  de  F',  qui  doit  être 
d'ordre  i,  par  hypothèse  ;  donc  l'un  au  moins  des  trois  dé- 
minants ab{  —  «)  b,  bCi  —  b^  c,  crt(  —  Ci  a  sera  ^o. 

Le  degré  n  de  la  courbe  F'  est  le  nombre  de  ses  intersec- 
tions avec  une  droite  arbitraire 

Les  t  correspondants  sont  les  racines  de  l'équation  de  degré  s 

a0,4-pe, +  763—0, 

et  à  chacune  d'elles  correspond  un  point  distinct  de  F'.  Donc 
n  =  s. 

Cherchons  d'autre  part  la  classe  v  de  F'. 

Une  droite 

UX  -\-  Vy  -\-  WZ  r=:  O 

sera  tangente  à  F'  au  point  t  si  l'on  a 

«61  4-  ('©2  -i-  wOj  T=  o, 
ue\-h  i'B'^n-  (^63  =  0. 

Elle  passera,  en  outre,  par  un  j)oint  donné  arbitrairement 
a,  jj,  y,  si  l'on  a 

//  a  -H  rp  -i-  w(  z=  o. 

Éliminant  m,  v,  w  entre  ces  trois  ('(luations,  on  aura,  pour 
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déterminer  les  points  de  F'  dont  la  tangente  passe  par  a,  ,3,  v, 
l'équation 

oc(0oe3-0,0;)+p(e3e;-e,e;)4-Y(e,e;-e,0;)=o. 

Or 

020'3  — 030^  =  —  {bci  —  b^c)  t-''--v-.  .  ., 
0:j  0;  —  0, 0;  =  —  (ca,  —  Cl  a)  r-^-2  _,_...  ^ 
0,0;  — 0.,0;=^  [abi  —  aib)t-'-^-]- 

L'équation  en  t  est  donc  de  degré  25  —  2,  etv=2.s  —  2. 
Cela  posé,  F' n'ayant  que  des  cycles  d'ordre  i,  son  genre/» 
sera  défini  par  la  relation 

2/?  —  2  =^'J  —  2/1  =  25  — -2  —  2S  =  —  2. 

Donc/)  =  o,  et  les  courbes  F',  F  seront  unicursales. 


FIN  DU  TOME  PREMIER. 
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